MSG 2014/2015 — Zirkel 12a Alexander Unger

Aufgaben-Blatt 2
vom 18. September bis 2. Oktober 2014

1. Rechnen mit iibernatiirlichen Zahlen

14
1) B hne —.
(1) Berechne T

(2) Welcher rationalen entspricht 632577

(3) Wie in den natiirlichen Zahlen endet jedes Vielfache von 5 auf 5 oder 0 und
jedes Vielfache von 2 auf eine gerade Ziffer.

Zeige, dass wie in den natiirlichen Zahlen die Umkehrung gilt: Jede Zahl, die
auf 5 oder 0 (bzw. auf eine gerade Ziffer) endet, ist durch 5 (bzw. 2) teilbar.

2. In English please:

3. Ordnung unmoglich
Eine Relation ,,<* auf einer Menge M heifit Halbordnung, wenn gilt:

(1) < ist reflexiv, d.h. fur alle z € M gilt * < z,
(2) = ist antisymmetrisch, d. h. aus * < y und y < z folgt = = v,
(3) < ist transitiv, d.h. aus z < y und y < z folgt = < z.

Eine Halbordnung heifit totale Ordnung, wenn gilt:

(4) =< ist total, d. h. fir alle z,y € M ist < y oder y =< x (einschlieBendes oder).

Die ,normale kleiner-gleich-Relation“ < auf der Menge M = N oder M = R ist eine
Halbordnung, sie ist total. In einer total geordneten Menge kénnen alle Elemente
der Reihe nach geordnet werden, zum Beispiel die reellen Zahlen beziiglich <.
Dadurch ist zum Beispiel die Darstellung als Zahlengerade erst moglich!

(a) Ist die kleiner-Relation ,<“ auf Q eine Halbordnung?

(b) Sei M eine beliebige Menge und P (M) die Potenzmenge, also die Menge aller
Teilmengen von M (einschlieBlich () und M). Zeige, dass die Enthaltenseins-
Relation ,,C* eine Halbordnung auf P(M) ist. Ist sie total?

(c) Sei M die Menge aller Stichworter in einem Inhaltsverzeichnis. Mit , =< sei
die lexikographische Ordnung gemeint. Definiere diese Ordnung prizise, so
dass die so definierte Ordnung total ist. (Daher ist die Anordnung in einem
Inhaltsverzeichnis moglich!)

(d) Zeige, dass die Teilbarkeitsrelation ,,|“ eine Halbordnung auf N ist. Ist sie total?

Ein Ring (oder ein Korper) R heifit angeordnet, wenn es eine totale Ordnung auf R
gibt, die mit den Operationen + und - vertréglich ist, d. h.

(5) fiir alle z < y und alle z € R gilt 4+ 2z < y + z und
(6) fir allez <yund alle0 <z gilt -2 <y~ 2.

Auf R = 7Z oder R = Q gibt es eine Relation, die mit den beiden Operationen +
und - vertréglich ist, ndmlich <. Z und Q sind also angeordnet.



(e) 777 Beispiel 777
(f) Zeige, dass der Korper C der komplexen Zahlen nicht angeordnet werden kann.
(g) Zeige, dass der Ring U der iibernatiirlichen Zahlen nicht angeordnet werden

kann.
(h) (*) Zeige, dass der Ring UB der iibernatiirlichen Bin#rzahlen nicht angeordnet

werden kann.

(Tipp: Zeige, dass in einem angeordneten Ring stets 0 < 22 gilt.)

In Vorbereitung der Mathe-Olympiade sind hier einige Aufgaben aus Olympiaden ver-
gangener Jahre (Algebra und Zahlentheorie).
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