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Das Verhalten des Newton-Verfahrens bei der Losung nichtlinearer Gleichungs-
systeme im Komplexen fiihrt bei entsprechender Darstellung auf beeindruckende
Graphiken. Die entstehenden Mengen werden Fractale, Julia- und Fatoumengen
genannt. Das bekannteste ist das Apfelmdnnchen.

Wir wollen solche Graphiken selbst erzeugen und miissen uns daher mit der Theo-
rie und numerischen Losung linearer und nichtlinearer Gleichungssysteme ausein-
andersetzen.

Zur Darstellung der Fractale werden wir Java-Applets programmieren und dazu
umfangreiche Experimente durchfiihren.
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1 Einleitende Problemfrage

Wir stellen uns vor das Problem die Nullstellen folgender Gleichung zu ermitteln.
2 —-1=0, z€C

Doch wie lassen sich Nullstellen komplexwertiger Funktionen (ndherungsweise)
ermitteln, wobei dem Auge moglichst viel geboten werden soll?

Zur Beantwortung dieser Frage miissen zunéchst drei Thembenbereiche der Ma-
thematik erarbeitet werden, welche zwar anféanglich nicht viel mit unserem Thema
zu tun haben, sich aber spater als niitzlich erweisen werden. Diese Themen lauten:

e Vektoren und Matrizen

e Newton-Verfahren

e Komplexe Zahlen

2 Vektoren und Matrizen

Vektoren sind n-Tupel, d.h. geordnete n-elementige Mengen von Zahlen. Dabei
werden die Komponenten des Vektors stets entweder waagerecht oder senkrecht
angeordnet.

Matrizen hingegen lassen sich als Verbindung von mehreren Vektoren ansehen:

aixz - Aip
A= : .. : g Rmxn
m1 - Gmp

Was kann man mit einer solchen Matrix alles machen? Von Bedeutung fiir uns
ist die Multiplikation von Matrizen mit Vektoren bzw. mit Matrizen:

n
Zal"v’
J J
@11 - Adip U1 j=1
Am1 " a v n
m mn n
a ».U.
A v mit n Zeilen J=

w mit m Zeilen

Das Multiplizieren zweier Matrizen — einer m x n- und einer n x p -Matrix —
funktioniert analog: Man fasst ndmlich den hinteren Faktor (Das Kommutativ-
gesetz gilt hier nicht!) als “Biindel” aus n Spaltenvektoren auf, wobei der j-te
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Spaltenvektor nach obiger Regel mit der m x n-Matrix multipliziert wird und
dabei den j-ten Spaltenvektor der Produktmatrix darstellt, sodass ebendiese eine
m X p-Matrix ist.

Fiir die weiteren Ausfiihrungen werden insbesondere 2 x 2 -Matrizen von Bedeu-
tung sein, anhand welcher nun zwei weitere wichtige Begriffe definiert werden:

1. Determinante

Fiir eine Matrix A = (Z

2. Inverse Matrix
Fiir die inverse Matrix A~! einer Matrix A, fiir welche gilt:

(10
A=y )

Daraus wird ohne Weiteres ersichtlich, dass fiir

a b
=0 0)
die zugehorige inverse Matrix
1 e —b
A= — .
det A (—d a )

Aufgrund dieser Eigenschaften sind Matrizen insbesondere niitzlich fiir Lineare
Gleichungssysteme (LGS) der Gestalt

lautet.

a-xr+b-y=c
d-x+e-y=f

da man erstens an der Bedingung det A # 0 ablesen kann, ob es l6sbar ist, und

man es zweitens in der Form
a b [z _ (¢
d e y) \[f
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Z) ist die Determinante det A der skalare Wert ae — bd.



3 Newtonverfahren

Neben den Nullstellenbestimmungsverfahren von nichtlinearen Funktionen wie
das REGULA-FALSI-Verfahren (Sekantennéherungsverfahren), gibt es noch das
Newtonsche Verfahren oder auch Tangentennaherungsverfahren genannt. Das be-
deutet, dass die zu bestimmende Nullstelle durch Tangenten bestimmt wird. Beim
Newtonverfahren wéhlt man eine Stelle z(, die nah an der gesuchten Nullstelle
liegt. Je ndher die Teststelle an der Nullstelle liegt, desto schneller wird sie gegen
die Nullstelle konvergieren. Am Punkt A wird eine Tangente gezeichnet. Diese
Tangente schneidet die z-Achse an der Stelle z;. Anschlieflich wird am Funkti-
onswert von x; auch eine Tangente angelegt.

Dies macht man solange, bis die Tangentennullstelle anndhernd der gesuchten
Nullstelle ist.

Bei diesem Verfahren gibt es allerdings eine Einschrinkung. Die erste Ableitung
darf an der Teststelle nicht 0 sein, da die Division durch 0 nicht definiert ist.
Aber wie schnell konvergiert den die Testelle der gesuchten Nullstelle eigentlich?

Konvergenz des Newtonverfahren:

Tit1 = Ty — ]{/((ﬁ)) s f'(x:) #0

lim z; = x, und f(x.) = 0, Iterationsstellen sollen gegen z, gehen
1—00

Tip1 — T = T4 — ﬁf(xz) — T
Bisr = e = by (=) + S@) + ) - 22)
Nebenrechnung: Mittelwertsatz der Differenzialrechung;:

@) I@e) — g 4 s(z, —1;),0< s < 1=

Ti—Tx
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Tis1 = e = oy * (= f' (@i + s(ze = 2)) + f/(@1)) * (25 — )

1
Tivr — To| < | | * | (@i + s(ze — 20)) — f/(23) | * |25 — 2]
14+1 ‘qf 1
Abschéatzung:

Civ1 < qrc; <@ xcimg < ... < ¢ x ¢y = lineare Konvergenz.

Falls ¢ < 1 wird ¢; 41 kleiner und konvergiert gegen 0. ¢ wird kleiner 1, wenn z.B.
f'(xy) — f'(x0) klein ist, woraus folgt, dass man z nah an x, wéhlen soll.

Sei nun die Ableitung der Funktion zusétzlich noch Lipschitz-stetig, gibt es eine
Konstante L > 0 mit: |f'(x) — f'(y)| < L * |z — y|. Das ist erfiillt, wenn f”(x)
existiert.

1
|Tiv1 — zu| < || % |Lx|(z; + s(xe — ;) — x;)| % |2; — 24|

= ()
Grosster Wert bei s = 1:

|Tiv1 — x| < l—f’(:z:)| k Lok |x, — x| % o, — x4
(2
L , .
|zi1 — x| < mmz — x,]° = quadratische Konvergenz.
(2

4 Komplexe Zahlen

Die Problemfrage dieser Arbeit ist die Berechung von Nullstellen im komplexen
Zahlenbereich. Daher miissen die komplexen Zahlen erklirt werden. Diese sind
eine Zahlenbereichserweiterung zu den reelen Zahlen. Mit den komplexen Zahlen
kann man auch Zahlen aufserhalb der Zahlengeraden darstellen. Daher gibt es
verschiedene Gleichungen, die ohne die komplexen Zahlen nicht definiert ist. Ein
Beispiel hierfiir ist die Gleichung

22 —1=0.
Unter Verwendung der pg-Formel kann man die Formel umformen:
212 = :|:\2/ —1.

Eine negative Wurzel ist nicht definiert und daher werden die Komplexen Zahlen
eingefiihrt, welche in einen realen und in einem imagindren Teil getrennt werden.
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Abbildung 1: konjugiert komplexes Paar

Wihrend dieses Berichtes wird fiir Komplexe Zahlen in der Regel die Variable z
verwendet. Jede Komplexe Zahl kann als z = a + bi dargestellt werden, wobei a
der reale Teil ist und b¢ der imaginédre Teil. ¢ ist im Komplexem Zahlenbereich
eine konstante Zahl fiir die gilt 2 = —1. Das Rechenen mit komplexen Zahlen ist
relativ einfach. Beispielsweise werden Komplexe Zahlen addiert indem man die
Realteile addiert und anschliefsend ihre imaginédren Teile addiert:

21+ 29 =a; +ag + (bl +b2)2

Bei der Multiplikation wird ¢ als eine gewShnliche Variable gehandhabt. Anschlie-
fend wird das Ergebniss wieder so notiert, dass der reale und ihr imaginérer Teil
getrennt sind. Alle ¢ Teile die geraden Exponenten haben gehoren zu den reelen
Zahlen, da i = —1. Daraus folgt, dass i* = —1 % (=1) = 1 gilt usw. Nur fiir
ungerade Exponenten bleibt der imaginare Teil bestehen. Fiir die Multiplikation
ergibt sich somit die Gleichung.

21k 29 = (a1 + bli)(ag + bQZ) = aiasg + Cllbgi + agbli — blbg.

Eine weitere wichtige Festlegung ist die konjungiert komplexe Zahl. Sie ist mit
Z = a — bi bestimmt. Sie ist somit die Spiegelung der ihr zugehorigen komplexen
Zahl an der z-Achse (siehe Abbildung 1). Die komplexen Zahlen erweitern somit
die reelen Zahlen um eine weitere Dimension und ermoglicht somit die Darstellung
auferhalb der Zahlengeraden.

5 Polynom in C

Anstatt nur die Nullstellen eines Polynoms in R zu ermitteln, kann man dies
auch in C tun. In diesem Fall erhalten wir fiir ein Polynom n-ten Grades immer
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n Nullstellen, die Gleichung P,(x) = 0 hat also genau n Losungen.

n
p(x) = anzn + an_lzn—l + ...+ a1z —+ 20 = Za/]z]
7=0

n
Ersetzen: z = a+ bi = Wir erhalten ein Polynom der Form: ) a;(a + bi).
j=0
Dieses Polynom kann man immer in einen Real- und einen Imaginérteil zerlegen.
Wir betrachten ein Beispiel:

p(z)=2"—1
= (a+bi)> -1
= a® + 3a’bi + 3ab®i* + b*i® — 1
— vereinfachen, da wir wissen: > = —1

= a® + 3abi — 3ab® — b%i — 1
= a® — 3ab® — 1+ (3a®b — b?)i
N e’ ,

Real Imaginér

3_ 912
Vektordarstellung: f(a,b) = (?EZ’ Z;) = (a 3a2?;ab b3 1) =0
2\d, -

Zur Losung dieses Gleichungssystems verwendet man das Newton-Verfahren in
der Ebene: f: R? — R2.

Wir verwenden die Linearisierung der Funktion f: p(x) = f(zo) + f'(z0)(x — x0)
Die erste Ableitung einer mehrdimensionalen Funktion ist die JACOBI-Matrix:

9h Ofi
8$1 8x2
!
f (:Cth) =
Ofa  Of2
oz Oz

Das ist die komponentenweise Ableitung der Funktion f. Die Berechnung der
Nullstelle p(z) = 0 ergibt

f@i) + f'(z) (g1 — ) = 0.

Wenn det(f’(x)) # 0 fiir alle z, kann man mit der inversen Funktion der Ableitung
von f multiplizieren:

(f ()" f i) + (zis1 — ;) = 0.

Die Auflésung nach z;, ergibt

Ti1 =i — (f'(2:))7" fla).
~——

Inverse Matrix
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Das Newton-Verfahren im Mehrdimensionalen erzeugt eine sukzessive Approxi-
mation mittels der Folge z;.
Beispiel 1: f(z) = 2% — 1

on  on B B
ron=(fe = (0 o) - )

‘(a,b fr 0
fo(a,b) b 0L 6ab  3a® — 3b

Durch Einsetzen in die rekursive Vorschrift fiir das Newton-Verfahren und ent-
sprechendes Ausmultiplizieren erhélt man folgende Bildungsvorschrift:

—15a2b; + 3a2b? + 27a2b? + 6a;b; — b3 + b;

(aiH) B (—3a? + 18a3b? + 12a3b; + 3a? — 6a;bf — 9a;b? + a; — 3bi)
biv1)

Je nach Startwert zy divergiert diese Funktion oder néhert sich immer weiter
einer der 3 Nullstellen an:

(1 ~ (cos(%) ~ (cos(4F)
0= (O) A= (sin(%) 2= sin(F)
Abbildung 2 zeigt die drei Nullstellen und das Konvergenzverhalten (siehe auch
Newton-Fraktale).

)

Beispiel 2:
f(2)=2"=22+2 mit 2 =z + 210
= ($0 + Qfli)S — 2(.730 + ZUli) + 2
= xp + 3wdw1i + 3wor]i® + 13i° — 220 — 2790 + 2
= \x% — 3x027 — 210 + 2/—1—3(—3::1)’ — 221 + 3xjT1)
R::al Imz;grinér
Vektordarstellung:
~ (filxo,x1)\ [ —3wort —2xo +aF+ 2\
f(xo,lj) o (fg(l’o,$1) B —21’1 + Bl’g.fl — .I'Zf o 0
3z — 2 — 322 —6x07,
f/($0, .1'1) =
62011 3z2 — 322 — 2

42



Abbildung 2: Newton-Fraktal zu p(z) = 23 — 1

Mit Hilfe des Newton-Verfahrens konnen wir nun samtliche Nullstellen in C na-
herungsweise bestimmen:

({300 = V5 + /(39 +V57)

Bo—vET) | o= .

w
©
|
%
]
N
S~—
(=N

2 3
\/_12+ V(B30—v51)2+ ¥/ (B3(9+v57))2

L({/3(9 — VBT) + /(39 + v/5T))

To = 1

2 3
\/—12+ Y (3(9—v57))2+ ¥/ (3(9+v57))2

6 Newton-Fraktale

Die Problemfrage wurde beantwortet, doch dem Auge wurde noch nicht so viel
geboten. Also hat man sich iiberlegt, wie man das Newton-Verfahren im 2-
Dimensionalen anschaulich darstellen kann. Dafiir wird fiir ein 2y (Startwert)
die Iteration solange angewand, bis der Punkt in einem gewéhlten Bereich ¢ > 0
um einer der zuvor ermittelten Nullstellen liegt, oder bis 20 Iterationen abge-
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Abbildung 3: 2* — 1: 2 konvergiert oder divergiert

arbeitet wurden, (dient zum Abfangen von Divergenz). Zur Veranschaulichung
siehe Abbildung 3. Nachdem man zu einem Ende gekommen ist, gibt es folgende
Moglichkeiten:

e Es divergiert(nach 20 Iterationen gab es kein Ergebnis) — xq wird schwarz
gefarbt.

e Es konvergiert gegen eine Nullstelle — xy wird in der Farbe der Nullstelle
und jenach der Anzahl der Iterationen mit einer gewissen Helligkeit ge-
farbt(hell bedeutet viele Iterationen, dunkel bedeutet wenige)

Wiéhlt man sich nun ein passenden Abschnitt in der komplexen Zahlenebene — in
unserem Fall haben wir [—1, 1] x[—1, 1] gew&hlt — und beleget diesen Bereich dann
mit einem Gitter, so kann man nun fiir jeden Gitterpunkt das Newton-Verfahren
anwenden und es entstehen somit Bilder, die sogenannten Newton-Fraktale. Ab-
bildung 2 zeigt das Newton-Fraktal zu unserem Beispiel p(z) = 2% — 1.

Das Applet kann unter http://www.math.hu-berlin.de/ ccafm/lehre_BZQ_
Numerik/allg/JAVA_Pakete/Applets/Einzugsbereich/Einzugsbereich_Applet.
html benutzt werden.

Weitere Beispiele:
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Abbildung 4: Newton-Fraktal zu p(z) = z* — 1

Abbildung 5: Newton-Fraktal zu p(z) = 23 — 22 + 2, Zoom
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