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Wir haben uns mit Minimierungsproblemen beschéftigt, bei denen Funk-
tionen minimiert werden sollen, deren Argumente selbst Funktionen sind.
Das mathematische Teilgebiet, welches sich mit der Minimierung von sol-
chen Funktionalen (d.h. von Funktionen, deren Argumente selbst Funktionen
sind) beschéftigt, nennt sich Variationsrechnung.

In diesem Kurs erfolgte eine Einfithrung in dieses Teilgebiet. Dazu wurde
auf der Basis der Kenntnisse der Differential- und Integralrechnung versucht,
ein ahnliches Kalkiil fiir Funktionale zu entwickeln. Dabei haben wir vie-
le Gemeinsamkeiten, aber auch iiberraschende Unterschiede kennen gelernt.
Auferdem haben wir dabei festgestellt, dass es einen engen Bezug zu Diffe-
rentialgleichungen gibt.

Mit dem entwickelten Kalkiil wurden Fragestellungen aus Physik und Geo-
metrie beantwortet, wie z.B.:

Wias sind die kiirzesten Verbindungen auf der Kugeloberfliche?

Welche Fliche der Ebene, die von einer Kurve mit gegebener Linge umran-
det wird, hat den gréften Flacheninhalt?

Wie muss der Graph einer Funktion aussehen, sodass der Rotationskorper,
der durch Rotation um die Abszisse entsteht, eine minimale Mantelfldche
hat?

Auf welcher Bahn rollt eine Kugel am schnellsten nach unten, wenn Start
und Zielpunkt vorgegeben sind? (Brachistochronenproblem)
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1 Einfihrung

Die Variationsrechung findet in vielen (anwendungsorientierten) Problemen
der Mathematik Anwendung. Im Allgemeinen versucht man eine Einsetzung
u(z) in eine Funktion F(x,u(z),u (x)) zu finden, sodass (1.1) minimal wird.

J(u) = /F(x,u(x),u'(x)) dz (1.1)

Dabei soll u eine auf [a; b] stetig differenzierbare Funktion sein, an die ver-
schiedene Randbedingungen gestellt werden kénnen.

Die folgenden Probleme demonstrieren die Fragestellung.

1.1 Die Brachistochrone

Gegeben seien zwei Punkte A und B in einer Ebene. Es wirke ein homogenes
Gravitationsfeld, das eine konstante Fallbschleunigung ¢ ausiibe in negative
y-Richtung. Sei u : [a;b] — R eine Funktion, deren Graph durch die Punkte
A und B geht. Nun setzt man eine ideale, punktformige Kugel auf den Punkt
A und lasst diese zum Punkt B auf dem Graphen von u rollen. Fiir welches
u(z) ist die Rolldauer minimal?

Unter Anwendung verschiedener physikalischer Formeln ergibt sich die Glei-
chung (1.2) fiir die Horizontalgeschwindigkeit vy, der Kugel

2gu(x)

T (1.2)

VUHor =

Integration iiber die x-Koordinate liefert die Rolldauer; diese Grofe mochten
wir minimieren. Dabei legen wir den Ursprung in den Beginn der Bahn. Man
kann damit folgende Gleichung herleiten
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/ 2
s :/ ! d:c:/ 1+ ua)? dz. (1.3)
UHor 2gu(z)
0 0

1.2 Minimalflache

Wir betrachten den Rotationskérper um die z-Achse einer Funktion u zwi-
schen den Stellen @ und b. Nach den Guldinschen Regeln hat dieser die Man-
telfliche aus (1.4).

b

M = 27T/U(l’)\/1 +u/(z)? dx (1.4)

a

Welche Funktion u(z) hat die minimale Mantelfliche M, wenn ihr Graph
durch bestimmte Punkte lauft?

2 Abstande zwischen Funktionen und Stetig-
keit des Funktionals

Um Differentialrechung betreiben zu kénnen, benotigt man einen Ableitungs-
bergriff und fiir diesen wiederum einen Abstand. Im Folgenden gilt es, den
Abstand zwischen zwei Funktionen zu berechnen. Doch was verlangen wir
eigentlich von diesem Abstand?

1. Der Abstand ist eine nicht-negative, reelle Zahl, Dinge ohne Abstand
sind einander gleich.

2. Der Abstand ist symmetrisch.

3. Die Gerade ist die kiirzeste Verbindung.

Exakte Mathematisierung:

Ein Abstand wird durch eine Funktion d : X x X — [0, oo[ (X ist eine Menge)
mit folgenden Eigenschaften beschrieben:
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1. d(z,y) > 0,d(z,y) =0 &z =y,

2. d(x,y) = d(y,z),
3. d(x,y) < d(z,z)+d(z,y).

Fiir stetige Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] ldsst sich
ein natiirlicher Abstand definieren.

d(f.9) = max {1 () - g(a)) (2.1)

Wir wollen jetzt die Grenzwertdefinition auf Funktionen {ibertragen, deren
Argumente Funktionen sind, damit wir sie fiir Funktionen wie (1.1) verwen-
det konnen. Wir definieren:

lim J(u) = yo < Ve > 030 > 0 Vu € C'([a,b])
0 < d(u,up) <0 =1[J(u) —yo| <e.

Gilt: limy_y, J(u) = J(up)? Also: Ist J stetig? (Sonst brauchen wir {iber
Ableitungen gar nicht zu reden.) Eine intuitive Rechnung ergibt:

lim J(u) = lim [ F(z,u(x),d'(z)) dz

u—uQ uU—ruQ
a

b

_ / lim F(z,u(x),u(x)) de

u—uQ
a

= /F(:U,uo(:v),u{)(:v)) dz (falls F stetig).

a

Jedoch ndhern sich beziiglich unseres Abstandsoperators bei u — wugy die
Ableitungen v’ und wu( nicht zwangslaufig einander an, weshalb die zweite
Gleichheit nicht gesichert ist. Ein Gegenbeispiel liefert die Folge
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up(x) == [ t" dt auf [0;1], die beziiglich d gegen die Nullfunktion konver-
giert, deren Ableitung aber nicht punktweise gegen 0 geht.

Wir definieren daher einen neuen Abstand d, fiir den d(u,up) — 0 < u —
ug A u' — g gilt:

d(f,9) = max {|f(z) = g()|} + max {If' (@) =g @} (23)
Weiterhin ist zu begriinden, dass man Integral und Grenzwert vertauschen
kann. Im Allgemeinen ist das nicht moglich. Dazu betrachten wir folgendes
Gegenbeispiel, wobei alle beteiligten Funktionen stetig auf [0;1] sind.

n’z fﬁrOSxS%
fa(z) = —nPz+2n firl<z<?2
0 fir2<z<l

Die Funktionen sind stetig und konvergieren punktweise gegen 0. Andererseits
gilt:

1
/fn(x)dx =1 VneN,n>2.
0

Damit gilt nicht:
1 1

lim fn(ﬂf)da::/ lim f,(z)dx.
n—oo n—oo
0 0

In unserem speziellen Fall diirfen wir jedoch Grenzwert und Integral vertau-
schen. Dies ist mit dem folgenden Satz zu begriindbar:

Satz. Seien f, : [a,b] = R, f : [a,b] — R stetig und m[a)g] {|fu(z) = f(2)|} —
z€]|a,
0. Dann gilt:

n—oo

b
/nh_{go fo(z) de = lim [ f,(z)dz. (2.4)
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Daraus folgt die Stetigkeit von J, wenn F' stetig ist.

3 Die erste Variation

Nun sind wir soweit, die Ableitung von (1.1) zu definieren, die man Variation
nennt. Diese schreiben wir als D.J,,(v), wobei v die Richtung angibt, in welche
die Ableitung bestimmt wird. Wir definieren die erste Variation analog zur
h-Methode bei normalen Ableitungen:

DJy(v) = Pn% J(u+ tvt) — J(u)
=

mit v € Cy([a,b]) := {v € C'([a;b]) : v(a) = v(b) = 0} .

Da wir nur die Funktionen betrachten, die die Randbedingungen u(a) = A
und u(b) = B erfiillen, kann u(a)+tv(a) = u(a) = A nur gelten, falls v(a) = 0
ist. Gleiches gilt fiir v(b).

Den Grenzwert kann man wie folgt berechnen:

J(u+tv) — J(u)

lim

t—0 t
:nmbJW@w@H%www@H¢wm»—F@w@mmmnw

t—0 n

a
b

- [ gy 2] + ) ) + W) = Pl sl i,

t—0 t

a

Den letzten Grenzwert konnen wir mit Hilfe des Mittelwertsatzes und der
Dreiecksungleichung berechnen. Fiir das Vertauschen von Grenzwert und In-
tegral wird dieselbe Argumentation wie fiir die Stetigkeit benotigt. Daraus
lésst sich die erste Variation berechnen:

b
DJ,(v) :/ [%—Z(u,u(z),u’(z))v(m)+a—F(u,u(a:),u'(x))v’(x) dx

a

Vo € Ci([a, b)).
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Nun konnen wir mit der gerade definierten Ableitung Minima der Funktion
J bestimmen. Die notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist bekanntlich,
dass die Ableitung gleich null ist. In diesem Fall gibt es jedoch unendlich
viele Ableitungen, fiir alle Funktionen v € C}([a,b]) jeweils eine. Die not-
wendige Bedingung ist in diesem Fall logischerweise, dass fiir alle Funktionen
v € C}([a;b]) die Ableitung gleich null ist, d. h. wenn fiir alle v € C{([a; b])
DJ,(v) = 0 gilt.

4 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Die notwendige Bedingung fiihrt zu einer Differentialgleichung. Ist u lokales
Minimum von (1.1) so gilt die notwendige Bedingung (4.1).

DJ,(v) =0 Yo e C;i([a,b]). (4.1)

Durch Einsetzung in die o.g. Formel fiir die erste Variation ergibt sich:

/b (a_F(:v, u(z),u'(z))v(x) + g—i(x,u(:c), ul(x))vl(gc)) de = 0

fiir alle v € C}([a;b]). Nach partieller Integration des zweiten Terms mit
Aufleitung von v’ erhélt man, da v(a) = v(b) = 0:

Jetzt benutzen wir das sogenannnte Fundamentallemma der Variationsrech-
nung, welches wie folgt lautet.

Fundamentallemma der Variationsrechnung. Sei f : [a,b] — R stetig und es

gelte:
b

/f(:c)v(:c) de =0 Yove CX(a,b]).

a

Dann gilt: f = 0.
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Dabei bezeichnet C'°(Ja,b]) die Menge der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen auf |a,b[, die aufserhalb eines abgeschlossenen Teilintervalls in-
nerhalb von |a, b| gleich 0 sind.

Damit kann man v aus obigen Termen eliminieren und erhélt:

OF d (OF

G @), @) - - (Gt @) =0

Diese Gleichung nennt man Fuler-Lagrange-Gleichung, die man in den meis-
ten Fillen nach u(z) (analytisch) auflésen kann.

5 Hinreichende Bedingungen fiir Minimierer

Wie bei normalen Funktionen wollen wir untersuchen, ob die zweite Ablei-
tung (D?J,(v)) ein hinreichendes Kriterium fiir ein Minimum liefert.

Falls u ein Minimum ist, so gilt: D*J,(v) >0 Vv € C;([a;b].

Aus DJ,(v) = 0 und D?J,(v) > 0,Vv # 0, folgt aber nicht, dass u ein lokales
Minimum ist.

Es ist zum Beispiel:

D*J,(v) = /[2x2 + 64/ (z)z]v’ (x)*da.

-1

Betrachten wir uy = 0, so ist DJ,,(v) = 0 und D?J,,(v) > 0,Vv # 0, aber u
ist kein lokales Minimum.
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—ex+ch x € [0;h]
Wir betrachten jetzt u., mit: u.p(z) = ex+eh x€[—h;0]
0 sonst

Fir h = %5 ist J(uep) < 0. (J(uep) = %hQ(h — %5))
Lassen wir ¢ — 0 gehen, so gehen auch u,u" — 0. Also geht die Folge gegen
0 beziiglich unseres Abstandes und hat bei Einsetzen in J Werte kleiner als

0, was begriindet, dass 0 kein lokales Minimum ist.

Aber:

Wenn D?J,(v) > 0,Vv € Cj([a;b]), v # 0 und fiir jedes u € C*([a;b]),
welches die passenden Randbedingungen erfiillt, so ist jeder Punkt u mit
DJ,(v) =0, Yv € C}([a; b]), ein lokales Minimum.

6 Beispiele

6.1 Losung des Brachistochronenproblems

Nachdem wir nun die Euler-Lagrange-Gleichung hergeleitet haben, konnen
wir versuchen, damit das anfanglich behandelte Problem der Brachistochrone
zu l6sen. Dazu ist die Euler-Lagrange-Gleichung auf

R
T(u) —0/ Sgul) d

anzuwenden. Wenn man aber % (z, u(z), v/(z)) berechnet,

a—F$u:1: u(z)) = u(z)
(az<, (), (2) w@)u,(x)ﬂ(x))

wird schnell klar, dass wir nach Ableiten dieses Termes nach x die zweite Ab-
leitung u”(z), die erste u/(z) sowie auch u(z) in der Euler-Lagrange-Gleichung
haben, was eine analytische Losung fast unmoglich macht. Daher wird eine
Vereinfachung der Euler-Lagrange-Gleichung verwendet. Wenn nur u(x) so-
wie v/(x) in dem Funktional J vorkommen, was in T'(y) der Fall ist, und u(x)
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eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung ist, gilt fiir

E<y7 ) _ZE_F(:% )7

dass LE(u(z),v/(z)) = 0 und damit E(u(z),u'(z)) = c ist, wobei ¢ eine
Konstante ist. Dies lasst sich mit der Kettenregel recht leicht herleiten. Ein-
gesetzt ergibt sich

u?(x ) w?(z) +1 _ .
V2gu(z)(W?(x ) 2gu(z)
u () . u?(z) 2 1+ u’2( )
2gu(z)(u?(x) + 1) * V2gu(z)(u?(x) + 1) - 2gu(x)
2u”(2)\/ 2gu(e)(w?(x) + 1) + & = (1+u?(2))* —u" ().

Es lasst sich leicht einsehen, dass diese Gleichheit dann und nur dann gilt,
wenn u(z)(u'(z) + 1) = C gilt, wobei C' eine andere Konstante darstellt.
Wenn man allerdings versucht, diese Differentialgleichung elementar zu l6sen,
merkt man schnell, dass sich diese Differentialgleichung so nicht losen lésst.
Deshalb schreiben wir den Graphen als parametrisierte Kurve. Damit kommt
man iiber recht komplizierte Zwischenschritte zu der Differentialgleichung

SN NeToErEol

welche elementar losbar ist. Das Ergebnis mit der Randbedingung y(0) = 0

lautet
_C [2g

Aus der Kettenregel und der Aufspaltung der Geschwindigkeit in zwei Rich-
tungen ergibt sich aukerdem

y()(@*(t) +§° (1) = C3*(t).

Aus diesen beiden Gleichungen lésst sich nun folgende Parametrisierung fiir
die gesuchte Bahnkurve finden:

7(75):(%( %gt—sin( %%)),%(1—5111( %%))).
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Dies ist ein Teil aus einer Zykloide, welche entsteht, wenn die Bewegung
eines Punktes auf dem Rand eines Kreises verfolgt wird, wenn der Kreis
mit konstanter Drehgeschwindigkeit entlang der x-Achse gerollt wird. Dabei
kann es sogar passieren, dass die Kugel bei optimaler Bahn am Ende sogar
ein Stiick ,hochlaufen muss. Es ist natiirlich noch zu iiberpriifen, ob wirklich
ein Minimum vorliegt.

6.2 Losung des Minimalflachenproblems

Wie bereits in der Einleitung beschrieben ist die Oberfliache eines Rotations-
korpers um die x-Achse in den Grenzen von a bis b durch folgende Formel

gegeben:
b

J(u) = 27T/U(33)\/ 1+ (v'(x))%dz.

a

Wieder ergibt die Euler-Lagrange Gleichung eine Gleichung, in der mehrere
Ableitungen von u vorkommen. Da aber in J wieder nur » und ' vorkommen,
nutzen wir wieder unsere Hilfsfunktion E mit E(u(z), v (x)) = ¢;. Mithilfe
dessen erhalt man die Differentialgleichung:

oy @) = (e)?
u'(z) = \/ A .

Diese Differentialgleichung gilt es nun zu l6sen und dies ist durch Trennung
der Variablen und Integration durch Substitution mdéglich. Man erhélt dann
fiir unsere Funktion u die folgende allgemeine Struktur:

u(z) 1= ¢; - cosh (m i 02) :

1

Mit dieser Formel lasst sich nun berechnen, welche Funktion, die durch zwei
feste Punkte geht, durch Rotation um die x-Achse, einen Rotationshyperbo-
loiden mit minimaler Oberflache erzeugt. ¢; und ¢y sind Parameter, welche
sich durch ein Gleichungssystem fiir den individuellen Fall berechnen lassen.
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