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Fiir viele Menschen scheinen bei Gliicksspielen sogenannte ,,Gliicksstrahnen®, also
eine Fiihrung iiber einen langen Zeitraum, eher unwahrscheinlich. Ein bekanntes
Beispiel aus dem Alltag ist das Werfen einer fairen Miinze. Fallt Wappen, erhélt
der eine Spieler einen Punkt, fallt Zahl, bekommt der andere Spieler einen Punkt.
Hierbei kann man sich verschiedene Fragen stellen:

(1) Wie lange wird ein Spieler bei einer grofen Anzahl von Spielen fithren?

(2) Wann wird es wieder unentschieden stehen?

(3) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird das passieren?

(4) Wie wahrscheinlich sind Gliicksstréhnen bezichungsweise Pechstriahnen?

Solche Fragen gehdren in das Gebiet der Irrfahrten. In diesem Zusammenhang
haben wir uns mit sogenannten Markov-Ketten, Absorptionswahrscheinlichkeiten
und Rekurrenz beschéftigt.

Mit Hilfe von Java-Simulationen haben wir die Wahrscheinlichkeiten solcher Gliicks-
strahnen experimentell ermittelt.
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1 Miinzbeispiel — Hart, aber fair?

Zur Einfiihrung in unser Thema haben wir zunéchst ein Experiment durchgefiihrt.
Dabei wird eine Miinze mehrfach hintereinander geworfen. Wir notieren fiir das
Ereignis ,es fallt Wappen“ ein W und fiir das Ereignis ,es fillt Zahl“ ein Z. Es
gewinnt der eine Spieler, wenn WW W eintritt, der andere Spieler gewinnt, wenn
WZW féllt. Eine mogliche dabei entstandene Kette kénnte lauten:

IWWZZIW ZZWW ZW.

Das Interessante an diesem Versuch ist nun, dass man annehmen konnte, dass
es sich dabei um eine Bernoulli-Kette handelt. Zwar ist die Folge der W und Z
sehr wohl eine Bernoulli-Kette, aber uns interessiert nicht nur ein einzelner Wurf,
sondern uns interessieren Muster in aufeinanderfolgenden Wiirfen. Die Wahr-
scheinlichkeit eines Musters héngt von den vorherigen Wiirfen ab. Da wir auf
die Muster WWW oder WZW warten, kann man in unserer Kette stets die-
jenigen Glieder wegstreichen, die zu diesen Mustern nichts mehr beitragen. Die
senkrechten Striche im folgenden Beispiel veranschaulichen dies:

ZI\W|W Z|Z|Z|\W Z|Z|W |W ZW.

Mit der Zeit lauft so ein stochastischer Prozess ab, der folgende Zusténde be-
sitzt: W, Z, WW, W Z, WWW, W ZW . Die moglichen Uberginge zwischen diesen
Zustinden und deren Wahrscheinlichkeiten lassen sich mit einem Ubergangsgra-
phen darstellen.

Abbildung 1: Ubergangsgraph

Bei unserem Miinzwurf-Experiment handelt es sich um ein erstes Beispiel fiir
eine homogene Markov-Kette. Um unser Beispiel ndher untersuchen zu kénnen,
beschéftigen wir uns nun mit Eigenschaften dieser speziellen stochastischen Pro-
zesse.
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2 Homogene Markov-Ketten

Definition 2.1. Ein stochastischer Prozess (X,,) mit Zustandsmenge I heift
homogene Markov-Kette, wenn fiir allen € N ={0,1,...} und alle ig, 1, .. .4, € I
gilt:

P (Xn = Zn‘)(o = iOaXl = ila cee 7Xn71 = Z'nfl) = P (Xn = in‘anl = Z-n71>
pinfll'n °

In Worten bedeutet diese Gleichung, dass bei einer Markov-Kette die Zukunft
von der Vergangenheit nur iiber die Gegenwart abhéngt.

Eine Markov-Kette ist durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;, ,;, und die
Anfangsverteilung P(X, = i) eindeutig bestimmt. Die Matrix der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten p;; (4,5 € I) wird Ubergangsmatrix genannt. Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten fiir unser Miinzwurf-Beispiel kann man Abbildung 1 entneh-
men.

2.1 Absorptionswahrscheinlichkeiten

Markov-Ketten konnen in einem Zustand enden. Dies nennt man Absorption.
In unserem Miinzbeispiel enden die Ketten im Zustand WWW oder W ZW . Mit
Hilfe der Eigenschaften einer Markov-Kette lédsst sich die Absorptionswahrschein-
lichkeit in WW W mit Hilfe eines Gleichungssystems berechnen:

aw = aww 5 +awz-;
aww = OéWWW'%+OéWZ’%
ay = az-s+aw-s '
wz = OéWZW'%-i-CVZ'%

aw ist die Wahrscheinlichkeit in WW W absorbiert zu werden, wenn man in W
startet. Daher ist ayww = 1 und awzw = 0. Das resultierende Gleichungssys-
tem hat die Losung ay = ay = % Damit ist die Absorptionswahrscheinlichkeit
unabhéngig vom ersten Wurf gleich 0, 4.

2.2 Rekurrenz

Im Miinzspiel muss der Anfangszustand nicht unbedingt wieder erreicht werden.
Beispielsweise kann es passieren, dass die Kette vor dem erneuten Erreichen des
Anfangszustandes absorbiert wird. Man sagt, der Anfangszustand ist nicht rekur-
rent.

Definition 2.2. Ein Zustand ¢ € I einer Markov-Kette heifst rekurrent, wenn er
mit Wahrscheinlichkeit 1 jemals wieder erreicht wird.
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Fiir die Untersuchung der Rekurrenz sind folgende Wahrscheinlichkeiten von Be-
deutung;:

e p, = P (X, =i|X,=1) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zum Zeit-
punkt n der Anfangszustand besucht wird.

o
e p* = > p,ist der Erwartungswert der Anzahl der Besuche im Anfangszu-
n=1
stand.

o f, = P(X1#i,Xo#14,...,Xn1#1,X, =i|Xo=1) ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass zum Zeitpunkt n der Anfangszustand zum ersten Mal
wieder besucht wird.

o f* = > f, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Anfangszustand
n=1
jemals wieder erreicht wird.

e ¢, = P(i wird genau n-mal besucht| Xy = 7).

Satz 2.1. Fir die Anzahl B; der Besuche in i gilt:

P(B; = m) = (f*)". (2.1)

Beweis. Wir beweisen 2.1 durch vollstandige Induktion.
Per Definition gilt P(B; > 1) = f*.
Angenommen, fiir eine natiirliche Zahl m gilt 2.1. Es folgt:

P(B;>m+1) = P(B;>m+1,B;,>m)

P(B; >m+1|B; > m) - P(B; >m)
fr-

(fomt.

]

Der folgende Satz stellt eine Verbindung zwischen p* und f* her, die es erméglicht
die Rekurrenz mit Hilfe von p* zu untersuchen, was im Allgemeinen einfacher ist,
als f* direkt zu bestimmen.

Satz 2.2. FEs gilt f* =1 genau dann, wenn p* = 4o00.
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Beweis. Wir finden zunéchst eine niitzliche andere Darstellung fiir den Erwar-
tungswert E(DB;), die fiir beliebige Zufallsgrofsen mit Werten in N gilt:

P =EB)=3 kPBi=k=3 ka=3 (Z qkﬂ-) ~Y P(B. > k).

GemaB 2.1 erhalten wir:

Angenommen, es gilt f* = 1. Dann folgt p* = ) 1% = cc.
k=1

Um die Umkehrung zu beweisen, zeigen wir: Aus f* < 1 folgt p* < 4o00. Da
0 < f* < 1, konvergiert die geometrische Reihe und wir erhalten:

A
15

P < +00.

3 Irrfahrten

Irrfahrten sind spezielle Markov-Ketten. Der Ubergangsgraph einer eindimensio-
nalen Irrfahrt ist durch folgendes Bild gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, von einem
Zustand ¢ in den Zustand i + 1 zu gelangen, ist p.

Abbildung 2: Irrfahrtgraph

Y}, ist die Anderung in y-Richtung im k-ten Schritt.

Y, = { 1 mit Wahrscheinlichkeit p —

—1 mit Wahrscheinlichkeit 1 —p ’

Diese Schritte sind alle voneinander unabhéngig. Summiert man sie auf, erhélt
man den Zustand zu einem bestimmten Zeitpunkt:
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Abbildung 3: Irrfahrtpfad

Den zeitlichen Ablauf einer Irrfahrt, die in 0 startet, kann man wie in Abbildung
3 veranschaulichen.

Die Irrfahrt (S,) in R ist eine Markov-Kette mit der Ubergangsmatrix:

P j=1+1
pj=9q 1-p j=1-1
0 sonst

Irrfahrten kann man in beliebigen Dimensionen von R betrachten. Wir beschran-
ken uns jedoch auf den R!.

3.1 Riuckkehrwahrscheinlichkeit

Bei einer Irrfahrt ist es interessant, die Wahrscheinlichkeit zu untersuchen, mit der
der Pfad zum Ursprungszustand zuriickkehrt. Hierzu werden wir p* berechnen,
um eine Aussage iiber f* treffen zu konnen. Zuerst berechnen wir die Wahr-
scheinlichkeit ps,, da der Pfad nur nach einer geraden Anzahl von Schritten an
den Ursprung zuriickkehren kann:

Pon = P(S2n = 0)

Dazu miissen gleich viele Schritte in positive, wie in negative y-Richtung zu-
riickgelegt werden. Fiir die n Schritte in positive y-Richtung besteht jeweils die
Wahrscheinlichkeit p. Um diese n Schritte aus allen 2n Schritten auszuwahlen,
benutzen wir den Binomialkoeffizienten:

P = p"(1—p)"(*")
= (p(1—p))"3~.

Um p* zu berechnen bilden wir zunéchst die Reihe der ps,:

., = . 2n!
P = Zszn = 2(19(1 =)'

o4



Nach Einsetzen der Stirlingschen Formel (3.2) ergibt sich:

o0

W2y o b
(L= ) = 2 D (=)

n=1

Fiir den Fall p # % gilt 0 < 4p(1 — p) < 1. Wir setzen ¢ := 4p(1 — p). Dann
erhalten wir fiir die Reihe folgende Abschéatzung:

I o , 1 1
- qn_ S . qn.
AR AR
Diese geometrische Reihe konvergiert, da 0 < ¢ < 1. Wie oben bewiesen, gilt:

pr#F oo ff<l.

Es ist somit nicht gesichert, dass der Pfad bei einer asymmetrischen Irrfahrt
jemals zu seinem Ursprungszustand zuriickkehrt.

Fiir den Fall p = % gilt ¢ = 1. Damit erhalten wir fiir die Reihe folgende Abschét-
zung;:

1 o« 1 1 1
S 3
VT = T =n
Die harmonische Reihe divergiert. Es gilt p* = co & f* = 1. Der Pfad wird bei

einer symmetrischen Irrfahrt mit Sicherheit in den Ursprungszustand zuriickkeh-
ren.

3.2 Stirlingsche Formel

Die Stirlingsche Formel liefert eine asymptotische Néherung fiir n!. Diese Néhe-
rung ist dufserst hilfreich, da sich mit n! nur schwer arbeiten lésst.
Die Stirlingsche Formel lautet:

n!' s V2mnn"e ",

wobei a,, & b, bedeutet, dass lim 7= =1 ist.
n—oo "

Wir haben die Formel in der Gruppe nur fiir ein festes positives ¢ bewiesen, ohne
zu zeigen, dass es sich dabei um den Faktor /27 handelt. Einen vollstéindigen
Beweis findet man zum Beispiel in [2]. Wir haben diese Formel bei Irrfahrten
benutzt und mit Hilfe der Formel Wahrscheinlichkeiten abgeschatzt.
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3.3 Warten auf das Unentschieden

Wir wollen den Erwartungswert E(Tj) des Zeitpunkts T berechnen, zu dem die
Irrfahrt erstmals wieder die Abszisse beriihrt. Wir wissen iiber Erwartungswerte,
dass sie sich durch die Summe der Anzahlen multipliziert mit den zugehérigen
Wahrscheinlichkeiten berechnen lassen. Somit ergibt sich folgende Formel:

E(Ty) = 3 2n-P(T = 2n)

n=1

= S 2 fon (Definition von f,).
n=1

Fiir f5, haben wir einen Zusammenhang mit ps,_» bewiesen und das Ergebnis
eingesetzt:

E(To) = il 2n . an

1
= 2n - 5o Pan—2.
n=1

Elementare Umformungen fiihren schlieflich zu:

E(Ty) = 1+ > pom
n=1
= +o0.

Obwohl wir mit der Wahrscheinlichkeit 1 zum Anfangszustand zuriickkehren, ist
der Erwartungswert fiir die erste Riickkehr 4+-c0. In der Sprache eines Spielers
bedeutet das, dass man theoretisch sehr lange auf das Unentschieden warten
kann.

4 Gliucksstrahnen

Wir haben mit Hilfe von BlueJ (Java) N = 10° Irrfahrten mit einer festen Linge
von 2n = 50 simuliert. Dabei wurden bei jedem Durchgang Zufallszahlen gene-
riert um Irrfahrten zu erzeugen. Anhand dieser Irrfahrten konnte anschliefsend
die Verteilung der Aufenthaltsdauer des Pfades oberhalb der z-Achse ermittelt
werden. Oberhalb der x-Achse bedeutet hierbei, dass der Pfad sich die ganze
Zeit oberhalb der x-Achse oder in einem Zustand auf der x-Achse befindet. Die
Simulation ergab folgende Haufigkeitsverteilung der Zeiten t; des Aufenthaltes
oberhalb der xz-Achse.In der Tabelle gibt h, die relative Haufigkeit des Wertes

aus N Simulationen an.

th 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Ry | 0,122 0,067 0,044 0,037 0,033 0,030 0,020 0,028 0,027 0,026 _ 0,026 _ 0,025 _ 0,025

th 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 16 48 50
Ry | 0,025 0,025 0,025 0,026 0,027 0,028 0,020 0,031 _ 0,034 _ 0,037 0,044 0,068 0,112
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Abbildung 4: Simulationsergebnis 2n = 50

Intuitiv konnte man denken, dass eine sogenannte ,Gliicksstrahne”, also eine sehr
hohe Aufenthaltsdauer oberhalb der x-Achse, eher unwahrscheinlich fiir den Spie-
ler ist (beziehungsweise eine , Pechstrahne” fiir den anderen Spieler). Anhand des
Diagramms kann man jedoch erkennen, dass Gliicksstrahnen fiir beide Spieler
besonders wahrscheinlich sind. Am unwahrscheinlichsten ist ein ausgeglichenes
Spiel, bei dem der Pfad also genauso lange oberhalb der z-Achse verlauft wie
unterhalb.
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