Berichte der Gruppen

Die isoperimetrische Ungleichung
und das isoperimetische Problem

Teilnehmer:

Bjorn Daase Herder-Oberschule, Berlin
Johanna Ettingshausen Herder-Oberschule, Berlin
Alexander Freyer Heinrich-Hertz-Oberschule, Berlin
Tobias Karkuschke Heinrich-Hertz-Oberschule, Berlin
Taha-Emre Terzi Andreas-Oberschule, Berlin
Gruppenleiter:

Helga Baum Humboldt-Universitat zu Berlin
Catalina Filler Humboldt-Universitidt zu Berlin/Andreas-Oberschule, Berlin

\

I

/
=
H &)

)
3

(il

C N—




Moglicherweise wurde im Unterricht bereits frither einmal gezeigt, dass bei
gegebenem Umfang das Quadrat jenes Rechteck ist, welches bei gleichem
Umfang den groBiten Flacheninhalt besitzt. Es sollte also auch moglich sein,
eine solche Aussage fiir simtliche ebene Flidchen zu treffen. Jedoch ist der
Rand vieler Flachen in verschiedener Weise gekriimmt und ihre Fléchenin-
halte und der Umfang somit schwieriger zu berechnen. Einen Zusammen-
hang zwischen diesen beiden Gréfen stellt die isoperimetrische Ungleichung
her:
U? > 47 A.

Das isoperimetrische Problem ist nun das folgende:

Welche von allen einfachen, geschlossenen Kurven gegebener Ldinge
berandet den grofiten Flicheninhalt?

Dies ist eine der dltesten Fragestellungen der globalen Differentialgeometrie
und wurde bereits von dem griechischen Mathematiker Zenodurus (200-140
v. Chr.) am Beispiel von Polygonen untersucht. Karl Weierstrass (1815-
1897) gab 1870 den ersten strengen Beweis fiir die Losung des isoperi-
metrischen Problems an. Er zeigte, dass der Kreis die einzige Losung ist.
SchlieBlich lieferte Erhard Schmidt (1876-1959) im Jahre 1939 erstmals
einen direkten und elementaren Beweis. Dieser ist am Ende unseres Be-
richts zu finden.

Aufgabe. Um uns dem isoperimetrischen Problem anzunéhern, haben wir
uns zunéchst damit beschéaftigt, wie man Kurven in der Ebene darstellen
und deren Lénge berechnen kann. Des weiteren stellt sich die Frage, wie
man den Flacheninhalt des von der Kurve eingeschlossenen Gebietes be-
stimmt.

Kurven und ihre Linge

In der realen Welt treten Kurven in verschiedener Weise auf, z.B. als Pro-
filkurve technischer Objekte oder als Spur, die ein Bleistift beim Zeichnen
auf Papier hinterlasst. In der Physik benutzt man Kurven, wenn man z.B.
die Bewegung eines Massepunktes in der Ebene oder im Raum beschreiben
will.
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Definition 1. Eine ebene Kurve ist eine Teilmengen K C R?, die man als
Bild einer differenzierbaren Abbildung v : I € R — R? beschreiben kann,
wobei I ein Intervall bezeichnet. Die Abbildung v heifit Parametrisierung
von K. Die Elemente des Intervalls I heiflen die Parameter von +.

Man gibt eine Kurve K C R? oft sogar durch eine Parametrisierung + an.
Die Abbildung v beschreibt die Kurve K dann durch ihr Bild: K = ~(1).
Man nennt dieses Bild auch die Spur von « und die Abbildung ~ : I — R?
parametrisierte Kurve. Den Vektor

iy o e Y R) — ()

7)== lim h

nennt man Tangentialvektor. Er ist der Richtungsvektor der Tangente, die
an die Kurve K im Punkt ~(¢) anliegt.

e R?

Um die Linge einer Kurve v : I — R? zu definieren, benutzen wir die
geometrische Intuition. Sei P = {t¢,t1,...,t,} eine endliche Menge von
Teilungspunkten des Intervalls I = [a,b] mit a =ty < t; < ... < t, =b.
Dann beschreibt

L(v,P) = Z (k) — v (Ee—1) |

die Lénge des durch die Zer-
legung P definierten Sehnen-
polygons durch die Punkte

'}/(t()); 7<t1)7 ce ,’Y(tm).

Definition 2. Das Supremum der Léngen der v einbeschriebenen Sehnen-
polygone

L(7) :=sup{L(~, P) | P endliche Zerlegung von I}
heiflt die Lange von ~.

Satz 1. Sei v : [a,b] — R? eine stetig differenzierbare parametrisierte
Kurve. Dann gilt fiir ihre Linge

L) = [ Il
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Der Flidcheninhalt ebener Gebiete
Definition 3. Eine parametrisierte Kurve v : [a, b] — R? heifit

— geschlossen, wenn y(a) = v(b).
— einfach, wenn v : (a,b) — R? injektiv ist.

Eine einfache, geschlossene Kurve v : [a,b] — R? heifit positiv-orientiert,
wenn sie entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Satz 2. Sei v : [a,b] — R? eine einfa-
che, geschlossene, positiv-orientierte und
stetig differenzierbare Kurve mit ~(t) = (@) = ~(b)
(z(t),y(t)), T die Spur von v und 2 C R?
das von I' umschlossene beschrinkte Ge-

biet. Dann gilt fiir den Flc'ichem'ghalt von
Q: 1
Area(Q)) = 5/ (z(O)y'(t) — y(t)2' (1)) dt.

Beweis:

Den Beweis haben wir in zwei Schrit-

ten gefiihrt. Im ersten Schritt be- A
trachten wir zundchst Kurven -, de- /\f{”/\
ren Spur aus zwei zur y-Achse par- U y(a) = A(b)
allelen Strecken und zwei Bogen, die ()
Graphen von Funktionen f; und fs Y o
mit 0 < f; < fo sind, besteht.

Fiir solche Gebiete konnen wir den
Flacheninhalt durch ein Riemann-
Integral angeben. Es gﬂt

Area(2 /fl dm—/fz

Fiir die Randkurve v(t) = (z(t),y(t)) gilt in diesem Spezialfall

T

)
(x(t),

(2(t), y(t)) = gz;;
(2,

z(t)), t€[a,ti]
t e [tl,tz]
te [t27t3]
te [tg,b].

—~ —~
H-;nu-kh
= = =
E%
\_/

12



Setzt man dies in die rechte Seite von (1) ein, so erhédlt man nach einer
geeigneten Parametertransformation die Formel (1) und somit die behaup-
tete Berechnungsformel fiir den Flécheninhalt der speziellen Gebiete ().
Im zweiten Schritt ist 2 nun ein beliebiges Gebiet wie im Satz.

v A ¥ey) ey Wir legen das Koordinatensystem
so, dass () im positiven Quadranten
liegt. Dann ist z(t) der Abstand des
Randpunktes () von der y-Achse.
Wir zeichnen nun eine zur y-Achse
parallele Gerade durch jeden Rand-
=~ punkt v(¢), fiir den 2'(¢) = 0 gilt.

Man kann dann zeigen, dass diese Geraden das Gebiet (2 in endlich viele

M g a,

3
L) L e,

Teilgebiete €4,...,8, zerlegen, welche die Form aus dem ersten Schritt
haben. Dann gilt

Area(Q)) = Z Area(€);)
i=1
und der erste Schritt liefert die gewiinschte Formel fiir Area(52). ]

Beispiel 1. Die Zykloide

Der Kreis mit Radius r und Mittelpunkt (0,r) werde wie ein Rad auf der
x-Achse nach rechts gerollt, bis derjenige Punkt P auf dem Kreisrand, der
am Anfang auf der x-Achse lag, dies wieder tut. Wir beschreiben die Be-

wegungskurve von P.
A

P
G Qf{ M
S st SR WO A SNSRI ISR (N ES A SN U

) ’ rlp - Sin(w))>
r(1—cos(p)))

Parametrisierung: v : [0,27] = R mit y(¢) = (
Lénge eines Zykloidenbogens: L(7y) = 8r.
Flicheninhalt zwischen Zykloidenbogen und z-Achse: Area(§)) = 3mr?.
Beispiel 2. Die Astroide (Sternkurve)

Wir betrachten einen Leitkreis K vom Radius R um den Punkt (0,0). Ana-

log zur Zykloide wird ein Rollkreis vom Radius r = % innen auf K entlang
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gerollt. Wir betrachten einen Punkt P, der am Rollkreis im Beriihrungs-
punkt (R, 0) befestigt ist und beschreiben die Bewegungskurve, die P beim
Abrollen vollfiihrt.

Parametrisierung v : [0, 27] — R,

() = (47’ cos?’(go)) |

47 sin®(p)

Lange: L(y) = 24r.

Flacheninhalt des eingeschlossenen
Gebietes: Area(Q) = 6mr?.

Beispiel 3. Die Kardioide (Herzkurve)

Nun rollt der Rollkreis auflen auf dem Leitkreis K. Es sei r = R. Es
wird ein Punkt P am Rollkreis im Berithrungspunkt (R, 0) befestigt. Wir
beschreiben die Bewegungskurve von P beim Abrollen.

Parametrisierung ~ : [0, 27] — R,

(o) = (27’ cos(2p) — Tcos(2g0)>.

27 sin(2¢) — rsin(2y)

Lange: L(y) = 16r.

Flacheninhalt des eingeschlossenen
Gebietes: Area(Q) = 6mr?.
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Die isoperimetrische Ungleichung
und das isoperimetrische Problem

Wir betrachten jetzt Gebiete €2, deren Rand I' man durch eine einfache, ge-
schlossene, stetig differenzierbare, reguldre Kurve v parametrisieren kann.
Wir nennen v kurz einfache, geschlossene Kurve.

Satz 3. (Die isoperimetrische Ungleichung)
Sei v eine einfache, geschlossene Kurve und €2 das von der Spur von -~y
umschlossene beschrinkte Gebiet. Dann gilt:

L(v)?* > 4n Area(Q).

Beweis: Wir betrachten zwei parallele Geraden g und ¢/, die das Gebiet
2 einschlieBen und beriihren (siehe Bild).

Der Abstand von g und ¢’ sei 2r. Aufler-
n dem betrachten wir einen Kreis K, vom
¢ ' g Radius r mit den Tangente g und ¢', der
s aulerhalb von €2 liegt. Wir fixieren in
der Ebene ein kartesisches Koordinaten-
system (O, @y, d3), dessen Ursprung O im
Mittelpunkt des Kreises K, liegt, die y-
Achse sei parallel zu g und ¢/, die z-Achse
senkrecht dazu. In diesem Koordinaten-
system beschreiben wir I' durch eine Pa-
rametrisierung v : [0, L] — R?, die I' mit
konstanter Geschwindigkeit 1 in positiver
Richtung durchlauft. Die Komponenten
von v nennen wir y(s) = (z(s),y(s)).

As) b 3(0) = 3(Z)

Den Startparameter s = 0 wiahlen wir so, dass v die Gerade g im Parameter
s = 0 das erste Mal beriihrt. s = s1 sei derjenige Parameter, in dem v die
Gerade ¢’ das erste Mal beriihrt. Da ||7/(s)|| = 1, gilt fiir die Lénge von I™:

L(y) = / I/ (s)]] ds = / Lds =L,

Den Kreis K, parametrisieren wir in positiver Richtung durch eine Kurve
3 : 0, L] — R? der Form #(s) := (z(s), 7(s)). Dann gilt g(s) > 0 fiir alle
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s €10, s1] und 7(s) <0 fiir alle s € [s1, L] sowie 3%(s) = r? — 22(s).
Der Flacheninhalt der vom Kreis eingeschlossenen Kreisscheibe D, ist
L
Area(D,) = mr? S%? _/g(s)x’(s) ds.
0
Der Flacheninhalt von €2 ist beschrieben durch
L

Area(€) Stz /x(s)y'(s)ds.

Durch Addition beider Formel erhalten wir
L

Area(Q) + 7r? = / (z(s)y'(s) — y(s)a'(s)) ds

0
L

[ Vw6 st as

IA

0
— [ VPGP T P~ 2 )y ) ds

< [V s @6+ v ds (1)

Mit der Gleichheit 1 = ||7/(s)]|*> = 2'(s)* + %/(s)? erhalten wir nun
L

VI(s)? +y(s)?ds = /Tds =rL.

0

Area(Q)+mr? < / Vr(s)2 + g(s)2ds =

St~

Folglich gilt
Area(Q) +mr? < rL. (2)

Fiir alle positiven reellen Zahlen a und b gilt

Va-bga;—b.
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Die Gleichheit gilt genau dann, wenn a = b.

Setzen wir a = Area(Q2) und b = 7r?, dann folgt

Area(Q) + 12 @ Lr  L(v)-
JArea(@) - < Areal ;”T < %z (2 . (3)

Nach Umstellen erhalten wir die isoperimetrische Ungleichung

. L(vy)? > 4m Area(Q).

Wir benutzen die isoperimetrische Ungleichung nun, um das isoperimetri-
sche Problem zu 16sen. Sei €2 ein Gebiet, dessen Rand die Lange L hat. Die
isoperimetrische Ungleichung besagt dann, dass der Flacheninhalt von (2
hochstens 4L—; sein kann. Man sieht sofort ein, dass fiir einen Kreis der ma-
ximal mogliche Fldcheninhalt angenommen wird. Die Linge eines Kreises
K, vom Radius 7 ist L(K,) = 27r. Der Flacheninhalt der umschlossenen

Kreisscheibe D, ist Area(D,) = mr?. Also gilt
L(K,)*
dr

Geben wir ein festes L vor, so ist die Kreisscheibe also ein Gebiet mit
maximal méglichem Flacheninhalt bei fester Randléange L. Wir zeigen jetzt,
dass der Kreis auch die einzige Kurve ist, die diese Eigenschaft hat.

Area(D,) = mr* =

Satz 4. (Das isoperimetrische Problem)

Sei L eine vorgegebene positive reelle Zahl. Der Kreis vom Radius r = % 15t
unter allen einfach geschlossenen Kurven der Ldnge L die einzige Kurve,
die ein Gebiet mit dem grofitméglichen Flicheninhalt % umschliefSt.

Beweis: Sei v eine Kurve, fiir die in der isoperimetrischen Ungleichung die
Gleichheit gilt. Wir zeigen, dass die Spur von v ein Kreis ist.

Die Herleitung der isoperimetrischen Ungleichung zeigt, dass der Gleich-
heitsfall genau dann eintritt, wenn in den Ungleichungen (1), (2) und (3)
die Gleichheit gilt. Man sieht sofort, dass

Gleichheit in (3) <= Area(Q) = mr?.
Gleichheit in (2) <= Area(Q)) + 7r? = Lr.
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Im Gleichheitsfall gilt also
L(y) = 2nr. (4)

Dies zeigt uns, dass der Abstand 2r zwischen den beiden das Gebiet € ein-
schlieBenden parallelen Geraden g und ¢’ nur von der Lénge L(~) abhéngt,
aber nicht von der Wahl der Richtungen von g, ¢'.

Wir zeigen nun, dass aus der Gleichheit in (1) folgt, dass
x(s)==+r-y'(s) Vse|0,L]

In (1) tritt Gleichheit genau dann ein, wenn fiir die Komponentenfunktio-
nen von ~y und 7 gilt

(o — 2P = @+ ) (1% + 4 =2 (5)

~~
=1

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir
(5) = 2%+ 2P — 22y = 220 + 22 + 522 + Py
= 0= (v’ +y'p)*
— 0=uz2" +y'y. (6)
Aus (5) folgt auerdem
xy — 2’y = +r. (7)
Durch Auflgsen von (6) und (7) nach 2’ erhélt man
—/7* = tar + 2%y

und daraus

O — / 2 + —2 )
y(z - 2y ) Far
Dies ergibt nun
x(s)==+r-y'(s) Vsel0,L]. (8)

Wir betrachten jetzt die gleiche Situation fiir zwei {2 einschliefende Gera-
den ¢ und ¢, die senkrecht zu g und ¢ sind. 27 sei ihr Abstand und K;
ein Kreis zwischen ¢ und ¢’ auflerhalb von Q.
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Im kartesischen Koordinatensystem
(O, by, be) beschreiben wir v durch

7(s) = (2(s), 9(s))-

Nach (4) hangt der Radius des Krei-
ses nur von der Lange L() ab, d.h.
es gilt r = 7. Fiir den Kreis K, gilt
wie fiir K,

z(s)==r-y'(s) Vsel0, L]. 9)

Wir rechnen jetzt die Koordinaten der beiden Koordinatensysteme ineinan-
der um. Sei P ein Punkt der Ebene, der im Koordinatensystem (O, @1, d»)
die Koordinaten (z,y) und im Koordinatensystem (O, by, by) die Koordi-
naten (z,y) hat. Dann gilt

P =0 + xa; + yas :O+£51+Q52.
Die beiden Koordinatensysteme waren so gewahlt, dass 51 = a9 und 52 =
—dy. Sel 06 = 101 + codo. Dann folgt
rT=c—7 und Yy =co— Z.
Fiir die Koordinatenbeschreibung der Kurve v erhalten wir damit
z(s)=c1—g(s)  und  y(s) = o+ I(s).
Aus (8) und (9) ergibt sich dann
2(s) = y(s) — 2 = 1y (s) = Fra'(s),
z(s) = £ry'(s).

Quadrieren und Addieren liefert

(y(s) = 2)* +a(s) =17 (2(s)" + ¢/ (s)°) ="

D.h. die Kurvenpunkte v(s) = (z(s), y(s)) liegen auf einem Kreis um (0, ¢3)
vom Radius r im Koordinatensystem (O, dy,a3). Da ~ die Randkurve I’
parametrisiert, ist I' ein Kreis. [
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