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Unsere Arbeitsgruppe hat sich mit reellwertigen Funktionen in mehreren
Variablen beschéftigt. Diese sind in der Mathematik von grofler Bedeu-
tung, da sich viele Probleme aus der Wirtschaft und Wissenschaft durch
Funktionen in einer Variablen nicht l6sen lassen. Untersucht werden die
Fragestellungen, wo lokale und globale Extrema auftreten, wie sehr ge-
ringfiigige Anderungen der Eingangswerte der Funktion eine Abweichung
des Funktionswert verursachen und welche Eingangswerte gleiche Funkti-
onswerte hervorrufen.

Grundlagen

Definition 1. Seien P = (p1,...,p,) € R" und Q = (¢4, ...,¢s) € R" zwei
Punkte im R”. Dann heifit @ = (ay,--- ,a,)", mit a; = ¢;—p; firi = 1,...,n,
Vektor von P nach Q.

1. |d] = v/ i, a? heiBt Betrag des Vektors @ und ist gleich seiner Linge.

2. Addition, Subtraktion zweier Vektoren EL’,Z; € R” und Multiplikation
eines Vektor mit einer reellen Zahl A € R erfolgen immer komponen-
tenweise.

3. Das Produkt @-b = 3", a; - b; heiBt Skalarprodukt.

Satz 1. 1. Der Vektor

|Ci| hat stets die Linge 1, d.h. es ist |%|

2. Es gilt: @-b = |@| - |b] - cos(v), wobei v der kleinere der beiden von @
und b eingeschlossenen Winkel ist.

3. @ und b stehen senkrecht aufeinander < a b =0.
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Definition 2. Eine (stetige) vektorwertige Abbildung
Tt et t) CR— Z(t) e R
von einem Intervall ¢ € [t1,t5] in den R" heifit Weg.

Als Kurve C bezeichnet man das Bild eines Weges, C' : 7 (t),t € [t1, to].

Beispiele.

1. Die Kurve C' : Z(t) = Py +t-d,t € R, mit Py,d € R3, ist eine Gerade
im R? mit dem Aufpunkt Py und dem Richtungsvektor .

2. Die Kurve C' : Z(t) = ( R cos(t) ) € [0,2 - x|, beschreibt einen
0)

R - sin(t)
Kreis im R? mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius R.

Reellwertige Funktion in mehreren Variablen

Definition 3. Eine Abbildung
f:P=(r1,29,....0p) E DCR"—y=f(P)€R
heiflt reellwertige Funktion in n Variablen bzw. n Verdnderlichen.

Beispiele. 1. In der Physik werden diverse skalare Groflen, z.B. Tempera-
tur, Druck usw. in Abhéngigkeit vom Ort und der Zeit angegeben. Somit
ergeben sich mit den drei Raumrichtungen und der Zeit Funktionen in vier
Variablen.

2. In der Wirtschaft ldsst sich der Gewinn eines Unternehmens aus sei-
nen Einnahmen und Ausgaben ermitteln, wodurch eine Funktion mit sehr
vielen Variablen entstehen kann.
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Hohen- und Schnittlinien

Setzen wir eine Variable x; konstant, so ergibt sich eine Funktionsschar von
Schnittkurven f.(P) = f(x1,..,¢,..,z,).

Eine H6henlinie ist die Menge aller Punkte P, die denselben Funktions-
wert haben, d.h. fir die gilt: f(P) = c.

Beispiele.

1. Bei Rotationsflichen f : P € R? — R mit f(x1,22) = g(\/2? + 23)
sind die Hohenlinien Kreise, bei Ebenen f(x1,x9) = a-x1 + b+ x5 + ¢ sind
die Hohenlinien Geraden.

2. In der Meteorologie werden Luftdruck- und Temperaturbereiche durch
sogenannte [sobaren bzw. Isothermen, also Zonen gleichen Drucks respek-
tive gleicher Temperatur, veranschaulicht. Diese sind nichts anderes als die
Hohenlinien der Funktion, die dem Ort den Luftdruck bzw. die Temperatur
zuordnet.

Richtungsableitung und partielle Ableitung

Wir betrachten eine Funktion f : R? — R. Méchte man an der Funkti-
onsflache iiber einem Punkt P, die Tangente anlegen, so fillt auf, dass es in
diesem Punkt unendlich viele Tangenten gibt. Sie liegen alle in einer Ebe-
ne. Legt man allerdings eine Richtung @ auf der x; — xo-Ebene fest, so gibt
es genau eine Tangente in Fy, und zwar die Tangente an die Schnittkurve
g(\) = f(Py+ Ad) von f iiber der Geraden P = Py + X - d. Der Anstieg
dieser Tangenten wird als Richtungsableitung bezeichnet. Dieses Prinzip
ist auch auf Funktionen mit mehr als zwei Verdnderlichen anwendbar.
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Definition 4. Seien y = f(z1,...,2,), B = (29,...,29),d = (a1,...,a,

ein Vektor der Linge 1 und g(\) = f(Fy + A - @). Der Grenzwert

of . (R f(R) . g —g0)
g (Fo) = lim T = i S = 6 (0)

heiffit Richtungsableitung von f im Punkt F, in Richtung a.

)T

Tangente an f an der Stelle Po

ty, (X) = Tangente Flache in Richtung des Vektors a~
v an f an der fx): %)
.
Stelle xg Schnittkurve
] e( % )=f(Po+ A7)
f':x:'ah_‘ | | | \\_‘\_
gl
—— = X
o7 Xg HotE

Tangente an f in WY

Q=(Po,f(Po)) in [ Tangente an fin

Richtung der x3-Achse | Q=(Po, f(Po)) in
T Richtung der Xq -Achse

Leitet man eine reellwer-
tige Funktion f mehrerer
Veranderlicher in Richtung
einer Koordinatenachse ab,
so spricht man von einer
partiellen Ableitung von f.

\/ Fliche y=f(xq ,xz)

5 \} — > X2

Definition 5. Seien y = f(z1,...,7,) und Py = (29,...,2%) gegeben, so
heiflit der Grenzwert

Of by = pim [ Bp T+ ATy )
Ox; 7350 \

partielle Ableitung 1. Ordnung von f nach x; an der Stelle F.

Der Gradient und seine Eigenschaften

Fiir eine Funktion f : R"™ — R sind damit genau n partielle Ableitungen
definiert. Diese konnen in einem Vektor zusammengefasst werden.
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Definition 6. Der Vektor

L (Py)
grad/(Po) = :
2L ()
heiflit Gradient von f im Punkt F,.

Aus der Schule sind Ableitungsregeln fiir Funktionen in einer Verdnderlichen
bekannt, wie z.B. die Summenregel oder die Kettenregel. Analoge Regeln
gelten fiir die Richtungsableitung einer Funktion in mehreren Verédnderlichen.
Im Folgenden bendétigen wir vor allen Dingen die verallgemeinerte Ket-
tenregel.

Satz 2. Seien f: 7€ Dy CR" — f(Z¥) e Rund ¥ :t € Dy CR". Seit
ein Punkt in R.
Innerhalb einer Umgebung von Z(t,) seien die Funktion f(Z) und ihre par-

0 0
tiellen Ableitungen a—f(a?), C a—f(f) definiert und stetig und innerhalb
Iy Ln
einer Umgebung von ty sei T(t) definiert und dort differenzierbar, d.h. die
einzelnen Komponenten x1(t),...,x,(t) der Funktion Z(t) seien differen-
zierbar.

Dann ist die zusammengesetzte Funktion g(t) = f(Z(t)) bei ty differenzier-
bar und es gilt an dieser Stelle:

dx

W) = Y- g0 G 0) = gradf (@00 T ()

Aus Formel (1) ergibt sich mit ¢t = A, tg = A\g = 0, Z(A\) = By + A - @ und
g(A\) = f(Z()N)) sofort folgende hilfreiche Eigenschaft des Gradienten.

Satz 3. Sei f : Dy C R" — f(&) € R eine Funktion aus R" in R und
seinen innerhalb einer Umgebung von Py die Funktion f(Z) und ihre par-

of(x)  9f(@)

tiellen Ableitungen definiert und stetig. Sei @ ein Vektor

dry = Oxy,
der Linge 1. Dann gilt:
of .
%(PO) =a- gradf(F). (2)

Satz 4. Sind die Voraussetzungen von Satz 3 erfillt und gradf(Py) # 0,
dann zeigt der Vektor gradf(Fy) in Richtung des steilsten Anstieges von f,
vom Punkt Py aus betrachtet.

38



Beweis: Sei b € R” ein Vektor der Liange 1, der in die gleiche Richtung
wie der Gradient gradf(F,) zeigt. Dann ist der Winkel v zwischen den
Gradienten und b gleich 0. Sei @ € R” nun ein beliebiger Vektor der Lange
1. Dann erhalten wir unter Verwendung von Satz 1

LR = T - gradf(P) = (7] Jgrad f(R)] - cos()
<|d|- |gradf(Py)| - cos(0) = 1- |gradf(P)| - cos(0)
= |b| - |gradf(Ry)| - cos(0) = b - grad f(Py) = %(PO)'

Satz 5. Sei f : Dy C R?> — R in einer Umgebung des Punktes Py dif-
ferenzierbar. Sei M, = {(x,y) € Dy|f(x,y) = ¢} eine c-Hohenlinie von
f mit Py € C. Sei M. durch die Kurve Z.(t),t; < t < ty beschreibbar,
welche in einer Umgebung des Punktes Py differenzierbar ist und es gelte
Ze(ty) = Py. Dann gilt:

gradf (F) L %5 (1) ®)

Formel (3) besagt, dass der Gradient von f in P, senkrecht auf dem Tan-
gentenvektor in Fy an die c-Hohenlinie, zu der F, gehort, steht.

d(f o da;
Beweis: Nach Kettenregel (1) ist M(to) = grad f(F) - dj: (to).
0
— d(f o x) - -
Aus f(z.(t)) = c folgt T(to) = 0 und damit folgt die Behauptung
sofort aus Satz 1. [
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Beispiel 1. Die folgende Abbildung zeigt die Funktion f definiert durch

f(xluxQ): 4_:6%_1'%7

ihre Hohenlinien f(z, ) = c fiir ¢ = 0,¢ = v/2,¢ = v/3 und die Gradien-
ten von f in den Punkten P, = (1,1), P» = (1,0), Ps = (0, 1).

Der Gradientenvektor
in Py ist linger; die
Funktion steigt dort
steiler an.

Extremwertberechnung

Im folgenden Abschnitt betrachten wir nur Funktionen in zwei Variablen
f (acl,xg) € R?> = R.

Definition 7. Ein Punkt Py € R” heifit (strenges) lokales Extremum von
f, wenn alle Punkte P # Py in der Umgebung U.(F,) von P, einen groferen
bzw. kleineren Funktionswert besitzen als Fy. Fy heifit

lokales Maximum von f, falls gilt: f(Fy) > f(P) fur alle P € U.(F),
lokales Minimum von f, falls gilt: f(Fy) < f(P) fiir alle P € U.(F).

Wie bereits aus der Schule bekannt, lautet die Gleichung der Tangente an
eine Funktion f an der Stelle xg:

tuy(2) = f(20) + f'(20) - (z — 20) (4)
Auffillig ist hier, dass sie vom Anstieg f’(z¢) abhéngt. Schwieriger wird
es im R?, weil es hier in einem Punkt P, unendlich viele Tangenten gibt.
Gliicklicherweise liegen diese auf einer Ebene, welche als Tangentialebene
bezeichnet wird. Eine Ebene kann man mit einem Punkt und zwei Rich-
tungen beschreiben. Wir haben die folgende Ebenengleichung der Tan-
gentialebene hergeleitet:

Tr(P) = f(Py)+ (gradf(By)): PyP (5)

Man sieht die Analogie zu (4): Anstelle der Ableitung f’(z) steht nun der
Gradient gradf(5).

40



2/\ Tangente an f an der Stelle Po
Flﬁircy/ in Riehtung des Vektors 8~

£ -Umgebung um Po

Wir sehen

1. Wenn f in By ein lokales Minimum (oder lokales Maximum) besitzt,
so ist grad f(Fp) = 0.

2. Wenn aber gradf(Fy) = 0 ist, so muss Fy nicht unbedingt ein lokaler
Extremwert sein. Fy kann auch ein Sattelpunkt sein.

Um zu erkennen, ob f in F, ein lokales Extremum besitzt, benotigen wir
zusétzlich die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f in F,. f be-
sitzt in einem Punkt P zwei partielle Ableitungen 1. Ordnung und folglich
vier partielle Ableitungen 2. Ordnung. Diese fassen wir zur sogenannten
Hessematrix zusammen.

Definition 8. Die Matrix der 2. partiellen Ableitungen von f in einem

Punkt P = (.I'l,.%'g)
Pl P

0% f 0% f

heifit Hessematrix von f in P.

Det(H(P)) = 24(P) - 4(P) — 32L-(P) - 321 (P)

_ 8_37% ’ 8_955 o 81‘181‘2 ) 81‘281‘1

heifit Determinante der Matrix H (P).
Die Grundlage fiir ein hinreichendes Extremwertkriterium bildet der mehr-
dimensionale Satz von Taylor.

Satz 6. Mehrdimensionaler Satz von Taylor

Sei f: (x1,19) € U.(Py) CR? — R auf U.(Py) in beiden Variablen xy, xa,
(k+1)-mal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt fir alle P € U.(Py):
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— — — —

F(P)= F(P0)+gradf (Po)}-PoP + (BuPYH(P) B P 4o | RPP) (6

H
wobei o(| PyP |?) eine Grdfle ist mit der Eigenschaft

H 2
.o P T)
—

lim =0. (7)
|PoP|=0 | ByP |?

Mit Hilfe dieses Satzes 6 haben wir uns Kriterien fiir das Vorliegen von

lokalen Extremwerten wie folgt verdeutlicht.

Fiir ein lokales Extremmum Py gilt grad f(Fy) = 0. Weiterhin folgt aus For-
H

mel (7), dass der Fehlerterm o(| PyP |?) fiir alle Punkte P in einer kleinen
Umgebung U.(Fy) von Py vernachléssigbar ist. Damit wird die Formel (6)
fir alle P € U(F) zu:

f(P)=f(Ro) +%-(RP)" - H(R) - (RP). (8)

_— >

Daraus folgt, wenn (]_DO_ﬁ)T -H(Py) - (PyP) > 0 fiir alle P € U (F,) ist, so
gilt fiir diese P f(Fy) < f(P) und folglich ist F} ein lokales Minimum.

Wenn fiir alle P € U.(Py) gilt (P P)T - H(Py) - (BP) < 0, so folgt fiir diese
P f(Fy) > f(P) und folglich ist Fj ein lokales Maximum.

Um daraus ein praktikables Extremwertkriterium zu erhalten, haben wir
nachfolgenden Satz verwendet.

Satz 7. Wenn Det(H(Fy)) > 0 und %(PO) > 0 so gilt

(P D) - H(Py) - (BP) > 0 fiir alle P € U.(Py).
Wenn Det(H(Fy)) > 0 und %(P()) <0 so gilt

—

(PP)T - H(Ry) - (BP) > 0 fiir alle P € U.(P).

Daraus ergibt sich das folgende hinreichende Extremwertkriterium fiir Funk-
tionen in zwei Veradnderlichen.
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Satz 8. Hinreichendes Kriterium fir lokale Extremwerte

Wenn gradf(Py) = 0 und Det(H(Py)) > 0, so ist Py ein lokales Extremum
2 2

0 0
von f. Ist —J;(Po) < 0, so ist Py lokales Mazximum; ist —];(PO) > 0, so
Oy Oxy

1st Py lokales Minimum.
Beispiel 2. Sei f(P) = f(z,y) =z - e~ @) wobei —2 < z;y < 2.

1. Bildung der 1. partiellen Ableitungen:
%(P) — 6_($2+y2) _|_ Zj . 2(_233) . 6_('r2+y2) _ 6_(x2+y2) ) (1 _ 23:2)7
a—:{:(P) = —2xy - e~ (@ +y7)

2. Die 1.partielle Ableitungen auf Nullstellen {iberpriifen und so die ex-
tremwertverdédchtigen Punkte finden:

%(P):O@$=i\/gund%(P)z()@yzOOderxzo.

Die extremwertverdachtigen Punkte sind also

P = (\/g, 0) und P, = (—\/g; 0).

3. Hesssematrix in P; und P, untersuchen, um zu erkennen, ob es sich
wirklich um lokale Minima oder lokale Maxima handelt. Wir erhalten

_i.e_l/Q 0
H(P1)< ﬁo 2 12
V2

und folglich ist P, wegen Det(H(P;)) = 2 > 0 und %(Pl) < 0 ein
lokales Maximum. Weiterhin gilt
412

H(R) = (ﬂ 0

wegen Det(H(P,)) = 2

Sl

0
o1 /2> und folglich ist P

0 und 82—f(P2) > () ein lokales Minimum.

V

2
e Oy
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