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Ausgangspunkt der nachfolgenden Untersuchungen ist die kuriose, auf Leon-
hard Euler zuriickgehende Identitét

1
L+2+43+445+4 = ——,

welche auf den ersten Blick absurd erscheint. Um dieses Geheimnis zu
liiften, wird als zentrales Hilfsmittel die Riemannsche Zetafunktion

(0.9]

1 1 1 1 1
quih?ﬂ+§+§+5+§+~-@>n

n=1

studiert. Fiir reelles s > 1 ist dies eine ,,schone®, d.h. unendlich oft diffe-
renzierbare, Funktion. Man erkennt auch, dass ((s) wichtige Erkenntnisse
der elementaren Zahlentheorie kodiert, wie beispielsweise die Unendlich-
keit der Primzahlen oder den Fundamentalsatz der Arithmetik. Aulerdem
werden wir mit Hilfe der Bernoulli-Zahlen die Werte ((2k) der Riemann-
schen Zetafunktion an den positiv geradzahligen Stellen s = 2k explizit
berechnen. Dabei zeigt sich insbesondere, dass

1+1+1+1+1+ _T
22 1 32 1 42 52 6

gilt. Dies wird uns iiberraschenderweise einen Einblick in die eingangs
erwahnte mysteriose Formel von Euler geben.
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Bernoulli-Zahlen

Definition 1. Die Bernoulli-Zahlen sind gegeben durch eine Folge ratio-
naler Zahlen B; (j € N), die durch die rekursive Vorschrift

k
1
Z(kJr )Bj:k+1

=0~ 7

festgelegt sind. Diese Zahlenfolge tritt in der Mathematik in verschiedenen
Zusammenhédngen auf, wie zum Beispiel als Entwicklungskoeffizienten von
verschiedenen Funktionen und im Zusammenhang mit der Riemannschen
Zetafunktion.

Zunachst berechnen wir die beiden ersten Bernoulli-Zahlen rekursiv:
k=0: BO = 1.
k=1: B0+231:2:>BII%

Hier ist nun eine Tabelle fiir die ersten elf Bernoulli-Zahlen:

E 10/1/2|3] 4 |56 |7] 8 [9]10

B 1|t

Potenzsummen

Die Bernoulli-Zahlen spielen bei der Berechnung der Potenzsummen
Se(n):==> j*  (k,neN, n>0)
j=1

eine wesentliche Rolle. Beispielsweise berechnen wir fiir die ersten beiden
Potenzsummen

n

So(n):ZjO:n und Sl(n):Zjlzw.

j=1
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Ganz allgemein gilt der

Satz 1. Fir die Potenzsumme Si(n) gilt die Formel

k
1 k+1 .
Si(n) = —— < , )B-nkH_J

mit den Bernoulli-Zahlen By, ..., By.

Beweis: Um die behauptete Formel zu finden, stellt man die binomische
Formel um und erhélt zunéchst

k
kE+1 ,
(m 4 )P — mftt = g ( + )mj.
- J
J=0

Dann summiert man fiir alle m = 1,2, 3,...,n die linke und rechte Seite
obiger Formel. Fiir die linke Seite erhélt man

O+l _ qk+l 4 ghtl _ok+l 4y kL ()L (g )RL kel
=(n 4+ 1) — 1.
Fiir die rechte Seite ergibt sich

P+ o+ k+1D) 1P+ 2% o+ (k)25 40+ (B )0t
=5o(n) + ...+ (k+1)- Sk(n).
Zusammengefasst erhédlt man damit

k
(n+1)F — 1= Jz; (k j 1) Si(n).

Indem man diese Formel nach Si(n) umstellt, erhélt man die Rekursions-
gleichung

s = (e X (P )

=0\ 7

Diese Formel gilt zunéchst nur fiir natiirliche Zahlen n. Allerdings kénnen
wir die Giiltigkeit obiger Formel auf den Bereich der reellen Zahlen erwei-
tern, indem wir die natiirliche Zahl n durch die reelle Variable x ersetzen.
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Wir erhalten

SA@::?%T(Q+¢kH- k:<k+1> )

J

Da die Funktion Si(x) aufgrund der rekursiven Definition und Sy(x) = =
ein Polynom vom Grad k + 1 ist, konnen wir die Koeffizienten von Si(z)
wie folgt durch Ableiten berechnen

Definiert man nun b; durch die Formel
SYO) =k(k—1) .- (k—j+2bpa; (G=0,... k+1),

so erhélt man nach einigen weiteren Umformungen das Endergebnis

k

1 kE+1 w

o) = (e
7=0

J
Setzt man in dieser Formel z = 1, so ergibt sich wegen Si(1) = 1 die
Rekursionsformel
k+1
}:(4_>b_k
=0~ 7

Wenn man dies mit der definierenden Formel der Bernoulli-Zahlen ver-
gleicht, sieht man, dass die b; mit den Bernoulli-Zahlen B; iibereinstimmen.
Damit ist der Satz bewiesen. O]

Berechnung von ((2)

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die Bernoulli-Zahlen kennenge-
lernt, um endliche Summen von Potenzen natiirlicher Zahlen zu berech-
nen. In diesem Abschnitt werden wir unendliche Summen (Reihen) von
Reziproken von Potenzen natiirlicher Zahlen betrachten. Dabei stellt sich
heraus, dass auch in diesen Féllen die Bernoulli-Zahlen eine wesentliche
Rolle spielen. Wir beginnen mit der folgenden
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Definition 2. Fiir s > 1 definieren wir die Riemannsche Zetafunktion
durch die Reihe

>~ 1 1 1 1 1
C(S)::Zn_1+ +33+4s+53+
n=1

Im Folgenden interessieren wir uns fiir die Berechnung der Werte ((2k)
(k=1,2,3,...). Dazu beweisen wir exemplarisch

Satz 2. Es besteht die Formel
2

=1
:EW:%'

Hierbei stellen wir fest, dass die Formel auch in der Form ((2) = Byw?
mit der Bernoulli-Zahl By = 1/6 geschrieben werden kann.

Beweis: Wir beginnen mit der offensichtlich giiltigen Relation

/1
0
Von beiden Seiten der vorhergehenden Gleichung bilden wir jetzt die un-
endliche Summe iiber alle positiven natiirlichen Zahlen und erhalten

1
= 1
> / ( ) dz dy.
n
n=1 0
Nun verwenden wir fiir die Reihe im Doppelintegral die Formel fiir die
geometrische Reihe

"oy e dy.

o\H

o — _

0.¢]

> (lgl <1)

n=0

mit ¢ = zy und erhalten




Mit der Transformation z = v — v und y = u + v, also der = du — dv und
dy = du + dw, ergibt sich dz dy = 2du dv und somit die Gleichung

_2// dudv .
+ v

hierbei ist S das Quadrat mit den Eckpunkten (0,0), (1/2,—1/2), (1,0)
und (1/2,1/2) der u,v-Ebene. Dieses Quadrat kann man entlang seiner
Diagonalen in vier Dreiecke aufteilen. Wegen der Symmetrie des Integran-
den beziiglich der u-Achse ergibt das Integral ber je zwei der vier Dreiecke
denselben Wert. Somit lédsst sich das Integral auf der rechten Seite umfor-
men zu
1/2 u 1 1-u
_4// dudv +4// dudv
1 — u?+ 02 1—w2+02
172 0
Wenn wir nun nach v integrieren, geht das innere Integral im Wesentlichen
in die Arcustangens-Funktion {iber. Genauer erhalten wir
1/2

= —— arctan | ——— |du
V1 —u? 1 —u?
0

1 1 —u
4 | ——=arctan | — |du.
/\/1—1/,2 <\/1—u2)
1/2
Um die beiden Integranden weiter zu vereinfachen, fithren wir nun folgende
Nebenrechnungen durch. Den ersten Integranden formen wir mit Hilfe der
Relation

U
arctan | ——— | = arcsin(u
( L _u2) (u)

um. Fiir das zweite Integral setzen wir zunéchst

5 . ( 1—u>
= arctan | —
V1—u?

und berechnen

1—
tan?(0) = g -
u

2
2(0) — — 20)—1=
, sec”(0) = T also u = 2cos”(0) — 1 = cos(20).
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Damit ergibt sich

1 1
O = 5 arccos(u) = % ~ 3 arcsin(u).

Durch Einsetzen dieser beiden Ergebnisse erhélt man die Gleichheit

1/2 1
arcsin(u) 1 7w  arcsin(u)
) =4 [ T2 gy g [ ——— (L - ) g,
L (G-
1/2

Integrieren wir schliefllich und setzen die Grenzen der Integrale ein, ergibt
sich das behauptete Ergebnis

1/2 1
¢(2) = {2 arcsinQ(u)] + [7'(’ arcsin(u) — arcsinQ(u)}
0 1/2
™ 7 o 7 qr
T2 771706 3% 6
Damit ist der Satz bewiesen. ]

Bemerkung 1. Betrachten wir die Werte der Zetafunktion fiir gerade
natiirliche Zahlen, dann gilt allgemein folgender Zusammenhang:

(=D"" By 2%
2k) = 2 :
Dies zu beweisen, wiirde den Rahmen dieses Berichtes sprengen. Den Fall
k = 1 haben wir jedoch mit dem vorhergehenden Satz gezeigt, da die
Gleichheit
-1)°B 2
( ) —2(27T)2 _ 7T_
2 2 6
gilt.

Funktionalgleichung von ((s)

Im Folgenden werden wir die eingangs erwéahnte kuriose Identitdt von Eu-
ler, dass namlich

1
L4+243+4454 - =——
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gelten soll, untersuchen. Dabei besteht das Problem, dass die Zetafunktion
((s) tiber die Reihendarstellung nur fiir positive reelle Zahlen s > 1 de-
finiert ist. Unser Ansatz fiir die Losung dieses Problems ist, dass wir die
Zetafunktion analytisch fortsetzen, so dass sie fiir alle s € C\ {1} definiert
werden kann. Dazu werden wir eine Funktionalgleichung beweisen.

Definition 3. Wir definieren eine Hilfsfunktion ¢(s) durch

_ T IR T((1-9)/2)
o(s) = ——7 T

hierbei ist I'(s) die Gammafunktion, die fiir s € C\ Z<( definiert ist durch

[(s) := /e_xxs_ldx.
0

Satz 3. Die Riemannsche Zetafunktion ((s) besitzt eine analytische Fort-
setzung nach C\ {1}. Dariber hinaus besteht mit der in Definition 3 gege-
benen Hilfsfunktion c(s) die Funktionalgleichung

G(s) = c(s) - C(1 =)

fir alle s € C.

Beweis: Mit Hilfe von Fourier-Reihen kénnen wir folgende Formel be-
weisen, welche wir fiir die Herleitung der Funktionalgleichung benotigen
werden

oo

Z e—wk2t _ t_1/2 Z 6—7rk2/t (t > O). (1)

k=—00 k=—00

Indem wir die Funktion ©(t¢) durch

O(t) == Z e

k=1

definieren, erhalten wir mit (1) die Identitét

20(t) +1=1t"1/2 <2@<%) + 1),

(0]



also durch Umstellen

Ot) =t~1/? (@ G) + %) - % (2)

Indem wir in der Definition der Gammafunktion s durch s/2 ersetzen und
die Substitution = — 7mn?z vornehmen, ergibt sich

F(;) :7_(_8/2 TLS/G_W”%SUS/Q_leE.

0

Durch Umstellen dieser Gleichung nach 1/n° und Summation iiber alle
positiven natiirlichen Zahlen erhélt man

- 1 - —7mn2x s/
;E 3/2 nz_:l/e .

Aufgrund des exponentiellen Abfalls der Exponentialfunktion konvergiert
das Integral rechter Hand gleichméflig fiir n € N. Deshalb darf man die
Reihenfolge von Summation und Integration vertauschen. Nach Definition
der Funktion ©(z) ergibt sich damit

() =1 / O(x) 2/ d.
0
also

7 (s/2)¢(s) = /x3/219(x)dac
0

Die letzte Gleichung kann man nach der Intervalladditivitdt von Integralen

umstellen zu
1

7 (s/2)¢(s) = / 271 9(x )dx+/:c5/2_1@(:v)dx.
0 1
Einsetzen von (2) ergibt jetzt
1

_ / e
7 (s/2)C(s) = / /27! <x1/2@ G) + 2 21 - %) da + / *271 O (x)da

0 1
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Mit der Substitution x +— 1/x erhélt man nach kurzer Rechnung

1

(/20 =

+ / (33_3/2_1/2 + xS/Q_l)@(:U)dx. (3)
1

Das Integral auf der rechten Seite konvergiert nun fiir alle s € C, da ©(x)
fir + — oo exponentiell abfillt, wogegen %/~ V2 4 25271 fiir + — oo
nur polynomial wichst. Der erste Summand auf der rechten Seite besitzt
fiir s = 0 bzw. s = 1 einen Pol erster Ordnung. Aufgrund des Pols erster
Ordnung von I'(s) bei s = 0 ist also (0) wohldefiniert. Insgesamt erhalten
wir damit die analytische Fortsetzung von ((s) nach C\ {1}.

Anhand von Gleichung (3) sieht man weiter, dass fiir die Zetafunktion eine
Symmetrie beziiglich s — 1 — s vorliegt, denn wir haben

w0-9rr (13-

= —(1_5)((%—5)—_1) + [ (7022 g U292 O (2)da
1

Mit (3) ergibt sich jetzt die behauptete Funktionalgleichung

W_S/QF<§>C(S) = ﬂ_(l_s)/QF(l ; S)g(l —5),

welche sich mit Hilfe von Definition 3 zu ((s) = ¢(s) - (1 — s) umschreiben
lasst. O

Bemerkung 2. Da nun ((—1) iiber die (nicht zuléssige) Reihendefinition
formal der Summe der natiirlichen Zahlen 1+2+3+4-+5+4--- entspricht,
kann der Wert ((—1) als ,, Wert“ dieser Summe betrachtet werden. Mit der
Funktionalgleichung aus Satz 3 ergibt sich fiir s = —1 die Formel
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Mit den Berechnungen aus dem zweiten Abschnitt haben wir einerseits
¢(2) = m%/6. Andererseits finden wir mit Definition 3

- 1. (1) B 1
o(—1) = T2 T(=1/2)  27320(1/2)’

da sich aus der Definition der Gammafunktion sofort I'(1) = 1 ergibt und
die Funktionalgleichung sI'(s) = I'(s + 1) der Gammafunktion mit s =
—1/2 die Identitdt I'(—1/2) = —21'(1/2) liefert; damit sind wir auf die
Berechnung von I'(1/2) gefiihrt. Definitionsgeméf haben wir zunéchst

N 1
F(§> = /e_x:z:_2d:1:.
0

Mit der Substitution z ~ 3? erhilt man

1 o0 o0
F(§> = /e‘yzy_12ydy = 2/6_y2dy = /T,
0 0

wobei sich die letztere Gleichheit aufgrund des bekannten Werts des Gauf-
schen Fehlerintegrals ergibt. Damit haben wir

1
o(=1) = g2’
woraus
1 72 1
((=1) =c(=1)-¢(2) = 528 T 1o

folgt. Damit haben wir abschlieffend eine Erklarung fiir die eingangs erwéhnte
mysteriose Eulersche Identitat gefunden.
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