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1 Lineare Operatoren in endlichdimensionalen komplexen
Vektorraumen

1.1 Was ist “spektral”?

Lateinische Worter fiir spihen (specio) und Bild, Vorstellung (spectrum).

Zerlegung von weiflem Licht durch ein Prisma in einzelne Farben, zeigt das Spek-
trum des Lichts. Circa 1770.

Fraunhofer: Schwarze Linien im Sonnenspektrum, circa 1850.

Quantenmechanik, circa 1925. — Schrodinger-Gleichung (Operator)

1.2 Lineare Operatoren

Sei E ein C-Vektorraum, dim F = n.
Standardmodell C™ > z = (2},...,2™) mit 2* € C.

Dann ist £ ~ C™ durch Angabe einer Basis (e;)!";, ndmlich durch
n .
e EE,e:Zzzei = (24,2 =z€C.
i=1

Es ist £* =Raum der linearen Funktionale auf E. Aus einer Basis £ = (e;)"; erhalten

wir eine Basis £* = (e')™; mit der Eigenschaft e'(e;) = §;;.



3 1 Lineare Operatoren in endlichdimensionalen komplexen Vektorrdumen

Es sei £(F) = {Homomorphismen von E}, und A € L(F) so ein linearer Operator, also
eine Abbildung A : E — E mit A(az + fw) = aA(z) + SA(w).

Es sei £ = (e;) eine fixierte Basis. Dann erhalten wir A+ €A; = (5 A;) definiert durch
(Az)' = e'(Az) = Z e'(Axle;) =: ZSAé-mj.
j=1

Es gilt dann ¢(4 o B); = (gA)Z (gB)?

Und det (4) = g, sign(0) - (F4),, - (F4)"

Fiir die Determinante gilt dann: A invertierbar < det A # 0. Und der Multiplikationssatz
det(AB) = det(A) det(B). Folglich ist det (5A) unabhéngig von der Basis £, weil ndmlich
fiir eine weitere Basis £ eine Matrix T existiert, sodass T-1€AT = €' A.

Davon abgesehen gilt A invertierbar < Ker A =0 < Im A = A(E).

Definition 1.1. A heifit halbeinfach (semi-simple), falls eine Basis € = (e;)I" existiert,
sodass Ae; = Nie; fiir A\; € C.

Definition 1.2. Wenn Ae = e fir A € C, dann heifit e Eigenvektor von A zum
Eigenwert A.

Wenn A Eigenwert von A ist, so ist Ker(A — AI) # 0, d.h. det(A —I) = 0.

Definition 1.3. Das Polynom x a(t) = det(A — A) heifft das charakteristische Polynom
von A.

Nach dem Fundamentalsatz der Algbra zerfillt x 4 als xa(z) = H§:1(Z — \j)malh),
Definition 1.4. Sei A € L(E), dann ist

specA={A € C|det(\Id—A) =0}
={A e C| A— \Id ist nicht invertierbar}.

das Spektrum von A.
Wir setzen Fa(\) = ker(A — XI). Fa(\) heifst Eigenraum von A zum Eigenwert X.
mq(A) heif$t algebraische Vielfachheit von .

mg(t) := dim F4 () heifst geometrische Vielfachheit von .

Wenn A halbeinfach ist, dann kann man die Eigenwerte nummerieren als (A;)72; (mehr-
fache Eigenwerte moglich). Dann wird

Xa(z) =T (2 = Aj) = Y 2 0m-i(Ar, .o An) (1)
=1
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wobel

So(A,. .o Am) =1
5m()\17 . ,)\m) = Hgl)\z =det A

51()\1,. .. ,)\m) = Z)\Z =:tr A.
=1

Beispiel 1.5. A = <(1) D, dann ist x4 = (z—1)2, mg(1) = 2, aber F4(1) = span <[1)>,

also mgy(1) = 1. O

Wenn A nicht halbeinfach ist, dann koénnen wir die verallgemeinerten Eigenréume be-
trachten: Fg)()\) = Ker(A — AI)". Diese erfiillen F4(\) C F3(\) C - C Fjgk)()\).

Sei weiter F{ T (2) := FIFD () — FY ().

Die Abbildung

A=A PO o FO )
e— (A—Ne

ist injektiv. Mit entsprechenden Basisvektoren ergibt sich die Jordankette
FEMDO) s e e = (A= Neg = ... > ey = (A— N leg € Fu(N),

sodass die darstellende Matrix aus Blocken der Form

A1l ...00
0o x ... 0
0 0 A

besteht.

Zusammen erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 1.6. (Jordansche Normalform) Fir A € L(E) gilt:
(a) Es gibt einen kleinsten Index i(\) € N, sodass Ker(A—X1d)*M+1 = Ker(A—AId)"™,

Es ist FA(\) = Ker(A — M1d) der Eigenraum zu A und Fs(\) = Ker(A — AId)"™W
der erweiterte Eigenraum.

(b) Es gibt die direkte Summe

E= @ Fa

A€spec A

und wir setzen mq(\) = dim F4()).
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(¢) Die verallgemeinerten Eigenriume Fa(\) zerfallen in zyklische Unterriume, d.h. es

gibt eine Basis € = (e1, ..., ex)p<i(n), sodass (A — Ald)e; = e;y1, sodass
A1l ... 0
€4 0O x ... 0
0 0 A
Beweis. Ubungaufgabe. O

1.3 Analytische Behandlung der Spektralzerlegung

Definition 1.7. R(z) = (A — 2)7!, falls z ¢ spec A, heifit Resolvente. res A sei die
Menge aller z € C, sodass Ra(z) existiert. D.h. C\ spec A =res A.
Definition 1.8. Eine Norm ||-||p auf E ist eine Abbildung ||-|| : E — R4 mit

(1) ||lz][ =0z =0,

(i) ||z - z|| = [z - [|]],
(uii) ||z +yl| < [lz]| + [ly]].
Definition 1.9. Ein normierter C-Vektorraum (E,||-||) heifit vollstindig, falls jede
Cauchy-Folge in E konvergiert. In diesem Fall heifst E auch Banachraum.
Im Folgenden ist E nicht mehr notwendigerweise endlichdimensional.
Definition 1.10. Fulls (E,||-||5) vollstindig ist, so heifft E Banachraum. (Symbol B)
Definition 1.11. L(E) = {A € End E | A stetig}.
Bemerkung: Es gilt: A stetig < ||Ax|| < C'||z||. In diesem Fall nennen wir inf C' =: || A||
die Operatornorm von A.
Definition 1.12. £(B) = {A € End(E) | A beschrdnkt}.

Satz 1.13. (von Neumann) Sei A € L(E), ||A|| < 1. Dann ist I — A invertierbar und

(I-A)~'= iAj.
j=0

Beuweis. Benutze die Beziehung ||A7|| < A O

Lemma 1.14. Fir |z| > ||A]| ist A — z - 1d invertierbar.
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Beweis. z1d —A = z (Id —é) also
AT A
-1_ -1 _
=0
Also Ra(z) = —Z;‘;O%. O
Lemma 1.15. A € L(B) = res A ist offen und R4 ist holomorph in res A.
Beweis. zy € res A, |z — 29| < ||Ra(z)]|- Also

A—zId=(A—2Id—(z — 2)1d)
= (A —20) (Id—(z — 20) Ra(20))

und damit

(z — 20) Ra(z0)" .

M

I
o

Ru(z) = Ra(z0) (Id —(z — z0)Ra(2)) ' =
J

O

Sei nun wieder dim F < oo und A € spec A, |z — A\| < ¢, sodass kein weiterer Spektralwert
enthalten ist. Dann sagt die Laurententwicklung, dass Ra(z) = > oo Aj(z—\)?, wobei

j=—o00

_ 1 N
=g |, Fa@€- N e

Lemma 1.16. (1. Resolventengleichung, Hilbert)

Ru(z1) — Ra(z2) = (21 — 22) Ra(21)Ra(22).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Satz 1.17. Zwischen den Koeffizienten der Resolvente bestehen die folgenden Beziehun-
gen:
AjAp = (H(j) — H(k) = 1)Ajipi1,

wobei H die Heaviside-Funktion

1, >0
H(x):{o 2 <0

bezeichnet.
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Und mit den Bezeichnungen Py := —A_1 und —D) := A_o gilt

AL = Al = (-A)%
Ay =-Di!

und

Ra(z)= ) As(z=2Y

j=—00
=-P(z=N)""=> Di =N+ AN
k=2 Jj=20

Aus der Resolventenidentitét folgt auch

L (Y Rye) = Rae) ™
- — z) = z .
J1 \dz A A

Und im Fall dim F < oo ist also R4 meromorph mit Polen an den Stellen A\ € spec A.

Aus der Reihenentwicklung der Resolvente erhalten wir auch eine Darstellung von A
selbst: Fiir A € spec A gilt

1 . —z_lzzzi- z — —2)" Nz
/|Z_A|:E(A ) tzd : /|Z_A|:E( A+ A)(A-2)"d

27 211
1
= —— dz +A(—P
2mi z—A|=¢ o ( A)’
[z=A
=0
also
APy = — Ra(2)d
A= o \z—A|:ez AlZ)az
1
= —— — A+ AR d
57 ‘Z_M:E(z + ARy (z)dz
=—A s+ AP,
= D)y + A\Py.
Lemma 1.18.

spec Dy Py = {0}.
Beweis. Angenommen, es existiert z € Py\(E) mit Dyz = px. Die Reihe

> Di(z-N"!
j=1
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konvergiert, also konvergiert auch

;Di(z—)\)—j—l () = z::l(z_“ﬁ (z).

Das ist eine geometrische Reihe, also gilt ﬁ‘ = ‘—’:‘ < 1 fiir € > 0 beliebig. Dann muss
aber p = 0 sein, das heifit Di(DA) = 0, denn ker Di(DA) = P\(E). O

Definition 1.19. A € L(E) heifit nilpotent, falls es n € N gibt, mit A™ = 0. Das
kleinste solche n heifit der Nilpotenzgrad von A.

Also zum Beispiel alle (Dy)xespec 4 sind nilpotent.

Definition 1.20. Die Zahl

A) = A= A
rapec(A) = sup A= max A

heif$t der Spektralradius von A. (Das Suppremum wird im endlichdimensionalen Fall
angenommen, weil spec A abgeschlossen und beschrinkt ist, also auch kompakt)

Es ist Spektralradius von A < ||A||. Wikle fiir die folgende Rechnung R > Spektralradius von A.
Im folgenden betrachten wir den Kreis um den Ursprung mit Radius R, dieser enthilt

dann alle Punkte des Spektrums, siehe dafiir das Bild links. Wir kénnen dann, wie aus

der Funktionentheorie bekannt, den Kreis so abidndern, dass die Punkte des Spektrums
aulerhalb des Kreises liegen, das Integral {iber die Kreislinie aber unveréindert bleibt,

siehe dafiir das rechte Bild.
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Wir koénnen schreiben

j=0
und erhalten damit
1 1 .
- Ry(z)dz = — A]/ z—j —1dz =1d.
271 |z\:R 27‘(’1; |z\:R
=0 fiir j#0
Zusammen erhalten wir
1 ..
AF = K R(2)dz (Ubungsaufgabe)
211 | | R
— o X [ R
)\EspecA lz=Al=e
= Z (APy + D)) (denn PP = Py - dyv)
AEspec A
= Z P=1 (weil D := Z D) Py nilpotent ist).
A

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in folgendem Satz:

Satz 1.21. Fulls dim E < oo, dann besitzt jedes A € L(E) eine Zerlegung der Form
A=S4+ N mit

S halb-einfach, S= > AR,
A€spec A
N nilpotent, N = Z Dy\Py,
A€spec A
wobei SN = NS, also [S,N] = 0. O

Satz 1.22. Fiir den Spektralradius gilt
1
Tspec(A) = nh—>n;o HAan

fir alle A € L(B), wobei B ein Banachraum ist.
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1 1
Beweis. (a) Behauptung: lim,,_, ||A"||™ existiert und ist gleich min ||A"™||".

1 1
Beweis der Behauptung: Sei € > 0 und ng € N, sodass ||A™||% < inf, ||A"||" + €.
Wir zerlegen n = p-ng + g mit 0 < g < ng — 1. Dann

A" % = [|APmo A9|[n

1 1
< [[APeq| - [ AT

1
< ||An0\|% : HAH% schreibe p_ p — -
n pno +q no + »
1
< [|A™0][ o durch Bildung von lim sup
n—oo

< inf || A7 +e,
das zeigt die Behauptung.
Behauptung: Fiir 7 := lim, 0 HA"H% gilt 7 > rypec(A).

Beweis der Behauptung: Wir haben R4(z) = — > 72, Z‘;‘—il fiir |z| > ||A||, aber R4
A

ist holomorph fiir 2| > rgpec(A), also muss insbesondere ‘ p

< 1 gelten, damit

Konvergenz vorliegen kann.
1 - ..
Sei nun € > 0, sodass ||A"||» < 7+ € fiir n > ny.

Dann also auch ||A"|| < (7 + €)™ und fir |A\| > 7 + 2¢ ist
An < (TJFG) —(LEe) = ! <L
I\l (7 + 2¢)™ T+ 2¢ 1+ =%

r+e
Also konvergiert die Reihe H&‘—";
7 > Tspec(A).

fiir |A| > 7. Das heifit aber, dass A\ ¢ spec A, also

o1
A d
|AT*

Behauptung;: — 0 fiir i — oo, falls [A] > repec(A).

L
Beweis der Behauptung: Sei € > 0, sodass |A| < 7gpec(A) + €. Dann ist HA’ i <

IA| < 7gpec(A) + €. Weil € > 0 beliebig war, also auch 7 < rgpec(A).

Zusammen mit Teil (b) also 7 = rgpec(A).
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1.4 Analytische Theorie (Resolvente)

Sei zunéchst wieder dim E' < co. Dann gilt fir A € L(E):

A= @ (\P\+D,))=:S+D,
A€spec A

wobei P, und D) die Bedingung P,D) = D) = D) P, erfiillen.
Wir betrachten jetzt R4 in C\ B, (4)(0), wo R4 holomorph ist. Dann gilt

j=—1

Ru(z) = Z A2

mit 1
Aj=o— Ra(2)z7 7z mit ¢ > rypec(A)
211 |2|=c

unabhéngig von der Wahl von c.

Ebenfalls gilt die Neumann-Reihenentwicklung

P (é - I>_l =(a—2)"'=Ralz) = _Z;Ajz—j—l

z

und durch Koeffizientenvergleich erhalten wir fiir £ > 0

1 3 k
- dz=A
2mi ), zRA(Z)Z z

und damit gilt fiir ein beliebiges Polynom p(z):

1
- Ru(2)p(z)dz = p(A).
211 |z|=2
Das motiviert die Betrachtung des obigen Integrals anstelle fiir Polynome auch fiir be-
liebige holomorphe Funktionen f.

Satz 1.23. (Nelson Dunford) Es sei B ein Banachraum und A € L(B) und repec(A)
der Spektralradius von A. Es sei {z € C | |z| < ||A||} C U, wobei U C C offen ist. Sei
c:10,1] = U\ {z € C||z| <||A]|l} ein einfacher (d.h. injektiv auf [0,1)), stickweiser
Cl-Weg. Es sei f € O(U), dann setzen wir

FA) = ——— [ Ra(2)f(2)dz.

2mi /.
Dann qult
(a) f(A) € L(B).
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(b) Wenn f, g € OU), dann gilt (af + B8g)(A) = af(A) + Bg(A).
(c) (fg9)(A) = f(A)g(A).

(d) Sei f € O(U) mit einer in U konvergenten Potenzreihe f(z) = 3 72, f;#’. Dann
gilt:

FA) =" fA.
j=0

(e) (Spectral Mapping Theorem, Dunford Integral)
f(spec(A)) = spec f(A).

Beweis.
(a), (b) Klar.

(¢) Wir bemerken zunichst, dass f(A) nicht von der Wahl des Weges ¢ abhéingt. Seien
nun f, g € O(U). Wir wihlen dann zwei Wege ¢ und ¢y derart, dass Inte; C Intes,
wobei Int entsprechend dem Jordanschen Kurvensatz das Innengebiet einer Kurve
bezeichnet. Dann folgt

2
s = (<50 ) [ RaGRaG ) b
- 0(2) z1€C1 /22662 RA(Z»Z : ZR;A(ZQ)f(Zl)g(Z2) dzy dzg
= Il — IQ.
Dann gilt
I = c% /61 RA(Zl)f(Zl)/C2 % dzy dz1 =0
= 60/ Ra(21)f(21)9(21) dz1
= (fg9)(A)
und
I = —cy /62 Ra(22)g(22) 5 z{(?; dz1 dzg =0,

=0, weil z2¢Int ¢y

wobei wir zur Berechnung der inneren Integrale jeweils die Cauchysche Integralformel
benutzt haben.
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f(A) = Co/RA(Z)f(Z) dz
=c Ra(2)f;# dz

= A
=0

(e) Zeigen zunéchst: f(spec A) C spec f(A).
Angenommen, \ € spec A und f(\ ¢ spec f(A). Definiere
9(z) = (fON) = f() A =27 auf U\ {A}

und g(z) = f'(z), dann ist g holomorph und

9(z)(A = 2) = (f(N) = F(2)).
Weil f()\) ¢ spec f(A), existiert (f(A)I — f(A))~}, also

gAY = A)(FVI = f(A) T =1,
was ein Widerspruch zu A € spec A ist.
Die andere Inklusion, das heifit spec f(A) C f(spec A) bleibt als Ubungsaufgabe.
O

1.5 Hilbertraum-Struktur

Auf C" haben wir ein natiirliches (hermitesches) Skalarprodukt
(z1,29) = Z ziz_é
i=1

Dann ist (-,-) : C x C — C sesquilinear (hermitesch), das heifit

(i) (z,y) = (y, ),
(i) (z,2) = |[2|* >0,
(iil) (a@1, Bze,y) = alz1,y) + B(z2,9).

Definition 1.24. Ein Banachraum, dessen Norm durch ||z|| = \/(z,z) aus einem Ska-
larprodukt hervorgeht, heifst Hilbertraum.
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Definition 1.25. Jeder Hilbertraum besitzt eine orthonormale Basis (e;)! ;, d.h. die e;

erfillen (e;,e;) = ;.

12 ¢ C* wird ein Hilbertraum unter der Norm

o0

]2 = 3" ||

j=1

Definition 1.26. FEin Hilbertraum heifit separabel, wenn es eine Isometrie ¢ : 1> — H

gibt, das heifit,
(i) ¢ ist ein linearer Isomorphismus,

(1i) (p(ei), ¢(ej))m = bij.

Definition 1.27. Ist A € L(H), so definieren wir den adjungierten Operator A* € L(H)

durch die Identitdt
(A*w,y) = (z, Ay).

Lemma 1.28. Der adjungierte Operator hat die Figenschaften:

(a) (0A+ BB)* = aA* + 3B*,
(b) (AB)* = B * Ax,

(c) x: L(H) — L(H) ist eine Involution, das heifst (A*)* = A.

Durch leichte Rechnung erhalten wir

lz+yl = (@ +y,2+y)
= [|z]|* + 2Re(z,y) + ||y
und damit

4Re(z,y) = ||z +y|[* = ]z -yl

und durch analoge Rechnung

4Tm(z,y) = i ||z + iy|[* — i ||z —iy||*.

Zusammen ergibt sich die Polarisationsformel fiir das Sesquilinearprodukt

1 . . . .
(@y) =7 (Il +yll* = llo = yll* + i llo + iyl = ille =iyl )

Ahnlich erhalten wir die Parallelogrammidentitét

2+ ylI> + Iz = 91> = 2 (11l + llyII*) -
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Lemma 1.29. (-,-) ist stetig.

Beweis. Nach [[L1] gilt auch

4Re(z,y) < (=l + [lylh)?* = Al = lyl))* = 4]lz]] - Iyl -

Eine analoge Rechnung kann man fiir den Imaginérteil durchfiihren und erhélt damit
die Stetigkeit. O

Definition 1.30. Fiir einen abgeschlossenen Unterraum Hy C H definieren wir das
orthogonale Komplement als

Hy == {xz € H | (x,y) =0 fir alley € Hy}.
Lemma 1.31. H = Hy® Hol.
Beweis. (i) HoN Hy = 0, weil fiir * € Hy N Hy- nach Definition des orthogonalen
Komplements gilt (x,z) = 0, also z = 0.
(ii) Sei nun x € H. Minimiere die Grofe ||« — y|| iiber y € Hp. Sei

d:= inf [le—yll = lim [lz—ynl-

Wir mochten nun zeigen, dass ¥, konvergiert. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass ¥,
eine Cauchy-Folge ist, weil Hy als abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums
selbst ein Hilbertraum ist.

2
yn‘i'ymH
m_i

Hyn—ym||2=H(w—ymu2+\|x—yn|\2—2H -

>||z—yall
SdP+d® -2 =0

fiir n, m — oo.

Schreibe y, — y, dann ist x = y + (x —y) und y € Hy, weil Hy abgeschlossen ist.
Und (z —y) € Hy, denn angenommen fiir ein h € Hy ist m := (h,x —y) # 0. Dann
ist

|z — (y + ah)||* = ||z — y||* — 2am + o? ||h|]* < ||z — y|* fiir « klein,

das ist aber ein Widerspruch zur Minimalitét von d = ||z — y||.
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Wir schreiben im Folgenden x = PHOZE—FPHOL x, das heifit Py, : H — H) ist die Projektion
auf Hy und HPOJ_ die Projektion auf HPOJ_.

Lemma 1.32. (a) Py, € L(Hy) und unter allen Projektionen P € H mit Im P = H)
ist Py, ausgezeichnet durch jede der folgenden Bedingungen:

(Pryx,y) = (z, Pryy), (1.2)
|| Pro || < 1.

(b) (Hg )= = Hy

Beweis. (a) Wir zeigen zunéchst, dass Pp, die Gleichungen und [ erfiillt. Wir
haben fiir x € H die Darstellung x = x¢ + :L‘(JJ‘, also

2
]* = llaoll* + |[a3]|” + 2Re (w0, ag)
=0

2
= [|Pmyz|* + ||Pgg || = ||Payll®,
0

also ist Py, € L(H) mit ||Pp,|| < 1.

Und weil P |g,= Idp,, ist auch ||Ppy,|| > 1, also zusammen ||Pp,|| = 1. Also ist
Gleichung [[3] erfiillt.

Weiterhin gilt
(Prow,y) = (Prox, Py + Py iy)
= (P, Priyy) + (Pryx + Py, Pry)
= <:1:7 PHoy>7
also ist auch Gleichung erfiillt.

Wir zeigen nun die Umkehrung. Sei also P € £(H) mit P? = P und Im P = Hy.
Dann haben wir eine Darstellung

= Pz +(Id—P)x

€lm P eKer P

und falls z € Im PN Ker P, dann = = Py fiir ein y € H und damit 0 = Pz = P%z =
Py ==z, alsoist H =Im P & Ker P.

Falls nun [[.2] gilt, dann

(Px,(Id —P)z) = (z, P(Id —P)z) = 0,
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also Im P | Im(Id —P) = Ker P. Daher

(Pz,y) = (z, Py) = (x, PPHoy + PPy1y) = (z, Puyy) = (Pry,y)
fiir z, y € H beliebig, also P = Pp,.
Falls andererseits gilt, dann schreiben wir zunéchst wieder

H=ImPdKerP.
—— =
=Hy =:Kp

Sei:z:EKOL und y = Pr — z, dann z 1. y und = + y = Px und
2 2 2 2 2
[|” = [|Pz||” = [|lz + y||” = [|lz]]" + [ly]I",

also y = 0 und damit P = Ppy,.

Satz 1.33. (F. Riesz)
Essei F : H — C ein stetiges, lineares Funktional. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes

xo € H, sodass F(x) = (x,zo).

Beweis. O.B.d.A. F # 0. Setze Hy := Ker F, dann Hy = Hy und HOL # 0. Wihle
To € Hy mit F(zo) = 1. Fiir x € H ist y(z) := F(z)(x) — v € H, dann

r=F@)zo+ y = Pyix=F(z)xo. (1.4)
—— = 0
SHE >Ho

Auflerdem gilt © = (z, z¢)xo+y, also auch Py,x = (x, z9)zo und wir erhalten zusammen
mit [C4]

(o, x)x0 = PHd_.T = F(z)xo,

also insbesondere (x, o) = F(z). O

Als Anwendung beweisen wir die Cauchy-Schwarsche Ungleichung:

Lemma 1.34. (Cauchy-Schwarsche Ungleichung) Fiir xz, y € H gilt

2 2 2
(@, )™ < |7 - lyl]”

Beweis. Wir verwenden, dass HP< o >" ein lineares Funktional ist, das durch (ﬁ, ))
Yy

dargestellt wird:

2| U
2
= ||Poyal| ol

2 2
< l[|” - [lyl”-

2
2
lyll
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Und im letzten Schritt haben wir verwendet, dass die orthogonale Projektion Norm < 1
hat. O

Definition 1.35. Sei A € L(H), dann wird der zu A adjungierte Operator A* € L(H)
definiert durch
(x, Ay) = (A*z,y).

Bemerkung 1.36. Wir sehen sofort, dass

" A*x, z, A
47| = sup KA AR

a0 I w0 2]l {1yl

Auferdem bemerken wir, dass
()" : L(H) — L(H)
stetig und komplex anti-linear ist.

Als interessanten Spezialfall betrachten wir die orthogonale Projektion Py, : Diese erfillt
(PHyx,y) = (¥, Puyy), also ist in diesem Fall Py, = Pp, . Dies motiviert die folgende
Definition:

Definition 1.37. Ein Operator A € L(H) heifst symmetrisch, falls A = A*.

Bemerkung 1.38. Fir A € L(H) konnen wir schreiben

A:%(A+A*)+z’<A_,A >

27
Definition 1.39. U € L(H) heifit isometrisch oder unitér, falls ||Uz|| = x fir alle
€ H.
Durch Polarisierung folgt (U*Uz,y) = (Ux,Uy) = (z,y), also U* = U~L. Also gilt auch
insbesondere U*U — UU* = 0. Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 1.40. A € L(H) heifit normal, falls [A, A*] = 0.

Das heifit zum Beispiel, dass alle symmetrischen und unitéren Operatoren normal sind.
Im Fall dim H < oc:

Sei A normal. Wie verhalten sich dann die Spektren von A und A* zueinander? Sei

x € Fa(X), das heifit (A — Az =0, also auch (A* — X\)(A — Az = 0 und somit auch

0= (A" = N)(A - Nz, z) = (A" — Nz, (A% — N)z).

Damit folgt B
FA()\) C Fa- ()\) C FA()\).
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Sei nun A\ # ) € spec A = spec A*, 0.B.d.A. X # 0. Seien x) € Fa()\), z)» € Fa(N),

dann ist ,

. A
(ox, Aoy = S (@n av)-

>| =

(Ax)\,x)\/> =

> =

(A, mN) =
Und weil & # 0, ist Fa(\) L Fa(\).

Satz 1.41. Jeder normale Operator ist halbeinfach.

Beweis. Es gilt fiir # € H mit (A — \)%z = 0:

* N * N * N 2
(A" = NA=XNA" =)A= Nz, z) = HA —A)(A-— )\)mH =0,
also auch B
0= ((A" = XN)(A =Nz, z) = [|(A— Na||*.

O

Satz 1.42. Auf L(H) ist ein Skalarprodukt gegeben durch

(A,B)y =tr B*A  fir A, B € L(H).
Es hat die Eigenschaften HAHfr =tr A*A.
Beweis. Ubung. U

Daraus folgt dann auch, dass (4 * Az, z) = ||Az|[* > 0, das heiBt, A*A ist symmetrisch
und > 0. Und das Spektrum von A*A ist in den positiven reellen Zahlen enthalten, denn
falls A € C Eigenwert von A*A mit Eigenvektor zx ist, so gilt

|Az|* = (A Az, 2) = AlJ2|?,

also A > 0.

2 Spektraltheorie beschrankter Operatoren im Hilbertraum

Sei H ein separabler Hilbertraum. Fiir A € L(H), wie ist das Abbildungsverhalten von
A? Ker A C H ist als Urbild einer abgeschlossenen Menge selbst abgeschlossen, Im A
allerdings im Allgemeinen nicht.

Satz 2.1. Es gilt
(Ker A)t =Tm A* & KerA = (ImA*)*L.

Durch Vertauschen der Rollen von A und A* erhdlt man auch noch (Ker A*)* = Tm A
als dazu dquivalente Bedingung.
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Beweis. x € Ker A, y € (Ker A)*, dann ist
0= (Azx,y) = (z,A"y) firalley e H,

also z L Im A* und damit auch x 1 Im A*. O

Als Folgerung erhalten wir damit sofort:

Satz 2.2. Ist A € L(H) symmetrisch, d.h. A= A*, so gilt

H=KerA®ImA.

Beispiel 2.3. H = 2(N > (z))%2,, ||z]|* = > ‘mz‘z Sei

A2 =0
1
(Ax)" = 7 cxt

dann ist ||A]| <1 und A ist injektiv.

Jedoch ist A nicht surjektiv, zum Beispiel die Folge vy' = % hat kein Urbild. Es gilt
allerdings trotzdem Im A = [2.

Satz 2.4. (Banach) Seien By, By Banachrdume und A € L(By, By) surjektiv. Dann ist
A offen, d.h. die Bilder offener Mengen unter A sind wieder offen.
Beweis. Dies ist eine Folgerung aus dem Satz von Baire Hausdorff, bzw. dem Baireschen

Kategoriensatz, welcher besagt:

In einem vollstdndigen metrischen Raum gilt: Von abzihlbar vielen abgeschlossenen
Teilmengen, deren Vereinigung eine offene Kugel enthélt, enthilt mindestens eine bereits
eine offene Kugel. O
Daraus folgt direkt:

Satz 2.5. (Automatische Stetigkeit) Ist A € L(H) bijektiv, so ist A~ stetig. O

Satz 2.6. (Hormander) Sei A € L(Hi,Hs). Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

(a) dimKer A < co und Im A =1Im A,

(b) Ist (zy) C Hi und konvergiert die Folge A(xy,) in Ha, so besitzt die Folge (x,,) eine
konvergente Teilfolge.
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Beweis. (a) = (b):

Es muss dimKer A < oo gelten, anderenfalls wéhle (x,) ein Orthonormalsystem von
Ker A. Dann ist ||z,|| = 1, Az, = 0, aber x,, hat keine konvergente Teilfolge.

Zeigen nun die Abgeschlossenheit des Bildes. (Der Originalbeweis aus der Vorlesung
enthielt hier einige Fehler) Sei also y € Im A und y,, — y mit (Az,) = (y,) C Im A.
Nach Voraussetzung hat dann x,, eine konvergente Teilfolge x,,, — x. Dann ist

1Az —y|| < ||Az — Azp, || + [[Azn, —yll,

wobei fiir & — oo die rechte Seite beliebig klein wird. Also Az = y und damit y € Im A,
also ist das Bild abgeschlossen.

(b) = (a):
Seien also dimKer A < oo und Im A = Im A. Betrachte

B ist injektiv und stetig und damit nach 21 und stetig invertierbar. Also gilt fiir
Arp = yn =y T = A7y, — 20 = A7Y(y). O

Satz 2.7. Sei A € L(H) injektiv, dann ist
ImA=ImA <& ex. C >0, sodass C||z|| < ||Az|| fir alle z € Im A. (2.1)

Beweis. Durch Widerspruch. Ubungsaufgabe. O

2.1 Die Polarzerlegung

Im einfachen Fall H = C haben lineare Abbildungen A € £L(H) die Form Az = az fiir
ein a € C. Dann besitzt A die Polarzerlegung

a=ee@ . |q|.
Bemerke, dass dann auch |a|> = @a, das heift, |A|* = A*A.
Fir A e L(H) sind A*A und AA* symmetrisch.

Im Fall dim H < oo gilt fiir Operatoren A € L(H) fiir das zuvor eingefiihrte orthonor-
males System (Py) mit PyPy = dyy P\ und Py = P;\k:

A= Z AP,

A€spec A

= A* = Z APy
AEspec A

= ATA=AA"= > AP

AEspec A
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Definiere |A| := > )\ ipec a [A| Pa. Dann ist rgpeca > |A| > 0, wobei das >-Zeichen fiir
Endomorphismen die folgende Bedeutung hat: B > 0 < B = B* und (Bz,z) > 0 fiir
alexe H.UndC>B & C—-B>0.

Fiir A*A =: B € £(H) méchten wir nun v/B konstruieren. O.B.d.A. sei 0 < B < 1. Wir
haben das Dunford-Integral

1
2me J,

Ra(2)f(2) dz = f(A)

fiir holomorphe Funktionen f. Allerdings ist f = /- keine holomorphe Funktion um 0,
wie man an der Darstellung

53 — 3 (loglzl+iarg(2))
sieht. Wir wihlen daher einen anderen Weg, um v/ B zu definieren.

Betrachte

f:[0,1] - R
z—1—+v1-—=z.

Dann haben wir fiir f einerseits die Taylor-Entwicklung im Punkt zg = 0, ndmlich
e .
fl@)=>" fal
j=0
und andererseits fiir die Wurzel eine Darstellung als Binomialreihe, ndmlich
o /1
l—2z= <§> —z).
=2 (1)

Wir erinnern kurz an die Definition des Binomialkoeffizienten: Fiir x € C und j € N>

ist <m> z(x—1).. . (x—j+1)

J J!

und wir setzen <§> = 0.
Durch Koeffizientenvergleich sehen wir dann, dass die Koeffizienten

0 ifj=0

fi= <%>(—1V ifj>0
j

in der Taylorentwicklung von f allesamt nicht negativ sind.
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Durch Anwendung der Taylorformel erhalten wir auch explizit:

fo=0

1 d 1
fl—I‘%H:of(af)—i

1 13 2j—-1
= .. 2 1
1 gl 2 2 2 €[0.1]

Nach Voraussetzung ist Id > Id —B > 0, also konvergiert auch die Reihe
OO .
> fi(1d—BY
=0

wegen Absoluter Konvergenz. Wir kénnen also die folgende Definition machen:

Definition 2.8. Fir 0 < B <1 definiere

VB :=1d-f(Id—B).

Der folgende Satz beschreibt die entscheidende Eigenschaft von 4/

Satz 2.9. Ist A = /B gegeben und ein A’ € L(H) mit 0 < A’ < 1d und (A")? = B,
dann ist A" = A.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten:

(a) Zeige zunéchst, dass [A’, A] = 0.

(b) Zeige, dass daraus A’ = A folgt.

Die Ausarbeitung des genauen Beweises bleibt als Ubungsaufgabe. ]

Eine dquivalente Formulierung lautet:

Satz 2.10. Es ezistiert ein eindeutiger Operator |A| € L(H) mit 0 < |A] < A*A und
|A]? = A*A.

|A| ist gegeben durch

Al :=1d =" fi(I — A*A) = f(I — A*A).
=0

Lemma 2.11. Sei A € L(H) symmetrisch und 0 < A < 1. Dann ist spec A C [0, 1].
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass A — z invertierbar ist fir z = a4 ¢ [0, 1], das heifit fiir
a > 1 oder a < 0 oder 5 # 0. Es gilt

1(A = a)a = ifz|* = |[(A = a)a||” + 57 ||z]|* + 2Re((A — @)z, —iBa)

=0

= [|(A = a)z|* + 8% ||z|*

e Im Fall 8 # 0 haben wir also eine Abschitzung wie in 2] aus Satz [Z71 Also ist
Im(A — z) = Im(A — z), also ist

(A—2): H—-Im(A—-2)=Im(A - 2)

eine bijektive Abbildung zwischen zwei Banachriumen (Im(A — z) ist als abge-
schlossener Unterraum eines Banachraums selbst ein Banachraum) und damit nach
Satz 20l invertierbar.

e Im Fall 8 =0, a < 0 haben wir
(A = a)a|[” = [|Az|* + * ||2]]* — 20{ Az, z) > o ||z|*,
—_——
<0 fiir a<0

also auch die Abschitzung 2.1 und wir kénnen analog schlieflen, dass (A — z)
invertierbar ist.

e Im Fall 8 =0, a > 0 haben wir
2
(A = @)a|* = [Jax — Az|* > («||z]| — [|Az|))* > ((a = [|A]]) ||=]])

wobei wir ||A|| < 1 benutzt haben, was in 212 gezeigt wird. Also haben wir wieder
die Abschétzung 211

Dies zeigt die Behauptung. ]

Lemma 2.12. Wenn 0 < A <1, dann ist

A
4] = sup 42
20 |||

Beweis. Die Sesquilinearform B : (z,y) — (Az,y) ist positiv semi-definit, das heifit
(Az,z) > 0 und es geniigt der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, wie aus

B(az + B(z,y)y, az + B(z,y)y) > 0
fiir alle a € R folgt. Folglich haben wir
Az,y
4]l = sup WAZ2)
z,y#£0 H‘TH HyH

1
A 2 (A
g (A vt

- z,y#0 ||ZL‘|| ||y||

NI
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Satz 2.13. (Polarzerlegung) Sei A € L(H), dann existiert eine unitire Abbildung u :
Im A* — Im A, sodass
A=u-|A]

auf Im A*.
Beweis. Wir haben
Ker |A| = Ker |A]> = Ker A*A = Ker A,

wobei die erste Gleichheit gilt, weil |A| ein normaler Operator ist. Man sieht die Gleich-
heit dann wie in Satz [L4T)

Also gilt
(Ker A)* = (Ker|A|)t = Im [A] = Tm A*.

Betrachte nun die Abbildung

w:Im|A] - ImA

|A| x — Azx.
Dies ist wohldefiniert, denn
Al (=) = (| A)(y)
& Al (z —y) =0
& Az —y) =0
© A(z) = A(y)
Und nach Definition gilt
u(|A|z) = Az
fir alle z € H. ]

Bemerkung 2.14. Fira < A <b mit a < b € R erhalten wir ein dhnliches Ergebnis.
Wende das Spectral Mapping Theorem auf eine geeignete holomorphe Funktion
f:10,1] — [a,b] an.

Bemerkung 2.15. u wird partielle Isometrie genannt.
Definition 2.16. Fiir A € L(H) zerlegen wir spec A in drei disjunkte Teilmengen:

(a) Das Punktspektrum (oder Eigenwertspektrum oder diskontinuierliches Spektrum)

spec, = {\ € C | Ker(A — \) # 0},

(b) das stetige Spektrum (oder kontinuierliches Spektrum )

spece = {\ € C | (A —\) injektiv, Im(A — X\) C H ist dicht, aber # H},
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(¢) das Residualspektrum (oder Restspektrum )
spec; = {A € C| (A — \) ingektiv, aber Im(A — X) C H nicht dicht}.

Beispiel 2.17. Wir betrachten den Raum H = L*(R™,d\™) = L*(R™) mit dem Ska-
larprodukt

(f.9)= [ f(z)g(z) dz.

R'm
Dann st

L(L*) D {My | ¢ € (L NO)R™}, wobei Myf(x) = ¢(z)f(x).
Die linearen Transformationen My haben die Eigenschaften
o My My, = My, 4,,
o (My)" = Mg,
o [My| = M,y
Was ist das Spektrum von Mgy ?
(i) Wir haben

zeresMy & ex. €(z) >0, sodass |p(x) — z| > €(z) fir alle v € R™,

also

spec My = ¢p(R™).
(ii) Falls ¢(x) = X fir alle x € R*, dann ist My = X1d, also spec My = {A}.
(iii) Wir haben {0} C spec; S, falls S ein unilateraler Shift ist, das heifit
S :2(N) — P(N)(z!, 22,...) = (0,2, 22,...).
In diesem Fall ist S(I*(N)) C I>(N) nicht dicht.

(iv) Falls ¢ ein eindeutiges (globales) Mazximum bei xo hat, dann ist

$(xo) € spece M.

Dieser Fall bleibt als Ubungsaufgabe.

2.2 Kompakte Operatoren

Definition 2.18.
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(i) k € L(H) heifst kompakt, wenn gilt:
(zn)nen C H beschrinkt = K (x,) enthdilt konvergente Teilfolge.

Aquivalent dazu ist die Forderung, dass K (B,(0)) relativ kompakt ist fiir alle r > 0.
Die Menge aller kompakten Operatoren schreiben wir als IC(H).
(ii) F € L(H) heifst von endlichem Rang, falls dim F/(H) < oo.

Sei F' ein Operator von endlichem Rang, (ei)zozl eine Basis von Im F', dann ist
10
Fx = ZFZ(m)ei,
i=1

wobei F stetige lineare Funktionale auf H sind und F* = (f;,-) nach dem Riesz’schen
Darstellungssatz. Dann ist auflerdem

<F$7y> = Z<$7f7,><ez,y>
i=0
= (@, (v, e fi)
i=0
=: (z, F"y).

Ist nun (z,) C H eine beschriankte Folge, so ist

Fz, = f:<xn>fi>eiv

=0

wobei (z,,, f;) beschrinkte Folgen in C sind. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl
gilt auch Fxp; — y fiir eine geeignete Teilfolge n;. Das heifit also, dass Operatoren von
endlichem Rang auch kompakt sind.

Satz 2.19. (Satz vom fast orthogonalen Element nach F. Riesz) Sei (E,||-||) ein nor-
mierter Vektorraum, Ey C E ein echter Teilraum. Dann existiert ein y € E \ E1 mit
lyll =1 und

N =

dist(y, F) i= inf Iy — ea] =
1

Beweis. Bleibt als Ubungsaufgabe. U

Daraus folgt das folgende Korollar:
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Satz 2.20. Gegeben sei eine Folge von Unterrdumen
EDE DBy D...
Dann existiert eine Folge (yn) mit yn € En \ En_1, ||ynl| = 1, dist(yn, En—1) > 3. O
Lemma 2.21.
(a) K(H) ist ein zweiseitiges Ideal in L(H).
(b) K(H) ist invariant unter Bildung der adjungierten Abbildung und abgeschlossen
beziiglich |||
Beweis.
(a) Ist klar.
(b) Die *-Invarianz bleibt als Ubungsaufgabe.

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit beziiglich der Norm ||-||. Sei (K )nen eine
Folge mit K,, — K in L£(H). Wir miissen zeigen, dass K kompakt ist.

Sei (z,,) C H eine beschriankte Folge. Sei (xj;)ken eine Teilfolge, sodass K;(xy ;)
konvergiert fiir k& — oo. Ein Diagonalargument zeigt, dass K;(x;;) konvergiert fiir
7 — 0.

Damit gilt auch
1K (255 — 25)|] < || (K = Kpo) (@i — 25.5)|| + || Kne) (@i — 25,5
< ||K = Kng[2C + €

fiir beliebiges € > 0 und n(e) groB genug. Also ||K(x;; — x;;)|| — 0.

Was kénnen wir iiber spec K sagen?
Offensichtlich ist fir K € K(H) und dim H = oo immer 0 € spec K.

Sei weiter (x,) C H eine beschrénkte Folge, sodass

(Kxn; — 207n;) =y € H,
e e
—Y1 —Y1—y

d.h. z,, — %(yl —v).

Nach einem vorigen Satz ist Ker(K — zp) endlichdimensional und Im(K — zpId) =
Im(K — z9Id). Das heifit
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e entweder ist zy ein Eigenwert mit endlicher Vielfachheit
e oder zg € res K,
falls wir zeigen kénnen, dass
Im(K — 2 1d) = H. (%)
Sei dafiir

H() = H,

H1 = Im(K — 20 Id) g H(),
H2 = Im(K — Zold) ‘ng Hl,
T
= 20

Wir erhalten so eine Folge
Hpi1 © Hp & -+ C Ho.

Also haben wir nach .19 eine Folge (yy), sodass

1., .
lynll =1, yn € Hy\ Hy_1, ||yn—yj||2§furjg;n.

Zeigen, dass (Ky,) keine konvergente Teilfolge hat:

1 1
—Kyn = —(K — 20)yn + Yn
20 20

1
= _Tzoyn + Yn
20
. 1 1
fiir m < n: —Kym — —Kyn = —To0Ym +Ym — —L2Un — Yn
20 20 20
=yYm +w fiir ein w € Hp,11.
Also

1
= lymell = 5.

1 1
_Kym - _Kyn
20 20

Also gilt (x). Insgesamt haben wir also den folgenden Satz bewiesen:

Satz 2.22. Fir K € K und zy € C* ist entweder zy € res K oder zy ist ein Eigenwert
mit endlicher Vielfachheit von K. D
Wir wissen bereits, dass spec K C B, (k) C Bjkj. Fir kompakte Operatoren gilt

dariiber hinaus der folgende Satz:

Satz 2.23. Fir einen kompakten Operator K € KC(H) ist 0 € C der einzig mdgliche
Haufungspunkt.
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Beweis. Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Dann existiert eine Folge (2, z,) von
Eigenwerten mit zugehorigen Eigenvektoren, sodass lim, . 2z, = 29 # 0.

Behauptung: H,, := span(z;)!"; hat Dimension n.

Angenommen, es ist Y . ; a;x; = 0, dann ist auch

n n
0=K! <Z aixZ') = Z )\ﬁaiaji.
i=1 i=1
Dies ist eine Vandermonde-Determinante, also ist a; = 0, das zeigt die Behauptung.
Daraus erhalten wir eine Kette
Hy =span(z1)C---C H, C ...

Wihle nun wieder eine Folge (y,), sodass ||y,|| = 1 und y, € H, \ H,—1. Wir haben

dann
n
j=1

Dann gilt fiir n > m:

1 1 1 1
_Kyn - _KymH = ‘ _(K - zn)yn + Yn — _(K _zm)ym _ymH
ZTL m Zn Zm
= ||yn +w||, fiir ein w € H,_1,
weil
1 1 &
Z_n(K — 2p)Yn = Z(K - Zn)jz:;ﬂngmj

1
= Z_ Z,an (Zj — Zn)fl,’j € H, 1.
(et

Folglich ist

1 2
Yn = — < — fiirn > ng.
In |2n] |20
Also ist g—z beschrankt, was ein Widerspruch zur Kompaktheit von K ist. ]

Satz 2.24. Fir A € L(H) gilt res A* =res A.

Beweis. Sei z € res A, also Ker(A — zId) = 0, Im(A — z1d) abgeschlossen und Ker(A* —
Z) = 0. Aus der Polarzerlegung folgt
Ker(A — z) abgeschlossen < Im(A* — Z) abgeschlossen,

also Z € res A*. O
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Wir haben wie im endlichdimensionalen Fall eine Resolventenentwicklung von K um

einen Eigenwert zg € C*. Fiir |z — 29| < @ gilt

s . 1 i
Ri(z) = ZK](Z —2zp)) mit K; = 3 /RK(Z)(Z —20) 7 dz.

Wissen bereits: Py = —cy [ Rk (z) dz = —K_; ist Projektion und P,y A; = A;P,, = A,
fiir j < 0, sowie P,,A; = 0 fiir j > 0.

Satz 2.25. P, ist kompakt und Im P, und Im P sind endlichdimensional.

Beweis. Setze Ry (2) = (K — 2z)™! =: Jz — 1 1d. Verkniipfung mit (K — z) liefert

1 1
Id:(K—z)Jz—;(K—z):KJz—sz—;K+Id,

also auch zJz = K (Jz — 1) € K(H) und insbesondere Jz € K(H). Also gilt

I
PZ:—C()/ <Jz——d> dz
_o|=120l z
|z—20|="—%

d
= (etwas Kompaktes) + ¢ / 7Z € K(H).

0

Also ist P, endlichdimensional. Weil P, kompakt ist, ist nach 2.21] auch P} kompakt.
P,y =Uo|P,| mit U : Im P} — Im P, isometrisch. Also rank P,, = rank P} < co. O

Wenn zj ein Eigenwert von K ist, zg # 0, was passiert dann mit den verallgemeinerten
Eigenrdumen?

Lemma 2.26. Es existiert m,(z9) € N mit Ker(K — z9)™e*! = Ker(K — )™= fiir alle
l€N. H, =Ker(K — 2)" C Ker(K — 29)"*! fiir n < mg(z0) — 1.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass mg(z9) < 00. Angenommen, mg(z9) = oo., Dann
existiert eine Riesz-Folge (yn), sodass y, € H, ||[ya|| = 1, dist(yn, Hn—1) > 1. Setzen
Tn = 2. Dann ist [|2,[| = ‘2—10|. Und fiir m > n haben wir die Abschitzung;:
Y Y 1
1 = Kl =[5 = 20) 22 + = o = (5 = )22 >
20 20 2
Das ist ein Widerspruch zur Kompaktheit von K. ]

Lemma 2.27. dim Ker(K — z)"(*0) < cc.
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Beweis. Angenommen, dim Ker(K —Zo)ma(zO)OOO. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
ist dim(H™"!/H™). Wihle eine Orthonormalbasis (e;)3°; von H""! & H™. Dann ist

Kn—HGi = (K — 20 + Zo)n+16i

()

J=0

=z0Me; + o  fiir ein 2 € H".

Schreiben K”Hej = zg+lej + x;. Damit haben wir
[[E™ ey — K" eg|| = {25 (er =€) + (20 — )] > =0l V2,
was ein Widerspruch zur Kompaktheit von K ist. O

Lemma 2.28. Es ewistiert eine Isometrie U : Im P,; — Im P}, sodass

P, =U"U, P, =UU".
Beweis. Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe. U
Bemerkung 2.29. Wir haben
P, = —CO/RK(Z) dz = 60/PZORK(Z)PZO dz.

Angenommen P,, = U*U, dann auch P} = UU* =UU*UU* = UP,,U* und damit

P = _CO/RK*(Z) dz = —CO/URK(Z)U* dz.
Fiir j < =1 ist UA;U* = A% andererseits:
—A_j = (K — 20) Py,

also gilt my(20) = mqa(Zo) und Ker(K — z)! und Ker(K* — Z)! sind isomorph fiir alle
leN.

Bemerkung 2.30. Dann gilt auch die Zerlequng:

H = Ker(K* — 7)™+ (0) g Im(K* — z5)™=(0),

Beweis. Namlich gilt fiir y = (K — 20) € Ker(K — zp)™a(%0).
0= (K — zo)Qm“(ZO)a; = (K — zo)m“(zo)m =0=y.

Und analog sehen wir, dass Ker(K* — Z5)™a(*0) und Im(K* — Zg)™(*0) zusammen ganz
H aufspannen. O
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Daraus folgt:
Satz 2.31. Wenn es einer perturbierte Isometrie V,, gibt mit P,y = ViV,  und P =
Vo Vs dann gilt

dim Ker(K — z)! = dimKer(K* — 2)" fiir alle | € N.

3 Spektraltheorie normaler Operatoren

Zur Erinnerung: Ein Operator A € L£(H) auf einem Hilbertraum heiit normal, falls
[A,A*] =0
Beispiel 3.1. Betrachte H := L*(R™, \), wobei A das Lebesque-Mafi auf dem R™ ist.
Fir f € C(R™,C) definiere

My :H — Hs — Mys gegeben durch (Mys)(x) = f(x) - s(x).

Dann gilt auch M} = M?.

Betrachte nun A = C(K,C) fiir einen kompakten Raum K. (Kompaktheit schliefit fiir
uns immer die Eigenschaft Hausdorffsch ein, dies ist hier aber nicht weiter von Bedeu-
tung)

Was ist nun die Struktur von A? A ist eine kommutative Banach-Algebra mit Eins im
Sinne der folgenden Definition:

Definition 3.2. FEine kommutative C-Algebra mit Norm, die beziiglich dieser Norm
vollstindig ist, und ein Finselement enthdlt, heifft kommutative B(anach)-Algebra mit
Eins.

Der sovietische Mathematiker Gelfand verwendete dafiir den Begriff des normierten
Rings.

Wir iiberlegen nun fiir das Beispiel obiges A: Kann man aus A die Menge K zuriickgewinnen?
Die Antwort hierfiir lautet Ja, wie wir nun zeigen wollen:

Fiir x € K ist ein lineares Funktional ¢, : A — C gegeben durch ¢,(f) := f(x). ¢, ist
aulerdem multiplikativ, das heif3t

Lemma 3.3. Ein so definiertes ¢, hat entweder Norm 1 oder ist das Nullfunktional.

Beweis. Falls ¢, # 0,dann gibt es ein f € C(K) mit ¢,(f) # 0. Dann
=¢(1) =1
= ||| > 1
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und
19:(F) = 1f@)] <[ fllo
=l <1
= ||| = 1.

O

Definition 3.4. Sei A kommutative B-Algebra mit Fins. Dann heiffit ¢ : A — C ein
multiplikatives Funktional, falls

¢(1a) =1 und ¢(zy) = ¢(x)¢(y)-
Die Gesamtheit alles multiplikativen Funktionale bezeichnen wir mit M(A).

Lemma 3.5. Sei ¢ ein multiplikatives Funktional auf C(K). Dann existiert ein © =
zy € K mit ¢ = ¢y,

Beweis. Angenommen, das ist nicht so. Das heifit fiir alle 29 € K ist Ker¢ # {f |
f(xg) = 0}. Zu x € K gibt es f, € C(K) mit ¢(f,) = 0 und f(z) # 0. Es existiert
eine Umgebung U, von x mit ¢(f,) # 0 fir y € Uy,. Dann wihlen wir eine endliche
Uberdeckung (U,,)Y.; von K und setzen

N
93:Zf_m'fzi > 0.
i=1

Weil g > 0, existiert % und damit

N
0#(9) => ¢ (far) & (fr;) =0,
=1

was ein Widerspruch ist. Damit folgt die Behauptung. O

Folgerung 3.6. Wir haben eine bijektive Beziehung
M(A) ={¢: A — C multiplikativ} + K.

Lemma 3.7. Die mazimalen Ideale in A = C(K) sind genau die Unteralgebren {Ker ¢ |
¢ multiplikativ}.

Beweis.

(a) Ker ¢, ist ein Ideal. Zu zeigen ist: Ker ¢, ist maximal. Angenommen, das ist nicht der
Fall, dann existiert ein Ideal I mit Ker ¢, C I C A. Dann gibt es ein f € I\ Ker ¢,.
Also f(z) # 0. Dann gilt

f=U—f@)-1)+f(x)-1,
—_———
eKer ¢, CI

also f(x)-1 € I und damit 1 € I, was ein Widerspruch zu I # A ist.
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(b) Sei andererseits I ein maximales Ideal in C(K). Ist f # I, dann ist [ + C(K)f
ebenfalls ein Ideal. Wegen Maximalitét also C(K) =1+ C(K) - f und daher

l=h+afmithelacA

Wir schreiben f := f+ 1 € C(K)/I. Dann ist 1 = @- f, also ist f invertierbar in
C(K)/I. Wenn nun I topologisch abgeschlossen ist, dann ist C'(K)/I eine kommu-
tative B-Algebra mit Eins.

(c) Zeigen, dass I topologisch abgeschlossen ist, d.h. T = I.

Wenn dies nicht gilt, so ist I = C'(K) nach Maximalitiit von I. Also existiert ein g € I
mit ||1 —g|| < 1. Also ist g invertierbar durch die Neumann-Reihenentwicklung.
Dann ist aber I = C(K), was ein Widerspruch ist.

Also ist C'(K)/I ein Integritétsbereich. Damit haben wir nach Satz B.10I
™ R4
A= A/l - C

und ¢ := V¥ o 7 ist das multiplikative Funktional, das I definiert.

]
Definition 3.8. Sei A eine kommutative B-Algebra mit Eins. Fir A € A sei
spec A ={X € C| A— \Id nicht invertierbar}.
Satz 3.9. Fiir A € A ist spec A # (.
Beweis. Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe. U

Satz 3.10. (Gelfand-Mazur) Ist A eine kommutative B-Algebra mit Eins und ein Inte-
grititsbereich (d.h. alle Elemente aufler 0 sind invertierbar), dann gibt es einen kanoni-
schen Isomorphismus A — C.

Beweis. Fiir A € A ist spec A # (), also sei Ay € C, sodass A — A1 nicht invertierbar
ist. Dann ist A = A41, weil A ein Divisionsring ist und A4 ist eindeutig bestimmt.

Damit setzen wir

v:A—-C
A'—))\A.

Dann ist ¥ ein Isomorphismus von kommutativen B-Algebren mit 1 und eindeutig be-
stimmt. U

Dieselbe Beweismethode zeigt auch:



36 3 Spektraltheorie normaler Operatoren

Satz 3.11. Sei A eine kommutative B-Algebra mit Eins. Dann g¢ibt es eine bijektive
Abbildung
M(A) — {mazimale Ideale von A} = M(A).

Dabei ist M1(A) ein kompakter Hausdorffraum.

Vor dem Beweis erinnern wir kurz an den Begriff der schwachen Topologie:

Definition 3.12. Die schwach-x-Topologie auf By(A) wird erzeugt von allen Funktionen
der Art

A:B(A") > C
b ¢(A).

Die schwach-x-Topologie ist dann die grobste Topologie, fir die alle Funktionen A fuir
beliebiges A € A stetig sind.

Beweis. Wir zeigen, dass M (A) C By (A*), kompakt ist. Hierbei ist A* der stetige Dual-
raum und B; die Einheitskugel. Benutze dazu den folgenden Satz:

Satz 3.13. (Banach-Alaoglu) By(A*) is kompakt ist der schwach-x-Topologie.

Damit ist M;(A) Teilmenge eines kompakten Hausdorffraums. Sei

¢ = ./\/'hl{lgtz(Qsa)aeN’

so dass
6(1) = lim g (1) = 1 und
G(AB) = 1in 64(AB) = lim 6(4)64 (B)o(A)0(B).
Dann ist Mj(A) abgeschlossen und damit kompakt. O

Definition 3.14. Die Gelfand-Transformation ist gegeben durch

r:-A—C(M(A))
A T(A) gegeben durch T'(A)(¢) := ¢(A) € C.

Definition 3.15.
(a) Eine B-x-Algebra ist eine B-Algebra mit einer Abbildung A — A*, sodass:
(i) A** = A (Involution),
(i) (A + uB)* = NA* +iB* (antilinear),
(iii) ||A*|| = ||Al|| (isometrisch),
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(iv) (AB)* = B*A*.
(b) Eine C-x-Algebra ist eine B-x-Algebra mit ||A*A|| = ||A||*.
Bemerkung 3.16. Aus der Definition von C-x-Algebra erhalten wir sofort:

1A% < N1AI]- (1A,
[AI] < 11A™]1,
AT < []A™]] = []A]l

4

also || A*|] = [[A[|.
Lemma 3.17. ||¢|| =1 fiir alle p € M(A).

Beweis. Wir haben

1=¢(1a) = ¢(la-14) = ¢(1a)?
= o(1a) =1=lp(1a)| < o]l - [[1all = lloll,

also ||¢|| > 1. Und

A
gl = > [6(A)] schreibe A = (A — ¢(A)14) + ¢(A)14
0#£AcA =:BeKer ¢ =:A
I |
BeKer g 20 || B + Al 4]|
1

= sup .
BecKer ¢, A\#0 Hl“‘l + ‘_h BH

Dabei gilt Hl A+ ﬁ . BH > 1, sonst wiirden wir mit der Neumann-Reihenentwicklung
einen Widerspruch erhalten.

Also ||¢|| < 1 und insgesamt ||¢|| = 1. O
Satz 3.18. Die Gelfand-Transformation I' : A — C(M(A)) hat folgende Eigenschaften:
(a) M(A)#0.

(b) T ist ein Algebren-Homomorphismus.

(¢) IT(A)l.c < IIAl (kontaktiv)

(d) Fir Ae A gilt:

A invertierbar in A < T'(A) invertierbar in C(M(A))
< T(A)(¢) = ¢(A) #0 fir alle p € M(A).
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Beweis.
(a) Wir haben die bijektive Beziehung
M(A) < {maximale Ideale von A}.

Nach dem Satz von Krull (bzw. dem Zornschen Lemma) existiert immer ein maxi-
males Ideal, also ist M (A) # 0.

(b) Ist klar.
(©) IT(A)lloe = supy [T(A)(@)] = supy [#(A)] < [|A]l.

(d) “=":Sei A € A invertierbar.

Dann 14 = AA~! und damit

T(14)(¢) = (D(AT(A™H))(9) = 1,
also ist I'(A) invertierbar in C'(M(A)).
“<": Sei A € A nicht invertierbar.

Dann ist AA C A ein eigentliches Ideal, d.h. AA # A. Also ist AA C Ker ¢ fiir eine
¢ € M(A). Also
0=¢(4) =T(A)(9),

das heift, I'(A) kann nicht invertierbar sein.

O
Lemma 3.19. Fir A € A ist
spec(A) =ImT(A) = T'(A4)(M(A)).
Bewess.
A € spec(A) & A — Al 4 nicht invertierbar

B@F(A) — A nicht invertierbar

< T'(A)(¢) = A fiir ein ¢ € M(A),
wobei wir fiir die letzte Aquivalenz benutzt haben, dass T'(4) kompakt ist in C. O

Wir fragen uns im Folgenden, wann I' injektiv ist und wann I' sogar eine Isometrie ist.

Zunichst gilt T" injektiv < KerI' = 0 und:

KerT'5 A = T(A)(¢) = 0 = ¢(A) fiir alle ¢ € M(A),
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also

ﬂ Ker ¢ = ﬂ 1

PpeM(A) ICM(A) max. Ideal
und damit I'(A) = 0 = spec(A) = ImI'(A) = 0.
Definition 3.20. A € A heifst quasi-nilpotent, wenn spec A = 0.

Beispiel 3.21. Der Volterra-Operator auf H := L?(0,1) ist gegeben durch
V:H—H

f = V[ gegeben durch V f(z) = /r f(t) dt.
0

Ubungsaufgabe: Dieser Operator ist kompakt, besitzt aber keinen Eigenwert # 0. Er ist
also ein Beispiel fiir einen quasi-nilpotenten Operator, der nicht nilpotent ist.

Wir wenden uns nun der Beantwortung der zweiten Frage zu: Es sei A eine kommutative
C-x-Algebra mit Eins.

Definition 3.22. A € A heif§it

(a) selbstadjungiert, falls A = A*,

(b) normal, falls [A, A*] =0,

(c) unitér, falls AA* = A*A = 14.

Lemma 3.23. Fiir A € A gilt spec A* = spec A.

Beweis.

A ¢ spec A < A — A\l 4 invertierbar
& es existiert (A — A 4)7!
S (A= MDA =N =1y
& (A" = M)A = A )1-1=1
&\ ¢ spec A%

Folgerung 3.24. Ist A selbstadjungiert, so ist spec A C R.

Folgerung 3.25. I': A — C(M(A)) ist ein x-Homomorphismus, d.h.

[(A%) = T(A).
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Beweis. A € A hat eine Darstellung

1 1
A=—-(A+A)+i- =(A— A").

SA+ A7) i (A A7)

:;ReA :zImA

Dann sind Re A und Im A selbstadjungiert und

I'(A*) =T(ReA—iIm A)
=T(ReA) —iI'(ImA)
—T(ReA) + il (Im A)
=T(4).
U
Lemma 3.26. T ist eine Isometrie genau dann, wenn ||A%|| = |A|]? fiir alle A € A.
Beweis. “<":
Tl = sup [p(A)]
PpeM(A)
= sup [[(4)¢]
PpeM(A)
= sup{|A| | A € spec A}
= Tspec(4)
— lim |[A"||=
n—oo
. on 27"
~ tim |47
n—oo
= ||A|| nach Voraussetzung.
Also ist I' eine Isometrie.
“=7: Bleibt als Ubungsaufgabe. O

Beispiel 3.27.

o Das Musterbeispiel einer kommutativen C-x-Algebra mit Eins (und damit auch
einer B-Algebra oder B-x-Algebra) ist L(H) fiir einen Hilbertraum H.

e Ein Beispiel fiir eine Algebra, die nicht kommutativ ist, ist L(C?). Hier ist M(L(C?)) =
0. Der Beweis dazu bleibt als Ubungsaufgabe.

Satz 3.28 (Spektralsatz fiir normale Operatoren I). Sei A € L(H) mit [A*, A] = 0. Ist
C4 die von A erzeugte C-x-Algebra, ist Co kommutativ und homdomorph zu spec A C C,
wobei spec A ein kompakter Hausdorffraum ist.
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C4 ist dabei die kleinste C-x-Algebra, die A, A* und Idg enthélt. Ist p(z1, 22) € C|z1, 22],
so ist p(A, A*) enthalten in der von A, A* und Idy erzeugten Algebra. Alle solchen
p(A, A*) bilden eine *-Algebra C%, und deren Abschluss in L£(H) ist die gesuchte kom-
mutative C-x-Algebra C4.

Beweis. Nach B9 ist ImI'(A) = spec A. Weiter ist I'(A*) = ImI'(A), d.h. T'(4) =
2 |spec 4 und T'(A*) =~ Z, I'(Idy) = 1. Das heiBt, jedes Polynom p(z,%) fiir z € spec A*
ist in der Menge der stetigen Abbildungen C'(spec A).

Nach dem Satz von Stone-Weierstrafl wissen wir, dass der Abschluss aller Polynome bzgl.
|||« gegeben ist durch C(spec A). s

Definition 3.29. Ist A= B*B € C4 (sogar in L(H)), so heifst A positiv. Wir schreiben
dafiir auch A > 0.

Fiir A € L(H) positiv gilt (Az,z) = ||Bz||?, daher die Schreibweise A > 0.
Lemma 3.30. Ist A= B*B, so ist spec A C R,.

Beweis. Sei A < 0. Dann A — A1 = A+ |\|1, also
D(A = A1) =T(4) + A1 =T(B"B) + A Lypeca = [L(B)* +|AI 1 > 0.

Also ist T'(A — A1) invertierbar, also \ ¢ spec A. Also spec A C R,. O

Lemma 3.31. Ist A positiv, dann existiert ein C € C4 positiv mit C?> = A.

Beweis. Wir haben I'(A) € C(spec A C Ry) > 0. Also ist y/I'(A) > 0 und stetig. Setze
C:=T'(/I'(4)),
dann gilt C? = A. O

Satz 3.32 (Spektralsatz fiir normale Operatoren II). Sei A € L(H) normal. Dann
existiert eine Isometrie ® : C(spec A) — L(H), die auch ein x-Homomorphismus ist
und (1 (spec 4)) = Idp erfillt.

® : A — B heifit x-Homomorphismus, falls ®(A*) = $(A)*.

Satz 3.33 (Spektralsatz fiir normale Operatoren III). Sei A € L(H) normal. Dann
existiert ein Mafraum (X, X, 1), der o-endlich ist, sowie eine messbare und beschrinkte
Funktion a : X — C und eine injektive Isometrie ®rrp: H — L?(X, i), sodass

rr1(Ay)(€) = a(§),
Pr11(Ay)(€) = a(é),
Qrrr(ldg y)(§) = @rrr(y)(6)-
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Bemerkung 3.34. Wir kénnen nur halbeinfache Operatoren gut beschreiben. Was tun
mit nicht beschrinkten Operatoren?
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