
Mathematik und PrognoseOder Was sind Di�erentialgleihungen?Teilnehmer:Tobias Berhner Heinrih-Hertz-ObershuleTom Günther Andreas-ObershuleStephan Komossa Herder-ObershuleFelix Ott Herder-ObershuleThomas Shoppe Heinrih-Hertz-ObershuleArthur Wilms Herder-ObershuleGruppenleiter:Urs Kirhgraber Departement Mathematik, ETH ZürihDie Menshen hätten shon immer gern die Zukunft vorher gesehen (vor allem beiguten Aussihten!) � seitenweise Horoskope in Zeitungen und Zeitshriften zeugennoh heute davon. Verlässlihe Prognosen sind nur mit Mitteln der Mathematikmöglih. Dabei spielen so genannte Di�erentialgleihungen und Dynamishe Sys-teme eine zentrale Rolle. Ziel in unserer Arbeitsgruppe war es, dieses Gebietvorzustellen.Naturgemäss erfolgt eine solhe Einführung entlang zweier Stränge: Einerseitsgehören Einführungsbeispiele zum Modellieren mit Di�erentialgleihungen dazu,andererseits eine Einführung in die theoretishe Analyse von Di�erentialgleihun-gen. Hinsihtlih der mathematishen Seite der �Denk�gur Di�erentialgleihung�kann man folgende Aspekte untersheiden: a) Lösungsformeln (in den wenigenFällen, in denen es sie gibt!), b) Computer gestützte Berehnung von Näherungs-lösungen, ) qualitative oder geometrishe Untersuhungen, das heisst der Nah-weis von Eigenshaften von Lösungen aufgrund geometrisher Überlegungen, zumBeispiel durh das Studium des sogenannten �Rihtungsfelds� (bei skalaren Dif-ferentialgleihungen erster Ordnung). Wie der Beriht zeigt, haben wir uns mitdiesen und weiteren Aspekten etwas befasst.
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1 EinführungWer den Begri� der Ableitung einer Funktion kennt, kann verstehen, was eineDi�erentialgleihung ist. Eine Di�erentialgleihung (kurz DGl) ist eine Bezie-hung zwishen einer (unbekannten) Funktion und ihrer Ableitung. Die Funktionheisse zum Beispiel y(x) und y′(x) bezeihne ihre (erste) Ableitung. Hier sinddrei Beispiele:a) y′(x) = y(x), b) y′(x) = (y(x))2, ) y′(x) = (y(x))2 − x. (1)In Beispiel (1) a) geht es somit um die Frage nah Funktionen y, die gleihihrer Ableitung sind. Aus der Di�erentialrehnung weiss man, dass die Funktion
y(x) = ex diese Eigenshaft hat, wobei e die Eulershe Zahl bezeihnet. Aber esgibt noh weitere solhe Funktionen: Auh 5ex, oder −3.6ex löst die Dgl 1 a),und allgemeiner jede Funktion aus der Familie

y(x) = c ex, (2)wobei man für c eine beliebige Zahl einsetzen darf. (2) heisst 1-parametrige Lö-sungsshar der DGl (1) a). Mit (2) ist die allgemeine Lösung der DGl (1) a)gefunden. Das heisst: Es gibt keine weiteren Lösungen. Oder anders ausgedrükt:Jede Lösung der DGl (1) a) ist eine aus der Shar (2). Speziell sei auf den Fall
c = 0, das heisst auf die Lösung y(x) = 0 (für alle x) hingewiesen.Auh die DGl (1) b) hat ein 1-parametrige Lösungsshar:

y(x) =
c

1 − cx
. (3)Man �ndet sie durh sogenannte �Separation der Variablen� oder bequemer, wennman ein geeignetes Computer-Algebra-System (CAS) benutzt, etwa Mathematiaoder Maple. Dass (3) für jede Wahl der Zahl c tatsählih Lösung ist, ver�ziertman durh Einsetzen in (1) b).Befragt man Mathematia zur DGl (1) ), erhält man einen mehrzeiligen For-melhaufen, der sogenannte höhere transzendente Funktionen, nämlih Bessel-Funktionen, enthält. Und wenn man in (1) ) das Quadrat durh die dritte odervierte Potenz ersetzt, also die DGl y′(x) = (y(x))3 − x oder y′(x) = (y(x))4 − xbetrahtet, ist auh Mathematia ratlos und gibt anstelle einer Antwort einfahdie DGl zurük.Man vermutet daher, dass es shwierig oder gar unmöglih sein dürfte, Lösungs-formeln für Di�erentialgleihungen zu �nden, abgesehen von ganz einfahen Fäl-len. Es stellt sih daher die Frage, ob es irgend eine Alternative zu Lösungsformeln36



gibt? Aber noh vorher wird man sih fragen, ob es denn gute Gründe gibt, Dif-ferentialgleihungen zu untersuhen!Tatsählih sind Di�erentialgleihungen höhst anwendungsrelevant! Wenn es umwissenshaftlih begründete Prognosen geht, beruhen diese meist auf sogenann-ten �Di�erentialgleihungsmodellen�. Das tri�t insbesondere auf das vielleiht be-kannteste Beispiel zu: Wetterprognosen. Das Erstellen von Wetterprognosen istallerdings ein zu komplexes Unterfangen, als dass sih die Arbeitsgruppe damithätte auseinander setzen können. Um immerhin das Modellieren von Prozessenmit Di�erentialgleihungen zu illustrieren, beshreiben wir in Abshnitt 2 das ver-gleihsweise einfahe Beispiel, mit dem wir uns befasst haben. In den Abshnitten3-5 geht es um die mathematishe Seite der �Denk�gur Di�erentialgleihung�. InAbshnitt 3 ist das Thema �Näherungslösungen�. In Abshnitt 4 wird quasi die�Grethen-Frage� gestellt: Woher wissen wie überhaupt, dass eine Di�erentialglei-hung Lösungen hat, wenn keine Lösungsformeln bekannt sind, oder es womöglihgar keine gibt? In Abshnitt 5 geshieht ein (typishes) mathematishes Wunder:Lösungen, die man niht kennt, werden einige ihrer Geheimnisse entrissen! Wiekamen die Di�erentialgleihungen auf die Welt? Mit Newtons Theorie der Bewe-gung starteten sie fulminant. Der letzte Abshnitt orientiert ein wenig darüber.2 Modellieren mit Di�erentialgleihungenBetrahten Sie die in Abbildung 1 skizzierte �tehnishe Anlage�1. Sie besteht auszwei Behältern, die je 100 Liter fassen und zu Beginn, das heisst zum Zeitpunkt
t = 0, ganz mit Wasser gefüllt sind. Ab Zeitpunkt t = 0 beginnt Farbsto� inBehälter 1 einzu�iessen und zwar 1 Liter pro Minute. Ebenfalls ab t = 0 beginntWasser in Behälter 2 einzu�iessen, auh mit einer Rate von 1 Liter pro Minu-te. Beide Behälter sind mit einem Rührwerk ausgerüstet, sodass das jeweiligeGemish aus Farbsto� und Wasser jederzeit praktish homogen ist, das heisstdie Farbsto�konzentration ist im entsprehenden Behälter überall gleih. Weiter�kommunizieren� die beiden Behälter miteinander. Das heisst: Von Gemish 1 inBehälter 1 �iessen pro Minute 4 Liter in den Behälter 2 hinüber, und umgekehrt�iessen pro Minute 3 Liter von Gemish 2 aus Behälter 2 in den Behälter 1.Shliesslih werden aus Behälter 2 pro Minute 2 Liter von Gemish 2 abgepumpt.Der Prozess verläuft o�enbar so, dass die beiden Behälter stets gerade voll ge-füllt sind. Die Aufgabe besteht darin, den Prozessverlauf zu prognostizieren. Dasheisst folgendes. Es bezeihne x(t) die Anzahl Liter Farbsto� in Behälter 1 zurZeit t und, analog, y(t) die Anzahl Liter Farbsto� in Behälter 2 zur Zeit t. Lassensih die Funktionen x(t), y(t) prognostizieren?1nah: G. Fulford, P. Forrester, A. Jones: �Modelling with Di�erential and Di�erene Equa-tion�, 1997. 37



  Gemisch 1

(gut gerührt)

Behälter 1

     100 l
Behälter 2

     100 l

 Gemisch 2

(gut gerührt)

Farbstoff

 1 l/min
Wasser

1 l/min

Gemisch 1

  4 l/min

Gemisch 2

  3 l/min

Gemisch 2

  2 l/minAbbildung 1: Eine �tehnishe Anlage�Es wird sih gleih herausstellen, dass sih für die beiden gesuhten FunktionenDi�erentialgleihungen aufstellen lassen. Dazu wird sowohl für Behälter 1, wie fürBehälter 2 eine Farbsto�bilanz aufgestellt. In beide Behälter tritt ja fortwährendFarbsto� ein und aus. Zu berüksihtigen ist dabei, dass der Farbsto�gehalt inden beiden Behältern sih andauernd ändert. Das veranlasst einem, wie folgtvorzugehen. Betrahten Sie das (kurze) Zeitintervall zwishen den Zeitpunkten tund t + ∆, also
[t, t + ∆].Dabei sei ∆ eine kleine positive Zahl2. Klein bedeutet: so klein, dass sih dieFunktionen x(t) und y(t) während des Zeitintervalls [t, t + ∆] nur unwesentlihverändern.Dann kann man eine ungefähre Bilanz für den Farbsto�gehalt in den beiden Be-hältern wie folgt ziehen. Beginnen wir mit Behälter 1. Zur Zeit t beträgt die indiesem Behälter vorhandene Farbsto�menge x(t) Liter. Im betrahteten Zeitin-tervall werden 1 · ∆ Liter Farbsto� von aussen zugeführt (wenn ∆ = 1

10
Minutebeträgt also 0.1 Liter, usw.). Indem aus Behälter 2 pro Minute 3 Liter Gemish 2in Behälter 1 hinüber �iesst gelangt zusätzlih Farbsto� in Behälter 1. Wieviel?Die Shwierigkeit ist, dass die Farbsto�konzentration in Gemish 2, das heisstdie Grösse y(t)

100
(also die Anzahl Liter Farbsto�, die in einem Liter von Gemish 2zur Zeit t vorhanden ist) sih ständig ändert, also auh im Zeitintervall [t, t+∆].2Die Masseinheit von ∆ ist, wie diejenige von t, die Minute.38



Wenn nun aber ∆ klein gewählt wird in dem oben angedeuteten Sinn, dann kannman davon ausgehen, dass die Farbsto�konzentration im Gemish 2 während desgesamten Zeitintervalls von t bis t+∆ jedenfalls ungefähr den Wert y(t)
100

hat. Unddiese Annahme ist umso berehtigter, je kleiner ∆ gewählt ist. Daher lässt sihsagen, dass im kurzen Zeitintervall [t, t + ∆] aus Behälter 2 ungefähr die Menge
3 · y(t)

100
· ∆Liter Farbsto� in den Behälter 1 �iesst: In 3 Litern Gemish 2 beträgt der Farb-sto�anteil 3 · y(t)

100
, im Zeitintervall der Länge ∆ tritt davon der Anteil 3 · y(t)

100
· ∆in Behälter 1 ein.Eine ganz analoge Überlegung führt zum Shluss, dass im Zeitintervall [t, t + ∆]ungefähr die Farbsto�menge

4 · x(t)

100
· ∆aus Behälter 1 aus- und in Behälter 2 eintritt. Das führt zu folgender approxima-tiven Bilanz für die Anzahl Liter x(t + ∆) Farbsto� am Ende des Zeitintervalls

[t, t + ∆] in Behälter 1:
x(t + ∆) ≈ x(t) + 1 · ∆ + 3 · y(t)

100
· ∆ − 4 · x(t)

100
· ∆.Indem man auf beiden Seiten x(t) subtrahiert und die (approximative) Gleihungdurh ∆ dividiert, erhält man

x(t + ∆) − x(t)

∆
≈ −4 · x(t)

100
+ 3 · y(t)

100
+ 1.Da die approximative Bilanz umso genauer ist, je kleiner ∆ gewählt ist, wird manjetzt ∆ gegen 0 streben lassen und unter Berüksihtigung von

lim
∆→0

x(t + ∆) − x(t)

∆
= ẋ(t)folgende Di�erentialgleihung postulieren:

ẋ(t) = −4 · x(t)

100
+ 3 · y(t)

100
+ 1. (4)Dabei bezeihnet ẋ(t) die Ableitung der Funkion x(t) nah t.Analoge Überlegungen am Behälter 2 führen zur zweiten DGl

ẏ(t) = 4 · x(t)

100
− 5 · y(t)

100
. (5)39



Zusammenfassend haben wir nun zwei Di�erentialgleihungen für die beiden in-teressierenden Funktionen x(t), y(t) gefunden:
{

ẋ(t) = −0.04 x(t) + 0.03 y(t) + 1
ẏ(t) = 0.04 x(t) − 0.05 y(t).

(6)Sie bilden ein sogenanntes Di�erentialgleihungssystem, denn mathematish be-steht die Aufgabe darin, Funktionenpaare x(t), y(t) zu �nden, die beide Di�eren-tialgleihungen gleihzeitig erfüllen.Da das DGl-System (6) linear und inhomogen ist, lassen sih Lösungsformelnherleiten. Das haben wir in der Gruppe getan und folgendes Resultat gefunden,dessen Herleitung weiter unten durhgeführt wird:
{

x(t) = c1 e−0.01 t − 0.03 c2 e−0.08 t + 62.5
y(t) = c1 e−0.01 t + 0.04 c2 e−0.08 t + 50.0.

(7)Dabei sind c1, c2 beliebig wählbare Zahlen. Das heisst: Das DGl-System (6) hateine 2-parametrige Lösungsshar. Man kann c1, c2 so wählen, dass vorgegebeneAnfangsbedingungen erfüllt werden. Da angenommen ist, dass die beiden Behäl-ter zur Zeit t = 0 mit Wasser gefüllt sind, lauten die Anfangsbedingungen:
x(0) = 0, y(0) = 0. (8)Damit die Formeln (7) die Bedingungen erfüllen muss gelten:

c1 ≈ −57.1429, c2 ≈ 178.571. (9)Aus den Formeln (7) lässt sih leiht das Langzeitverhalten der Funktionen x(t),
y(t) ablesen:

x(t) → 62.5, y(t) → 50 für t → ∞. (10)Das bedeutet: Im Laufe der Zeit stellt sih ein Gleihgewiht ein, i.e. die Menge anFarbsto� beträgt im Behälter 1 nah genügend langer Zeit praktish fortwährend62.5 Liter, in Behälter 2 praktish fortwährend 50 Liter. Tatsählih stellt dasZahlenpaar (62.5, 50)T eine spezielle Lösung des Systems (6) dar: Man erhält sieaus der Lösungsshar (7), indem man c1 = c2 = 0 setzt. Man erhält sie aber auhdirekt aus dem DGl-System (6), wenn man fragt, ob dieses System konstanteLösungen habe, das heisst Lösungen der Form
x(t) = X, y(t) = Y für alle t, (11)wobei X, Y geeignet zu wählende Zahlen sind. X, Y müssen o�enbar Lösung desgewöhnlihe Gleihungssystems

{

−0.04 X + 0.03 Y + 1 = 0
0.04 X − 0.05 Y = 0

(12)40



sein.Die Funktionen xh(t) := x(t) − 62.5, yh(t) := y(t) − 50 shliesslih bilden die 2-parametrige Lösungsshar des zu (6) gehörigen sogenannten homogenen Systems:
{

ẋh(t) = −0.04 xh(t) + 0.03 yh(t)
ẏh(t) = 0.04 xh(t) − 0.05 yh(t).

(13)Man erhält sie durh den auf Euler zurük gehenden Ansatz
xh(t) = x̃ eλt, yh(t) = ỹ eλt. (14)Dabei bezeihnen x̃, ỹ, λ geeignet zu wählende Zahlen. Führt man den Euler-Ansatz (14) in das DGl-System (13) ein, erhält man folgendes homogenes Glei-hungssystem für die beiden Unbekannten x̃, ỹ:

{

(−0.04 − λ)x̃ + 0.03ỹ = 0
0.04x̃ + (−0.05 − λ)ỹ = 0.

(15)Dieses Gleihungssystem hängt vom Parameter λ ab - und das ist gut so, denndas homogene System (15) hat dann und nur dann von x̃ = 0, ỹ = 0 vershiede-ne Lösungen, wenn die Determinante der Koe�zientenmatrix vershwindet, dasheisst, wenn
(−0.04 − λ)(−0.05 − λ) − 0.03 · 0.04 = 0 (16)gilt. Umgeformt lautet (16)

λ2 + 0.09λ + 0.0008 = 0. (17)Die Lösungen von (17) sind λ1 = −0.01, λ2 = −0.08. Damit sind die Exponentenin den Lösungen (7) erklärt. Setzt man λ = λ1, bzw. λ = λ2 im homogenenlinearen Gleihungssystem (15) ein, erhält man die Lösungsshar (x̃, ỹ) = (c1, c1)bzw (x̃, ỹ) = (−0.03 c2, 0.04 c2), wobei c1, bzw. c2 beliebig wählbare Zahlen sind.Shliesslih bemerkt man folgendes: Sind (x
(1)
h (t), y

(1)
h (t)) und (x

(2)
h (t), y

(2)
h (t)) zweiLösungen des linearen homogenen DGl-Systems (13), dann löst auh ihre �Sum-me� (x

(1)
h (t) + x

(2)
h (t), y

(1)
h (t) + y

(2)
h (t)) das DGl-System (13). Das erklärt, dass

(xh(t), yh(t)) = (c1 e−0.01 t − 0.03 c2 e−0.08 t, c1 e−0.01 t + 0.04 c2 e−0.08 t)2-parametrige Lösungsshar des homogenen Systems (13) ist.Shliesslih noh zu ein paar Bezeihnungen. Eine Aufgabe des Typs (15) heisstEigenwertproblem. Die Lösungen λ1,2 der quadratishen Gleihung (17) heissenEigenwerte, und die Funktion auf der linken Seite von Gleihung (17) nennt manharakteristishes Polynom. 41



3 Numerishe LöserWie man den Ausführungen im ersten Abshnitt entnimmt, ist davon auszugehen,dass es für die meisten interessierenden Di�erentialgleihungen keine Lösungsfor-meln gibt.Ein gewisser Ausweg sind numerishe Lösungsverfahren, sogenannte numerisheLöser. Sie gestatten, zu einer gegebenen Di�erentialgleihung und einer gegebe-nen Anfangsbedingung ein Stük der Lösung approximativ zu berehnen. Nehmenwir, um etwas Konkretes vor Augen zu haben, die DGl (1) ) mit einer Anfangs-bedingung:
y′(x) = (y(x))2 − x, y(0) = 0.5. (18)Gesuht ist also die Funktion y(x), die die DGl (18) und die Bedingung y(0) = 0.5erfüllt. Eine Di�erentialgleihung, zusammen mit einer Anfangsbedingung, nenntman übrigens ein Anfangswertproblem, abgekürzt AWP3. Numerishe Lösungsver-fahren können immer nur für ein endlihes Intervall der unabhängigen Variablen,hier x, benutzt werden. Wählen wir etwa das Intervall [0, 2]. Das heisst, es soll

y(x) für
x ∈ [0, 2] (19)approximiert werden. Wie?Wenn man von einer Funktion y(x) den Wert an einer Stelle x0 kennt, sowie denWert ihrer Ableitung y′(x) an derselben Stelle, also y′(x0), so kann man dieseInformation nutzen, um y(x) an Stellen x in der Nähe von x0 zu approximieren.Es gilt

y(x) ≈ ℓ(x) = y(x0) + y′(x0)(x − x0). (20)Dabei approximiert die lineare Funktion ℓ die Funktion y umso besser, je näher
x bei x0 liegt. Geometrish gesprohen bedeutet die Approximation (20): DerGraph von y wird in der Nähe des Punktes (x0, y(x0)) durh seine Tangente indiesem Punkt approximiert.Als Beispiel betrahte man die Funktion y(x) = ln x und x0 = 1. Wegen ln 1 = 0,
(ln x)′ = 1

x
folgt ℓ(x) = x− 1. Abbildung 2 zeigt die Graphen von ln x und x− 1für x ∈ [0.5, 1.5].Kehren wir zum Problem (18) zurük. Setzen wir x0 = 0 und approximierenwir die Lösung y(x) von (18) gemäss (20). Der Wert von y(x0) = y(0) ist durhdie Problemstellung gegeben: Es gilt y(x0) = y(0) = 0.5. Die Pointe ist, dass3Hier einige englishe Bezeihnungen: gewöhnlihe Di�erentialgleihung=ordinary di�e-rential equation, Anfangswert(e)=initial value(s) oder initial ondition(s), Anfangswertpro-blem=initial value problem, Löser=solver, Shritt oder Shrittweite=step or stepsize.42
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Abbildung 2: Vergleih des Graphen von ln x und der Linearisierung ℓ(x) = x−1an der Stelle x0 = 1.man y′(x0) = y′(0) mit Hilfe der Di�erentialgleihung (18) bestimmen kann. DieDi�erentialgleihung soll ja für alle Werte von x erfüllt sein, also gilt speziell,wenn man x = x0 wählt:
y′(x0) = (y(x0))

2 − x0 = (y(0))2 − 0 = (0.5)2 − 0 = 0.25.Das heisst: Der Graph der gesuhten Lösung y von (18) geht durh den Punkt
(0, 0.5) und seine Tangente hat in diesem Punkt die Steigung 0.25.Approximieren wir y(x) für Werte von x in der Nähe von x = x0 = 0 gemäss(20), erhalten wir

y(x) ≈ y(x0) + y′(x0)(x − x0) = 0.5 + 0.25 x. (21)Nun gilt es zu entsheiden, in welhem Intervall man die Approximation (21)akzeptieren will. Benutzen wir (21) zum Beispiel4 für
x ∈ [0, 0.4].Dann erhalten wir aus (21) folgende Approximation für y(0.4)

y(0.4) ≈ 0.5 + 0.25 · 0.4 = 0.6 =: y1. (22)Versuhen wir nun in ähnliher Weise die Lösung y(x) von (18) im Intervall
x ∈ [0.4, 0.8]zu approximieren. Wenden wir (20) für x0 = 0.4 an folgt:

y(x) ≈ y(0.4) + y′(0.4)(x − 0.4). (23)4Diese Wahl ist ziemlih willkürlih. Es wird sih bald zeigen, dass das Intervall viel zu grossist, wenn man eine einigermassen gute Approximation habe möhte.43



Das Problem besteht nun darin, dass der Wert von y(0.4) niht bekannt ist (imGegensatz zum Wert von y(0) = 0.5 im ersten Shritt). Immerhin ist aus (22)eine Approximation für y(0.4) bekannt: y(0.4) ≈ y1 = 0.6. Also wird man nolensvolens diese benützen. Dann folgt aus (23)
y(x) ≈ y1 + (y2

1 − 0.4)(x − 0.4) = 0.6 − 0.04 (x− 0.4) = 0.616 − 0.04 x. (24)Dabei wurde folgende Näherung für die Ableitung y′(0.4) verwendet
y′(0.4) = y(0.4)2 − 0.4 ≈ y2

1 − 0.4 = 0.62 − 0.4 = −0.04.Aus (24) erhält man die folgende Approximation für y(0.8):
y(0.8) ≈ 0.616 − 0.04 · 0.8 = 0.584 =: y2. (25)Fährt man in analoger Weise fort, erhält man 5 lineare Funktionen, die zusam-men die gesuhte Lösung y(x) von (18) auf dem Intervall [0, 2] approximieren.Abbildung 3 zeigt die graphishe Darstellung.Die gerade beshriebene Methode zur approximativen Berehnung der Lösungeiner Di�erentialgleihung heisst Euler-Verfahren oder Euler-Cauhy-Polygonzug-Verfahren oder (moderner!) Euler-Cauhy-Löser.
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-Abbildung 3: Euler-Cauhy-Polygonzug-Verfahren, angewandt auf y′(x) =
(y(x))2 − x, y(0) = 0.5, fünf Shritte der Länge 0.4.Man wird erwarten, dass die gefundene Approximation niht sehr genau ist, da dieShritte der Länge 0.4 reht gross sind. Wenn man einen Rehner zur Verfügunghat, ist es kein Problem die Shrittlänge zu verkleinern, bzw. die Anzahl der fürdas Intervall [0, 2] verwendeten Shritte zu vergrössern. Abbildung 4 zeigt dasResultat. Zwishen den Polygonzügen (4), Shrittlänge 0.04, und (5) Shrittlängeira 0.007, ist der Untershied nur noh sehr gering und im Rahmen der gezeigtenGra�k ist kaum noh auszumahen, dass es sih niht um eine glatte Kurve,sondern um einen (naturgemäss �geknikten�) Polygonzug handelt. So wird manvermuten, dass sih die Approximation (5) kaum noh von der (exakten) Lösungdes AWP (18) untersheidet. 44
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Abbildung 4: Euler-Cauhy-Polygonzüge für das AWP y′ = y2−x, y(0) = 0.5 mit
(1) : 5, (2) : 10, (3) : 20, (4) : 50, (5) : 300 Shritten für das x-Intervall [0, 2].Bemerkungen1. Das Eulerverfahren kann mutatis mutandis auf Systeme von beliebig vielenDi�erentialgleihungen erweitert werden.2. Das Eulerverfahren ist vergleihsweise ine�zient. Das heisst, man muss dieShritte im allgemeinen shon sehr klein wählen, um hohe Genauigkeit zu errei-hen. Aus diesem Grund wurden e�zientere Solver entwikelt. Der Shlüssel dazusind Verbesserungen der Näherung (20) durh sogenannte Taylorpolynome. Unterder Approximation der Funktion y(x) durh das Taylorpolynom 2. Grades an derStelle x0 versteht man folgende Näherung5

y(x) ≈ y(x0) + y′(x0)(x − x0) +
1

2
y′′(x0)(x − x0)

2. (29)In der sogenannten Taylortheorie beweist man, dass die Approximation (29) tat-5Eine heuristishe Begründung für die angegebene Formel erhält man wie folgt. Die Nähe-rung (20) angewandt auf y′(x) (statt y(x)!) ergibt:
y′(x) ≈ y′(x0) + y′′(x0)(x − x0). (26)Gilt für zwei Funktionen f, g in einem Intervall [x0, x1]

f(x) ≈ g(x) (27)folgt daraus
∫

x

x0

f(x) dx ≈
∫

x

x0

g(x) dx für x ∈ [x0, x1], (28)wie man sih anhand der Interpretation des Integrals als Flähe überzeugt, wobei man allerdingsdamit rehnen muss, dass die Näherung (28) umso ungenauer ist, je grösser x−x0 ist. Angewandtauf (26) erhält man (29). 45



sählih genauer ist als die Approximation (20), falls x genügend nahe bei x0liegt.Die Euler-Methode beruht darauf, dass man y′(x0) aus der Di�erentialgleihungberehnen kann, wenn man y(x0) kennt. Kann man auh y′′(x0) berehnen? DieAntwort ist ja. Man kann ja die Di�erentialgleihung di�erenzieren! Betrahtenwir wieder y′(x) = (y(x))2 − x. Unter Verwendung der Kettenregel folgt:
y′′(x) = 2 y(x) y′(x) − 1.Damit ist klar, wie man y′′(x0) aus der Kenntnis von y(x0) berehnet:

y′(x0) = (y(x0))
2 − x0, y′′(x0) = 2 y(x0) y′(x0) − 1.Das Euler-Verfahren ist ein Verfahren 1. Ordnung, das gerade beshriebene Ver-fahren ein Verfahren 2. Ordnung. Der Grund: halbiert man bei einem Verfahren1. Ordnung die Shrittweite, halbiert sih auh der Fehler der Approximation (un-gefähr). Halbiert man hingegen bei einem Verfahren 2. Ordnung die Shrittweite,reduziert sih der Fehler der Approximation auf (ungefähr) einen Viertel.Di�erentialgleihungen zu di�erenzieren (womöglih mehrfah, um Verfahren 3.,4., ... Ordnung zu gewinnen) wird allenfalls bei einfahen Di�erentialgleihungenpraktiziert. Verbreitet sind jedoh Verfahren, die diesen Shritt umgehen. Die Ideeist, Ableitungen durh Di�erenzenquotienten zu approximieren. Man erhält so imeinfahsten Fall das Verfahren von Euler-Heun und mit etwas mehr Aufwand diesogenannten Runge-Kutta-Verfahren.Die Entwiklung von Verfahren mit untershiedlihen Eigenshaften und derenUntersuhung ist ein wihtiges Teilgebiet der sogenannten Numerishen Mathe-matik.4 Keine Lösungsformeln und doh Lösungen � Ei-ne ParalleleFür die Di�erentialgleihung y′(x) = (y(x))2 − x liefert das Computer-Algebra-System Mathematia eine, wenn auh komplizierte, Lösungsformel, wie shon imersten Abshnitt mitgeteilt wurde. Für y′(x) = (y(x))3 − x, y′(x) = (y(x))4 − x,usw., jedoh ist auh Mathematia ratlos und gibt statt einer Lösungsformeleinfah die Di�erentialgleihung zurük. Das heisst niht unbedingt, dass es fürdiese Di�erentialgleihungen keine Lösungsformeln gibt: Es könnte sein, dass sienoh niht entdekt wurden. Aber wie auh immer: Ob allfällige Lösungsformeln46



niht bekannt sind, oder ob es sie gar niht gibt (wobei zu präzisieren wäre, wasmit dem Begri� �Formel� gemeint ist): Die Situation ist unbefriedigend!Shon früher hatte es in der Mathematik ein ähnlihes Problem gegeben im Zu-sammenhang mit Polynom-Gleihungen, also Gleihungen des Typs
xn + an−1 xn−1 + an−2 xn−2... + a1 x + a0 = 0. (30)Dabei ist n eine natürlihe Zahl und a0, a1, ..., an−1, die sogenannten Koe�zienten,sind als vorgegebene Zahlen zu denken. Für n = 1 ist (30) eine lineare Gleihungund leiht zu lösen. Für n = 2 ist die Gleihung quadratish: Die Lösungsformelkennt jeder aus dem Mathematikunterriht. Ähnlihe, wenn auh ziemlih kom-plizierte Lösungsformeln für die Gleihungen dritten und vierten Grades, also für

n = 3 und n = 4, wurden im 16. Jahrhundert von italienishen Mathematikernentdekt. Die Suhe nah Lösungsformeln für n > 4 blieb dann aber erfolglosund um 1826 gelang es dem norwegishen Mathematiker N. H. Abel zu bewei-sen, dass es solhe Formeln niht gibt. Aber dieses negative Ergebnis bedeutetkeineswegs, dass Gleihungen des Typs (30) keine Lösungen hätten. Shon in sei-ner Dissertation von 1799 hat der grosse deutshe Mathematiker C. F. Gaussnämlih bewiesen, dass Polynom-Gleihungen in den komplexen Zahlen immerLösungen haben6. Man nennt dieses Ergebnis daher auh Satz von Gauss. Eineandere gängige Bezeihnung ist Fundamentalsatz der Algebra.Der Satz von Gauss ist ein typishes Beispiel eines sogenannten Existenzsatzes.Betrahten wir als einfaheres, aber durhaus verwandtes Beispiel, die Gleihung
x2 − 2 = 0. (31)Viele Shüler würden sagen: Diese Gleihung hat die Lösungen √

2 und −
√

2, undan dieser Antwort ist auh etwas dran. Holen wir etwas aus.Shon früh lernt man die (wunderbaren!) rationalen Zahlen kennen, also die Zah-len der Form
p

q
,wobei p eine ganze Zahl, q eine natürlihe Zahl (ungleih 0) bezeihnet. Es istwunderbar einfah zwei rationale Zahlen zu addieren, die eine von der anderenzu subtrahieren, sie miteinander zu multiplizieren und selbst die Division ist6 Genau genommen war dieser Beweis noh niht ganz shlüssig. Die Lüke wurde erst überhundert Jahre später vom Shweizer Mathematiker A. Ostrowski geshlossen. Gauss hat jedohin seinem Leben noh weitere Beweise für diesen Satz gegeben, die vollständig waren. Gausswar sih zweifellos bewusst, dass ein einziger Beweis ausreiht, um einen mathematishen Sah-verhalt ein für allemal zu sihern. Wenn er bei diesem Thema gleih mehrere Wege aufzeigte,so demonstriert das, welhe Bedeutung er dem Satz beimass.47



ausgesprohen einfah. Allerdings: Keine rationale Zahl erfüllt die Gleihung (31):Der Zahlenvorrat der rationalen Zahlen ist zu klein!Eine Möglihkeit ist, den Zahlenvorrat minimal zu erweitern und das Zeihen √
2�hinzuzufügen�. Weil man in dem erweiterten Zahlenvorrat auh wieder addieren,subtrahieren, multiplizieren und dividieren können möhte und die gewohntenRehenregeln gelten sollen, wird man auf die folgende Zahlmenge geführt:

{a + b
√

2 | a, b rationale Zahlen}. (32)Das ist, könnte man vereinfaht sagen, der algebraishe Standpunkt.Die Alternative ist der analytishe Standpunkt. In der Shule lernt man die ratio-nalen Zahlen auf der sogenannten Zahlengeraden durh Punkte darzustellen. Da-bei zeigt sih erst reht, dass es sih bei den rationalen Zahlen um einen vergleihs-weise kleinen Zahlbestand handelt. Obwohl in jedem noh so kleinen Intervall aufder Zahlengeraden unendlihe viele Punkte rationalen Zahlen entsprehen, ist dieZahl der �Löher� noh viel grösser. Das heisst: Es gibt in jedem (noh so kleinen)Intervall auf der Zahlengeraden enorm viele Punkte, die niht rationalen Zahlenentsprehen! Nur mit den Punkten die rationalen Zahlen entsprehen �besetzt�,ist die Zahlengerade �hohgradig porös�!Das Problem wird mit der Ersha�ung der reellen Zahlen behoben: Jeder reellenZahl entspriht ein Punkt auf der Zahlengeraden und umgekehrt, jedem Punktauf der Zahlengeraden entspriht eine reelle Zahl.Dass die Konstruktion der reellen Zahlen gelingt, ist niht selbstverständlih underfordert ein Stük harter mathematisher Arbeit. Die Konstruktion muss ja auhsiher stellen, dass man reelle Zahlen addieren, subtrahieren, multiplizieren unddividieren kann und zwar so, dass die üblihen Rehengesetze (die beiden kom-mutativen und assoziativen Gesetze und das Distributiv-Gesetz) gelten. Fernermüssen die rationalen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen weiterhin vorhan-den sein und �alte� und �neue� Operationen müssen sih auf dieser Teilmengeentsprehen. Wir können hier niht weiter auf diese Konstruktion eingehen, be-rufen uns aber darauf, dass sie möglih ist. Die herausragende Eigenshaft derreellen Zahlen ist, dass sie die Zahlengerade �füllen�. Diese Eigenshaft heisstsinnigerweise Vollständigkeit.Nah dem Gesagten könnte man hinsihtlih der Lösbarkeit der Gleihung (31)wie folgt argumentieren. Man betrahtet den Graphen G der Funktion f(x) =
x2 − 2 über dem Intervall I = [0, 2]. Weil die reellen Zahlen im Intervall I keineLüken lassen, ist auh der Graph G ein Kurvenstük ohne Lüken, das überdies48



den Punkt P0 = (0,−2) �kontinuierlih� 7 mit dem Punkt P1 = (2, 2) verbindet.Da P0 unterhalb, P1 oberhalb der x-Ahse liegt, muss G die x-Ahse zwishen
x = 0 und x = 2 shneiden. Die reelle Zahl, die diesem Shnittpunkt entspriht,ist die gesuhte Lösung8 der Gleihung (31).Ist das ein Beweis? Viele Generationen von Mathematikern im 17. und 18. Jahr-hundert wären mit einer solhen Argumentation zweifellos zufrieden gewesen. Wieshon der Hinweis auf eine gewisse Unvollkommenheit im Beweis des Fundamen-talsatzes der Algebra von Gauss in seiner Dissertation von 1799, siehe Fussnote 6,zeigt, unterliegt auh die Beurteilung der Qualität von mathematishen Beweiseneiner gewissen Geshihtlihkeit. In einer heutigen Analysis-Vorlesung für ange-hende Mathematikerinnen und Mathematiker würde man sih mit der gegebenenErklärung niht begnügen. Dabei geht es niht um Bekmesserei, sondern darum,tragfähige Grundlagen für die Weiterentwiklung der Mathematik zu sha�en.Dass es intellektuell überaus reizvoll � wenn auh keineswegs einfah � ist, einenBezugsrahmen zu sha�en, in dem über die Dinge sehr genau nahgedaht werdenkann, sheint für Nihtmathematiker (leider!) kaum nahvollziehbar zu sein.Wie würde ein heute akzeptabler Beweis für die Aussage: �Gleihung (31) hat inden positiven reellen Zahlen eine Lösung� aussehen? Hier ist eine Skizze. Einewihtige Rolle spielen Zahlfolgen, das heisst (unendlihe) Folgen reeller Zahlen9:

a0, a1, a2, a3, ... (33)Mitunter sheinen solhe Zahlfolgen immer mehr einer gewissen Zahl zuzustreben.Hier ist ein Beispiel10:
2, 2.5, 2.66... , 2.7083... , 2.7166... , 2.718055... , 2.718253... , 2.718278...,

... , 2.718281... , ...Um dieses Phänomen handhabbar zu mahen werden die Begri�e Konvergenzeiner Zahlfolge und Grenzwert einer Zahlfolge11 de�niert und das Zeihen
lim

n→∞

aneingeführt, um den Grenzwert a der Folge (an)n=0,1,2,... zu bezeihnen12. Ohne aufDetails einzugehen, sei auf folgenden subtilen, aber wihtigen Punkt hingewiesen.In einem ersten Shritt de�niert man, was gemeint ist, wenn man sagt:7Das heisst: ohne �zu springen�.8Dass die Gleihung (31) nur eine positive Lösung hat, folgt zum Beispiel so: Hätte siezwei x1, x2, würde x2

1
− x2

2
= 0, das heisst: (x1 − x2)(x1 + x2) = 0 gelten, woraus, wegen

x1 > 0, x2 > 0, sofort x1 = x2 folgen würde.9Dafür wird kompakter auh (an)n=0,1,2,... geshrieben.10Das Bildungsgesetz ist an = 1 + 1/1! + 1/2! + ... + 1/n!11Statt von Grenzwert spriht man auh vom Limes einer Zahlfolge.12Falls er existiert! 49



�Die Zahlfolge (an)n=0,1,2,... konvergiert gegen die Zahl a.�Im zweiten Shritt de�niert man sodann:�Die Zahlfolge (an)n=0,1,2,... konvergiert , wenn es eine Zahl13 a gibt, gegen diedie Folge (an)n=0,1,2,... konvergiert.�Der entsheidende Untershied: Im ersten Shritt weiss man, gegen welhe Zahldie Folge strebt. Die zweite Aussage hingegen ist (nur) eine Existenzaussage. Manweiss nur: Die Folge strebt gegen eine gewisse Zahl, die man aber niht kennt!Man kann als nähstes die Eigenshaften der neuen Begri�e studieren. Beispiels-weise kann man folgende Behauptungen beweisen. Sind
(an)n=0,1,2,... und (bn)n=0,1,2,...Zahlfolgen mit Grenzwert a, bzw. b, dann konvergieren die Zahlfolgen

(an + bn)n=0,1,2,..., (an − bn)n=0,1,2,..., (an · bn)n=0,1,2,... (an/bn)n=0,1,2,...und ihre Grenzwerte sind a+b, a−b, a·b, a/b, wobei im letzten Fall vorausgesetztwerden muss, dass die bn und b von 0 vershieden sind.Eine wihtige Frage ist die nah möglihst handhabbaren Kriterien für die Kon-vergenz von Zahlfolgen. An dieser Stelle spielt die Vollständigkeit der reellen Zah-len eine wihtige Rolle. Ein sehr nützlihes solhes Kriterium ist das folgende. Essei (an)n=0,1,2,... eine monoton fallende und beshränkte Zahlfolge, das heisst, esgelte einerseits
a0 ≥ a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ a4 ≥ ... ,und andererseits gebe es eine Zahl A, sodass alle Glieder der Folge niht kleinerals A sind. Das heisst, es gilt

a0 ≥ A, a1 ≥ A, a2 ≥ A, a3 ≥ A, ...Dann konvergiert die Folge (an)n=0,1,2,....Kehren wir endlih wieder zur Gleihung (31) zurük:
x2 − 2 = 0. (34)Geometrish interpretiert stellt sie die Frage nah der Seitenlänge eines Quadratsder Flähe 2. Sei x0 eine Näherung an die gesuhte Zahl, zum Beispiel x0 = 3

2
.13Ein Folge kann niht gegen zwei vershiedene Zahlen konvergieren. Es gibt also höhstenseine Zahl, gegen die eine Zahlfolge konvergieren kann. Längst niht jede Zahlfolge konvergiertallerdings. 50



Um aus der Näherung x0 eine bessere Näherung zu gewinnen, kann man wiefolgt agumentieren. Betrahten wir das Rehtek mit den Seiten x0 und 2
x0

. Eshat o�ensihtlih die �rihtige� Flähe, nämlih 2. Sollte x0 = 2
x0

gelten, ist manfertig: x0 ist die gesuhte Lösung der Gleihung (34). Wenn niht, ist die eine derbeiden Zahlen
x0,

2

x0zu gross, die andere zu klein. Also ist es naheliegend, als neue Näherung x1 ihrenarithmetishen Mittelwert zu nehmen
x1 :=

1

2
(x0 +

2

x0
) =

x0

2
+

1

x0
.Fährt man analog fort, erhält man die Zahlfolge14:

xn+1 =
xn

2
+

1

xn

, n = 0, 1, 2, ..., x0 =
3

2
. (35)Es ist niht shwer zu beweisen, dass die so konstruierte Folge (xn)n=0,1,2,... auslauter positiven Zahlen besteht und monoton fallend ist. Aufgrund des Kriteriumsüber monoton fallende, nah unten beshränkte Zahlfolgen folgt:Die Folge (xn)n=0,1,2,... konvergiert.Nennen wir den Grenzwert, der notabene eine positive Zahl ist, x∗. Aus den obenzitierten Eigenshaften von Grenzwerten folgt:� Die Folge (an)n=0,1,2,... mit an = xn+1 konvergiert gegen x∗.� Die Folge (bn)n=0,1,2,... mit bn = xn

2
+ 1

xn

konvergiert gegen x∗

2
+ 1

x∗
.Wegen an = bn für n = 0, 1, 2, 3, ... folgt shliesslih

x∗ =
x∗

2
+

1

x∗
.Das heisst: x∗ ist Lösung der Gleihung (34).Kehren wir zum Problem der Lösbarkeit von Anfangswertproblemen zurük. Neh-men wir an, es soll bewiesen werden, dass das AWP

y′(x) = (y(x))2 − x, x(0) = 0.5 (36)14Dieses Verfahren heisst �Heron-Verfahren�, nah Heron von Alexandria (um 60 n. Chr.). Esist identish mit dem sogenannten �Newton-Verfahren� für die Gleihung (34).51



für x ∈ [0, b], b > 0, geeignet, eine Lösung hat. Das Vorgehen ist grundsätz-lih sehr ähnlih wie bei der Gleihung (34). So, wie das Heron-Verfahren eineFolge von Zahlen generiert, von der man ho�t, dass sie konvergiert und dassihr Grenzwert Lösung der interessierenden Gleihung ist, geht man zum Beispielvom Euler-Cauhy-Polygonzug-Verfahren aus, das für jedes n, n = 1, 2, ..., eineApproximation
yn(x)generiert, die man erhält, wenn man das Intervall [0, b] in n Shritte der Länge

b/n unterteilt. Die verbleibende Aufgabe ist dann zu zeigen, dass die Folge vonFunktionen (yn(x))n=1,2,3,... auf dem Intervall [0, b] konvergiert und daher eine�Grenzfunktion� y∗(x) de�niert, die das AWP (36) löst. Wieder muss mit derBegri�sbildung begonnen werde: Was heisst es, dass eine Folge von Funktionenkonvergiert, usw. Natürlih bedeutet das einiges an geistiger Arbeit15. Aber derKern stekt in den reellen Zahlen und ihren Eigenshaften, insbesondere in ihrerfundamentalen Eigenshaft vollständig zu sein. Das Resultat ist der sogenannteExistenz- und Eindeutigkeitssatz: Unter milden Bedingungen gilt, dass jedes AWPeine eindeutig bestimmte Lösung hat!5 Geometrishe TheorieNehmen wir an, y(x) sei eine für x ∈ (−∞,∞) de�nierte Lösung einer interes-sierenden DGl. Die vielleiht interessanteste Frage, die man stellen kann, lautet:Wie verhält sih y für x → ∞ und für x → −∞? Man spriht vom asymptoti-shen Verhalten von y. Mit Hilfe von Computerrehnungen kann man vielleihtVermutungen über das asymptotishe Verhalten einer Lösung gewinnen, aber be-wiesen ist damit nihts. In diesem Abshnitt soll, wieder anhand der DGl (1) ),also von
y′(x) = (y(x))2 − x, (37)skizziert werden, wie Aussagen über das asymptotishe Verhalten von Lösungenohne viel Rehnung, nur aufgrund von geometrishen Überlegungen gewonnenwerden können16.Der Kern ist eine geometrishe Interpretation des Begri�s �Di�erentialgleihung�.Betrahten Sie die x-y-Ebene und einen ihrer Punkte (x∗, y∗). Durh diesen Punkt15Interessierte Leserinnen und Leser seien auf das Handout: �Das Euler-Verfahren und dieExistenz von Lösungen bei gewöhnlihen Di�erentialgleihungen� von U. Kirhgraber verwiesen,das beim Verfasser bezogen werde kann.16Nah J. Hubbard, B. West: �Di�erential Equations, A Dynamial Systems Approah�, PartI, 1991. Als eigentlihe Väter der geometrishe Theorie gelten der grosse französishe Mathe-matiker H. Poinaré 1854-1912) und der russishe Mathematiker A. M. Liapunov (1857-1918).52



geht eine Lösungskurve der DGl (37), nämlih der Graph der Lösung y des AWP
y′(x) = (y(x))2 − x, y(x∗) = y∗. (38)Betrahten Sie nun die Steigung m der Tangente an diese Lösungskurve im Punkt

(x∗, y∗). m lässt sih mit Hilfe der DGL problemlos ermitteln:
m = (y∗)2 − x∗. (39)Ohne dass man die Lösungskurve kennt, kann man in der x-y-Ebene ihre Tangenteim Punkt (x∗, y∗) einzeihnen. Da eine Tangente nur in der Nähe des Kurven-punkts, zu dem sie gehört, Bedeutung hat, genügt es, ein sehr kleines Stük vonihr einzuzeihnen.Diese Überlegung kann man o�enbar für jeden Punkt der x-y-Ebene mahen. Aufdiese Weise entsteht ein mentales Konstrukt, das man Rihtungsfeld der betrah-teten DGl nennt. Die Vorstellung ist, dass in jedem Punkt der x-y-Ebene einkleines Stük einer Geraden �angeheftet� ist: Es gibt die Rihtung der Tangentean die Lösungskurve zur DGl durh diesen Punkt an. Ein solhes Geradenstük-lein heisst Element des Rihtungsfelds (im entsprehenden Punkt).Das Rihtungsfeld einer DGl ist, wie gesagt, ein gedahtes Objekt. Aber mit Hilfedes Computers ist es möglih, eine Annäherung an dieses Konstrukt zu erzeugen.In Abbildung 5 ist dies für die DGl (37) geshehen. In einem gewissen Ausshnittder x-y-Ebene sind auf einem gewissen Gitter von Punkten die entsprehendenRihtungen eingetragen.
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-Abbildung 5: Computer-Plot (eines Ausshnitts) des Rihtungsfelds von y′(x) =
y(x)2 − x.Der Begri� Rihtungsfeld ist das geometrishe Analogon zum Begri� Di�eren-tialgleihung. Der Begri� Lösung hat folgende geometrishe Entsprehung. Eine53



Kurve in der x-y-Ebene heisst Lösungskurve, falls in jedem ihrer Punkte die dorti-ge Tangente auf dem entsprehenden Element des Rihtungsfelds liegt. Abbildung6 illustriert, was gemeint ist.So anshaulih die Begri�e DGl und Lösungskurve im geometrishen Gewandsind - es ist auh mit ihrer Hilfe niht einfaher, Lösungen oder Lösungskurvenzu bestimmen. Wenn es allerdings darum geht, qualitative Eigenshaften vonLösungskurven zu gewinnen, dann ist das geometrishe Kleid sehr hilfreih! EinShlüssel sind sogenannte untere und obere Shranken.
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-Abbildung 6: Links: Ein Graph, der niht Lösungskurve der Dgl y′(x) = y(x)2−xist. Rehts: Ausshnitte von (approximativen) Lösungskurven der Dgl y′(x) =
y(x)2 − x.Ein Graph L in der x-y-Ebene heisst untere Shranke für eine DGl, wenn folgendesgilt: In jedem Punkt von L ist das entsprehende Element des Rihtungsfelds derDGl mindestens so steil wie die Tangente an L in diesem Punkt, siehe Abbildung7, links. Und analog: Ein Graph U in der x-y-Ebene heisst obere Shranke für eineDGl, wenn folgendes gilt: In jedem Punkt von U ist das entsprehende Elementdes Rihtungsfelds der DGl höhstens so steil wie die Tangente an U in diesemPunkt, siehe Abbildung 7, rehts.Die Pointe: Eine Lösungskurve kann � im Sinne wahsender Werte von x � eineuntere Shranke niht von oben nah unten, eine obere Shranke niht von untennah oben durhkreuzen. Mit diesem Hilfsmittel kann man mitunter erstaunlihpräzise Aussagen über den Verlauf von Lösungskurven gewinnen.Betrahten Sie einmal mehr die DGl y′(x) = (y(x))2 − x. Die Graphen von54
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Abbildung 7: Links: Zum Konzept einer unteren Shranke L (für �lower�) einerDGl. Rehts: Zum Konzept einer oberen Shranke U (für �upper�) einer DGl.
−
√

x − 1, x ≥ 1, und −√
x, x ≥ 0, sind bezüglih der betrahteten DGl sogenann-te �Isoklinen�, das heisst, alle Elemente des Rihtungsfelds sind jeweils parallel.Auf dem ersten Graphen haben alle Elemente des Rihtungsfelds die Steigung -1,auf dem zweiten beträgt sie 0. Der zweite Graph, der für x ≥ 1 unterhalb desersten liegt, ist eine untere Shranke für die betrahtete DGl. Der erste Graph istab dem Punkt (5

4
,−1

2
) nah rehts eine obere Shranke für y′(x) = (y(x))2 − x,siehe Abbildung 8.Das ergibt folgende Aussage:Satz 1. Es sei y(x) die Lösung des AWP

y′(x) = (y(x))2 − x, y(x0) = y0,wobei x0 ≥ 5
4
, −√

x0 ≤ y0 ≤ −
√

x0 − 1 gelte. Dann folgt:
y(x) → −

√
x für x → ∞.Der Grund: O�enbar gilt −√

x ≤ y(x) ≤ −
√

x − 1 für x ≥ x0 und überdies
−
√

x − 1 − (−
√

x) → 0 für x → ∞.Dieses Resultat lässt sih ausbauen. In Abbildung 9 ist der Punkt P1 auf F1beliebig gewählt. P2 liegt auf dem Graphen von F2, auf gleiher �Höhe� wie P1.55
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4
eine Art �unendlihen Trihter�. Lö-sungskurven, die in diesem Trihter starten, laufen für wahsende x immer näherzusammen.Das heisst: Die Verbindungsstreke von P1 zu P2 ist parallel zur x-Ahse. Dasmit g bezeihnete Geradenstük, das P2 mit P3 verbindet, hat de�nitionsgemässSteigung -1.Der Graph bestehend aus dem Stük vom Nullpunkt 0 zum Punkt P1 auf F1, denStreken P1P2 und P2P3, sowie dem Graphen von F3 rehts von P3, ist - wie eineRehnung zeigt - eine obere Shranke für y′(x) = (y(x))2−x. F4 hingegen ist eineuntere Shranke. Die Quintessenz: Jede Lösungskurve, die in dem beshriebenenGebiet startet, kann dieses Gebiet niht verlassen und tritt daher früher oderspäter in den aus Satz 1 bekannten �unendlihen Trihter�. Damit ist die folgendeAussage bewiesen.Satz 2. Es sei y(x) die Lösung des AWP

y′(x) = (y(x))2 − x, y(x0) = y0,wobei x0 ≥ 0, −√
x0 ≤ y0 ≤

√
x0 gelte. Dann folgt:

y(x) → −
√

x für x → ∞.Abbildung 10 zeigt einen Computer-Plot zur Di�erentialgleihung y′(x) = (y(x))2−
x. Neben dem Rihtungsfeld sind einige, via numerishe Approximation gewonne-ne, Lösungskurven eingezeihnet. Satz 2 garantiert eine Aussage über das asym-ptotishe Verhalten für x → ∞ eines niht so kleinen Teils dieser Lösungskurven.56
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x, x ≥ 0.Aber natürlih ist noh vieles o�en: Eine in Abbildung 10 mit K bezeihneteKurve sheint eine Art �Wassersheide� darzustellen: Lösungskurven, die ober-halb von K starten, sheinen nah rehts einen Pol zu entwiken. Lösungskurven,die hingegen unterhalb von K starten, sheinen sih asymptotish für x → ∞ wieder Graph von −√

x zu verhalten. Lassen sih diese Vermutungen beweisen?Im Rahmen der Arbeit in der Arbeitsgruppe haben wir tatsählih einen Teil die-ses Programms durhgeführt: Wir konnten für den ersten Quadranten die Exis-tenz der Kurve K mit den gewünshten Eigenshaften beweisen. Dabei spieltenobere und untere Shranken weiterhin eine zentrale Rolle17.6 Di�erentialgleihungen: Der UrsprungDie Menshen haben shon vor Jahrtausenden angefangen sih Hilfsmittel zu er-sinnen, die ihnen das Leben erleihterten. Und mit der Zeit haben sie dann auhangefangen nahzudenken, ohne auf einen direkten Nutzen aus zu sein, einfahso, weil das Nahdenken reizvoll ist. Was sih allerdings ab etwa 1600 entwikelte,sheint ohne vergleihbare Parallele in der Menshheitsgeshihte zu sein. Es ent-17Für die Details siehe U. Kirhgraber: �Was ist eine Di�erentialgleihung? � Vom Begri� zurGeometrishen Theorie�, ab a. September 2009 auf www.edueth.h vefügbar.57
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-Abbildung 10: Computer-Plot zur Di�erentialgleihung y′(x) = (y(x))2 − x.faltete sih, was man die �wissenshaftlihe Revolution� nennt. Als Triebfeder giltdas sogenannte �Bewegungsproblem� . Anlass waren einerseits Probleme aus derPraxis, die sih aus der erwahenden Mashinenbaukunst ergaben, andererseitswar die Zeit o�enbar reif, sih mit grundlegenden Fragen zu beshäftigen: Wiebewegt sih ein geworfener Stein18, wie shwingt ein Pendel, wie bewegen sih diePlaneten, lassen sih diese Bewegungen �erklären�? Während diese Fragen derPhysik, genauer dem Teilgebiet der Physik, das man �Mehanik� nennt, zuzu-ordnen sind, stellten allfällige Antworten gewaltige neue Anforderungen an eineDisziplin, die eigentlih bereits eine lange und erfolgreihe Entwiklung hintersih hatte: die Mathematik.Es ist niht möglih hier diese Entwiklung auh nur halbwegs nah zu zeihnen.Aber ein paar Meilensteine müssen doh genannt werden:� Im ersten Jahrzehnt des 17. Jahrhunderts entwikelt G. Galilei eine quan-titative Theorie des �freien� Falles, und im Gefolge davon des �vertikalen�und �shiefen Wurfs�.� In den ersten beiden Jahrzehnten des 17. Jahrhunderts wertet J. Kepler vonT. Brahe gewonnene Beobahtungsdaten der Marsbahn aus und entdektdie drei berühmten, nah ihm benannten Gesetze über die Bewegung derPlaneten.� In der ersten Hälfte des 17. Jahrhunderts entstehen viele Vorarbeiten zursogenannten �Di�erential- und Integralrehnung�, die dann in den nähsten18oder eine Kanonenkugel! 58



zwei, drei Jahrzehnten durh I. Newton und G. Leibniz systematisiert undzu einem ersten Höhepunkt gebraht werden.� Im Jahr 1687 ersheint die erste Au�age von Newtons �Philosophiae Natura-lis Prinipia Mathematia� . Das Buh enthält die erste grosse physikalisheTheorie der Geshihte: Eine Theorie der Bewegung. Newtons Grundhypo-these ist: Bewegungen werden (im wesentlihen) durh Kräfte bestimmt.Die Pointe: Die Kräfte zu bestimmen19 ist einfaher als die Bewegungen,die sie hervorrufen. Kein geringerer als A. Einstein bemerkte zu NewtonsEinsiht �Perhaps the greatest intelletual stride that it has ever been grantedto any man to make.�Was hat Newtons Theorie der Bewegung mit Di�erentialgleihungen zu tun?Der Zusammenhang zwishen (wirkender) Kraft und Bewegung wird durh dassogenannte Grundgesetz der Mehanik hergestellt
m a = F (40)Diese Formel kennt jeder aus dem Physikunterriht: m bezeihnet die Masse dessih bewegenden Körpers, a seine Beshleunigung, F die wirkende Kraft. DieFormel mutet ausserordentlih harmlos an: Das Produkt zweier Grössen ist gleihder dritten. Der Shein trügt! Um zu verstehen dass sie es in sih hat, mussman genauer verstehen, was sie meint. Der einfahste Fall sind Bewegungen einesMassenpunkts entlang einer Geraden g, sogenannte 1-dimensionale Bewegungen.

g sei orientiert, es sei ein Nullpunkt O festgelegt und eine Längeneinheit gewählt,sodass g zu einer �Ahse� wird. Ferner stehe eine Uhr zu Verfügung. Ein Mas-senpunkt der Masse m bewege sih auf g. Es bezeihne x(t) die Koordinaten desPunktes auf g, an dem sih der Massenpunkt zum Zeitpunkt t be�ndet. Aus derDi�erentialrehnung weiss man, dass die Ableitung ẋ(t) von x(t) die Momentan-geshwindigkeit v(t) des Massenpunkts zur Zeit t bedeutet:
v(t) := ẋ(t). (41)

v(t) ist ein Mass für die (momentane) �Ortsänderung� des Massenpunkts zumZeitpunkt t. Von zentraler Bedeutung für Newtons Theorie der Bewegung istdie Ableitung v̇(t) von v(t). Diese Grösse heisst momentane Beshleunigung desMassenpunkts zur Zeit t und wird mit a(t) (für �Akzelleration�) bezeihnet. Sieist ein Mass für die (momentane) Geshwindigkeitsänderung des Massenpunkts:
a(t) := v̇(t) = ẍ(t). (42)19Moderner: �zu modellieren�. 59



Unter Verwendung von (42) lautet (40)
m ẍ(t) = F (t). (43)Dabei wurde F (t) statt F geshrieben, denn natürlih kann sih die wirkendeKraft im Laufe der Zeit ändern. Tatsählih ist die Sahe noh etwas kompli-zierter, wie sih bald zeigen wird. Die Meinung ist, dass die Beziehung (43) füralle Zeiten, oder jedenfalls für das Zeitintervall gilt, während dem die Bewegungbeshrieben bzw. prognostiziert werden soll. Als einfahe Anwendung der New-tonshen Bewegungstheorie wird ein sogenanntes Feder-Masse-System betrahtet.Um eine Feder auseinander zu ziehen oder zusammen zu drüken, muss einegewisse Kraft angewandt werden: Die Feder �widersetzt� sih gewissermassen,setzt der angewandten Kraft eine gleih grosse Kraft entgegen. Dabei ist dieErfahrung, dass die aufzuwendende Kraft umso grösser sein muss, je stärker dieFeder ausgezogen bzw. zusammen gedrükt werden soll.Robert Hooke (1635-1703) hat auf Grund von Experimenten den Zusammenhangzwishen der sogenannten Auslenkung x der Feder und der aufzuwendenden Kraft

F ermittelt und gefunden, dass dieser Zusammenhang mindestens annäherndlinear ist, das heisst, es gilt, s. Abbildung (11)
F = F (x) = −kx (44)
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Abbildung 11: Ein System aus einer Feder (in der Figur als Rehtek dargestellt)und einem Massenpunkt. Die obere Hälfte des Bildes zeigt die Situation, wenndie Feder entspannt ist. Die untere Hälte des Bildes zeigt die Situation, wenndie Feder gespannt ist. Die Feder ist links am Punkt A auf g fest �xiert. DerMassenpunkt der Masse m be�ndet sih am rehten Ende der Feder. x ist dieKoordinate des Orts, an dem sih der Massenpunkt be�ndet, bezogen auf Punkt
O. Der Punkt O ist der Ort auf g, an dem sih der Massenpunkt be�ndet, wenndie Feder entspannt ist. 60



(44) heisst Hookeshes Federgesetz. Die (positive) Konstante k nennt man Fe-derkonstante. Es handelt sih dabei um eine sogenannte �Materialkonstante�, dasheisst ihr Wert hängt vom Material ab, aus dem die Feder hergestellt ist. DasMinuszeihen in (44) ist nötig, um zum Ausdruk zu bringen, dass die Federkraftnah links wirkt, wenn x positiv ist, das heisst wenn die Feder ausgezogen ist.Wenn umgekehrt x negativ ist, die Feder also zusammen gedrükt ist, sorgt dasMinuszeihen in (44) dafür, dass F positiv ist, die Federkraft also nah rehtswirkt.In der Formulierung des Newtonshen Grundgesetzes (43) steht rehts F (t), dasheisst es wird angenommen, dass die auf den Massenpunkt wirkende Kraft F eineFunktion der Zeit t ist. Im Hookeshen Ansatz (44) für die Federkraft heisst esaber F (x), womit zum Ausdruk gebraht wird, dass die Grösse der Kraft, mitder die Feder auf den Massenpunkt einwirkt von x, das heisst von der Grösseder Auslenkung der Feder, abhängt. Wie ist dieser Widerspruh zu verstehenund aufzulösen? Abbildung 11 kann man wie folgt interpretieren. Sie zeigt zweiShnappshüsse: In der oberen Hälte des Bildes sieht man die Situation, wenn dieFeder gerade entspannt ist, der Massenpunkt sih gerade im Nullpunkt der Ge-raden g be�ndet. Die untere Bildhälfte zeigt die Situation, in der die Auslenkungder Feder gerade den Wert x hat.Wenn der Massenpunkt auf der Geraden g hin und her shwingt, dann ändert sihder Wert von x ständig. Be�ndet er sih zur Zeit t am Punkt mit der Koordinate
x(t), so übt die Feder eine Kraft der Grösse

F (t) = −kx(t) (45)auf den Massenpunkt aus und das Newtonshe Grundgesetz stiftet die Gleihung
mẍ(t) = −kx(t) (46)Dabei wird die idealisierende Annahme gemaht, dass die Masse der Feder20 soklein ist, dass sie vernahlässigt werden kann.Man erkennt, dass das Newtonshe Grundgesetz zu einer ganz bestimmten Sortevon Gleihungen führt! (46) stellt einen Zusammenhang her zwishen der inter-essierenden Funktion x(t) und ihrer zweiten Ableitung ẍ(t). Das ist eine gewöhn-lihe21 Di�erentialgleihung, und zwar eine von 2. Ordnung, weil die Ableitunghöhster Ordnung, die vorkommt, von 2. Ordnung ist.Übrigens werden niht alle Federn durh die lineare Hookeshe Gleihung (44)20Im Vergleih zur Masse m des Massenpunkts.21Der Zusatz �gewöhnlih� wird gemaht, weil es noh einen anderen Typ von Di�erential-gleihungen gibt: sogenannte partielle Di�erentialgleihungen.61



ausreihend gut modelliert. Man betrahtet auh sogenannte nihtlineare Feder-modelle. Anstelle von (44) tritt dann zum Beispiel die folgende Annahme
F = F (x) = −(kx + γx3), (47)wobei γ positiv oder negativ sein kann und dem Betrag nah typisherweise kleinist. Wenn γ > 0 gilt, nennt man die Feder hart (weil eine grössere Kraft erforder-lih ist um eine gewisse Auslenkung x zu erreihen, als im Fall γ = 0), andernfallsheisst die Feder weih. Legt man die Annahme (47) zu Grunde um die Bewegungeines shwingenden Massenpunkts der Masse m auf der Grundlage des Newton-shen Bewegungstheorie zu untersuhen, tritt an Stelle der Di�erentialgleihung(46) die folgende
mẍ(t) = −kx(t) − γ[x(t)]3. (48)Doh bleiben wir bei einer linearen Hookeshen Feder und nehmen wir an, dass dieBewegung des Massenpunkts in Abbildung 11 noh durh eine Dämpfungskraftbeein�usst werde. Diese könnte durh ein Medium hervorgerufen werden, in demsih der Massenpunkt bewegt, oder durh Reibung an einer Führungsshiene (diedafür sorgt, dass die Bewegung geradlinig, entlang von g erfolgt.)Dämpfungs- und Reibungskräfte sind geshwindigkeitsabhängig. Am einfahstenist die Annahme, die Dämpfungskraft F sei proportional zur Geshwindigkeit vmit der sih der Massenpunkt gerade bewegt

F = F (v) = −dv. (49)(Man mahe sih klar, dass das Minuszeihen nötig ist, wenn die Dämpfungskraftdie Bewegung hemmen soll.)Da x(t) den Ort angibt, an dem sih der sih bewegende Massenpunkt zur Zeit
t be�ndet, und v(t) = ẋ(t) seine momentane Geshwindigkeit zur Zeit t, lautetdie zur Zeit t auf den Massenpunkt wirkende Kraft, die sih aus Feder- undDämpfungskraft zusammen setzt

−kx(t) − dẋ(t).Mit dem Newtonshen Grundgesetz erhält man die folgende Di�erentialgleihung
mẍ(t) = −kx(t) − dẋ(t),die meist in der Form
mẍ(t) + dẋ(t) + kx(t) = 0 (50)geshrieben wird. 62



Die Quintessenz: Die Beshreibung und Prognose von Bewegungen ist dank New-tons Bewegungstheorie primär eine mathematishe Aufgabe: Es sind Di�erenti-algleihungen zu untersuhen!Das grosse Anliegen Newtons war, eine Theorie der Bewegungen der Planetenzu entwikeln. Durh die Postulierung des sogenannten Gravitationsgesetzes, wo-nah zwei Massenpunkte gegenseitig Anziehungskräfte aufeinander ausüben, de-ren Grösse proportional zum Produkt der beiden Massen und umgekehrt pro-portional zum Quadrat ihres Abstands ist, erreihte er dieses Ziel in famoserWeise. Auh den ersten grossen Test, der darin besteht die Keplershen Gesetzeaus dem Grundgesetz der Mehanik und dem Gravitationsgesetz unter der An-nahme herzuleiten, dass das Planetensystem lediglih aus der Sonne und einemeinzigen Planeten bestehe, konnte er erbringen. Auf Wunsh der Teilnehmendenin unserer Arbeitsgruppe haben wir in unserer letzten Sitzung im Rahmen derSommershule just diesen Nahweis ebenfalls geführt.Die Frage allerdings, wie sih N > 2 Massenpunkte, die sih paarweise nah demNewtonshen Gravitationsgesetz anziehen, gemäss dem Grundgesetz der Meha-nik über einen (sehr) langen Zeitraum bewegen, ist alles andere als abshliessendgeklärt und deshalb ein faszinierender mathematisher Forshungsgegenstand,über den man einiges weiss, bei dem es aber noh viel mehr zu entdeken gibt.Hier wesentlihe Fortshritte zu erzielen wird wohl Musse und Talent erfordern.Dringliher sind zur Zeit Di�erentialgleihungsmodelle, die Prognosen über dieAusbreitung der etwas unheimlihen Shweinegrippe ermöglihen!
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