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Um einen Schaltkreis und sein Verhalten zu analysieren, muss man ihn nicht
zusammenléten und messen, sondern kann ihn auch mathematisch simulieren.
Da dies sehr rechenintensiv ist, ist die Verwendung eines Computers sinnvoll. Die
dazu notwendigen Gleichungen werden hier abgeleitet.
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1 Modifizierte Knotenanalyse

1.1 Grundlagen der Basisbauteile

Um einen elektrischen Schaltkreis untersuchen zu kénnen, bendtigen wir die phy-
sikalischen Grundlagen der Bauteile. Dabei haben wir festgestellt, dass man mit-
tels Ohmschen Widerstands, Spule, Kondensators, Spannungs- und Stromquelle
Ersatzschaltungen fiir alle anderen Bauelemente finden kann. Es ist also immer
moglich, Schaltungen auf diese fiinf Bauteile zuriickfiithren.

Ohmscher Widerstand Es gilt das Ohmsche Gesetz:
R=%«G=R"'=%

Kondensator Fiir den (idealen) Kondensator gilt:

I=C-U

Spule Bei der (idealen) Spule ist
U=L-1

N,
-
YN
@ Spannungsquelle u = u(t)
o}

Stromquelle i =1(t)

Als Beispiel fiir ein Ersatzschaltbild haben wir die Diode betrachtet, die bis zu
einer Grenzspannung Ug einen sehr hohen Widerstand hat und sich danach im
Idealfall wie ein Ohmscher Widerstand verhélt, d.h. (U — Ug) I.

Ein mogliches Ersatzschaltbild, welches das Verhalten der Diode annéhernd imi-
tiert, und die dazugehorige Kennlinie sihen z.B. so aus:
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1.2 Netzwerktopologie
1.2.1 Schaltkreis modellieren

Ein jeder Schaltkreis kann mit Hilfe der Graphentheorie vereinfacht dargestellt
werden. Nehmen wir zur Veranschaulichung ein Beispiel.

+ Ré_
c, 2
1 p———¢ T 3
C)vl R, 5 LG
+
+ +
0

Nun werden an Verzweigungen bzw. zwischen zwei Bauteilen Knoten gelegt, so
dass zwischen zwei Knoten immer genau ein Bauteil liegt. Des weiteren geben
wir jeder Verbindung zwischen den Knoten eine Richtung. Da ein Pfeil immer
nur durch ein Bauteil geht, steht er stellvertretend fiir den Strom im Bauteil.
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1.2.2 Inzidenzmatrix

Unter Zuhilfenahme dieses Graphen lisst sich nun eine Inzidenzmatrix aufstel-
len, die die Struktur vollstindig wiedergibt. Dabei gelten folgende Regeln zum
Aufstellen:

1 - Pfeil zeigt vom entsprechenden Knoten weg
0 - Pfeil hat keine Verbindung zum entsprechenden Knoten

-1 - Pfeil zeigt auf den entsprechenden Knoten hin
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) 1 1 1 0 0 0\ 0
A= 1 0 0 1 0 1 1
0 -1 0 -1 1 o] 2
0 0 -1 0 -1 —1) 3

Wie man gut erkennen kann, lisst sich jede Zeile vollstandig durch die verblei-
benden wiederherstellen. Daher lidsst man eine Zeile (im Beispiel die erste) weg
und erhélt die eigentliche Inzidenzmatrix A. Der weggelassene Knoten sei der
Masseknoten und erhilt daher das Potenzial ey = 0

1.3 Kirchhoffsche Gesetze
1.3.1 Knotensatz

Allgemein besagt der Knotensatz, dass die Summe aller Strome in einem Knoten
gleich null ist. Es fliekt also genauso viel Strom zum Knoten, wie auch wieder
weg.

n .
S i = 0. i i
=1

1.3.2 Verbindung von Knotensatzes und Inzidenzmatrix

Knoten
0 i iy iy =0,
Der Knotensatz gilt in unserem Beispiel in jedem Knoten: 1 —i1+is+16 =0,
2 —ig — i4 + i5 — U,
3 —’i3 - i5 - i6 = O
Sei nun ¢ der Vektor, der die Stromstirken enthélt, also
"= (i1 iy i3 Qg 5 dg).

48



Das obige Gleichungssystem kann auch wie folgt geschrieben werden:

11 +ia+133+04+040
—11+04+04+1744+ 0+ 5
0—ig4+0—is+15+0
04+0—i34+0—15—14

A=

oo oo
I
=L

sodass auch

gilt.

1.3.3 Herleitung einer passenden DAE

Gesucht ist ein System von Differential-algebraischen Gleichungen (DAE), das

den zeitlichen Verlauf der unbekannten Grofen beschreibt.

Wie im Schaltbild zu erkennen, sind die Knoten nummeriert. Die Spannungen an
den Bauelementen ergeben sich somit als Differenzen der Potentiale der angren-

zenden Knoten:

Uy = € — €1,
Uy = €9 — €2,
Ug = €9 — €3,
Ug = €1 — €2,
Us = €3 — €3,

Ug =— €1 — €3.

Sei e der Vektor der Potentiale e; ...e3, wobei ey = 0 ist, und u der Vektor der

Spannungen u; ... ug. Dann ergibt sich aus den obigen Gleichungen:

U1 —e1+04+0
U2 0—€2+0
Uy 61—€2+0
Us 0+€2—63
Ug €1+0—63
Es ist also
AT e =u.
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Fiir unser Beispiel gelten dariiber hinaus die entsprechenden Formeln aus der
Tabelle:

i1 = 11(t)

19 = Gy - g

i3 = C3- 13

ig=Cy -y

us = Ls - 1%

ic = Gg - Ug
Setzt man dies in (1) ein und behélt die Gleichung fiir die Spule bei, so ergibt sich
ein System von Differentialgleichungen mit den gesuchten Grofen ey, es, e3 und is:

—i1(t) + Cy - g + Gg - ug = 0 —i1(t) + Cy- (61 —€2) + Gg - (e1 —e3) =
—Go-upg —Cy -y +1i5 =0 PON Gy-eg—Cy-(é1—€2)+1i5=0
—C3-1U3 —i5 — Gg-ug =0 Cs-é3—i5—Ge- (e —e3) =0

us — L-i5 =0 (e2—e3) — Ly -5 =0

1.4 Modifizierte Knotenanalyse

Da reale Schaltungen im allgemeinen aus vielen hundert bis Millionen Bauteilen
bestehen, gibt man folgende allgemeine Form der Inzidenzmatrix an:

A=(Ac Ap A, Ay A)).

Dabei sind die einzelnen Ax Matrizen, die wiederum aus den Spaltenvektoren
jedes einzelnen Bauteils aufgebaut sind (und somit angeben, zwischen welchen
Knoten welches Bauteil liegt).

Multipliziert man nun die allgemeine Inzidenzmatrix mit dem Vektor aller Strom-
stirken, so ergibt sich folgendes System von Gleichungen. Dabei ist C eine Matrix
mit den einzelnen Kapazititen auf der Hauptdiagonalen und G analog dazu eine
Matrix mit den Kehrwerten der Widerstédnde.

A= (Ac Ar Ap Ay A

i = (ic ig iy v i)

—

Ai= 0 (Knotensatz)
0= Acic + Arir + Apir + Ayiy + Arig
AcCALe + ARGALe + Apig + Apiy + Arip =0 (3)
Ale = Li), (4)
Afe = u(t) (5)
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2 Numerische Integration von Differentialgleichun-
gen

Bei der Modifizierten Knotenanalyse liegen nun Systeme von DAEs vor, die im

Falle von Index-1-Gleichungen in Systeme von gewthnlichen Differentialgleichun-

gen iiberfiihrt werden koénnen, also Differentialgleichungen, in denen nur eine
unabhéngige Variable vorkommt. Diese haben im Allgemeinen die Form

wobei z(t) ein Vektor in R™ und ¢ aus einem gegebenen Intervall sind, also

.Tl(t) fl(Il(t)7I2(t), ...... ,ZD,L(t),t)
l’g(t) _ fg(l’l(t),l’g(t), ...... ,In(t),t)
()] \faa (), 2a(), . 2a(0). 1)

Dieses Differentialgleichungssystem ldsst sich durch Integrieren wie folgt umfor-
men:

Man erkennt, dass die Losung des gewohnlichen Differentialgleichungssystems
(ODE) von dem Anfangswert x(0) = xy abhingt und nur durch ihn eindeutig
bestimmt werden kann.

Die folgenden beiden Losungsverfahren approximieren schrittweise die Losung
x(t) des Differentialgleichungssystems.

2.1 Das Explizite Eulerverfahren
Das Explizite Eulerverfahren ndhert die Losung von Differentialgleichungssyste-

men durch die Zusammensetzung von kleinen Teilstrecken an. Durch das gegebene
System ist der Anstieg f(z(t),t) = 4(t) in jedem Punkt bekannt. Angefangen mit
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x(t)

dem Anfangswert zy erhélt man einen neuen Punkt, indem man dem Anstieg ein
kleines Stiick A folgt. So wird das gesamte Intervall durchschritten, wodurch eine
Ann#herung der Losung x(t) erzielt wird. Dadurch ergibt sich folgende rekursive
Bildungsvorschrift

Tiy1 = x; + hf(x;,t;).

Je kleiner h gewihlt wird, desto genauer wird die Approximation.

Die selbe Formel ergibt sich aus einer bekannten Naherungsformel fiir die Inte-

gralberechnung, die linke Rechteckregel.
h

Zum Zeitpunkt h gilt die bereits erwihnten Formel z(h) = z(0) + [ f(z(§), &)dE.
0

h
Nun ist fiir kleine h das Integral [ f(z(§),&)d¢ ungefdhr hf(xo,ty). Ebenso kann
0

(i+1)h
jedes Integral [ f(x(€),£)d¢ durch hf(z;,t;) angendhrt werden, was die For-
ih

mel z; 1 = x; + hf(x;,t;) ergibt.

2.2 Die Implizite Trapezregel

Offensichtlich ist die Abschétzung der linken Recheckregel nicht die beste Appro-
ximation fiir Integrale. So kann durch die Trapezregel, bei der das Integral durch
kleine Trapeze anstelle von Rechtecken angenédhert wird, eine bessere Abschét-
zung erfolgen. Der Fliacheninhalt eines Trapezes berechnet sich aus dem Produkt
der Hohe und dem arithmetischen Mittel der Langen der parallelen Seiten. So
ergibt sich analog zum Eulerverfahren die Formel

h
Tit1 = T; + §(f(517i7 ti) + f(zis1, tipr)).
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Dieses Verfahren ist im Gegensatz zum expliziten Eulerverfahren implizit, da
der unbekannte Vektor z;,; auf beiden Seiten der Gleichung auftaucht und sich
dadurch nicht so leicht berechnen lasst. Formt man die Gleichung zu

F(2iy1) = Tig1 — 2 — g(f(l“z'»ti) + f(@iy1,ti41)) =0

um, so erhilt man ein dquivalentes Problem, die Nullstellenbestimmung einer
Funktion. Die Losung der Gleichung F'(x;y1) = 0 kann mit Hilfe des Newtonver-
fahrens ermittelt werden. Die iterative Bildungsvorschrift lautet

Tip1 =1 — (F'(2;)) 1 F(25).

Da z und F' n-dimensionale Vektoren sind, ergeben sich einige kleine Schwie-
rigkeiten, die sich jedoch beheben lassen. So kann zum Beispiel keine Division
durchgefiihrt werden, stattdessen losen wir das Gleichungssystem

F'(z;)z = F(x;)
Tip1 =T — 2.
Auﬂerdem muss F’(z) iiber eine Jacobi-Matrix, der Matrix der partiellen Ablei-
tungen —I (af’“(x ) berechnet werden. Dann ist

h Df(zi41,ti
F/(xl+1) — I_ §(D+;+1>7

wobei I die Einheitsmatrix ist.

Erstaunlicherweise kann man zeigen, dass nach genau einem Schritt der Fehler
des Newtonverfahrens in der Grofenordnung des Fehlers der Trapezregel ist.
Als Startwert wird der bereits bekannte Wert x; benutzt.

3 Beispiele

Die oben beschriebenen Verfahren wurden in MATLAB implementiert. Um nun
konkrete Schaltungen simulieren zu kénnen, muss fiir die jeweilige Schaltung das
Differentialgleichungssytem und die zugehorige JACOBI-Matrix aufgestellt und in
Matlab-Code iiberfithrt werden. Dies wurde exemplarisch fiir zwei verschiedene
Schaltungen durchgefiihrt.

3.1 RCL-Schwingkreis

Der untersuchte Schwingkreis Abb. 1 besteht aus konstanten Widerstand R, Ka-
pazitiat C, Induktivitdt L und einer zeitlich abhéngigen Spannungsquelle v(t).
Mit dieser allgemeinen Schaltung ldsst sich sowohl der ungeddmpfte (R = 0) als
auch der gedimpfte Fall (R # 0) simulieren.
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Abbildung 1: RCL-Schwingkreis

Abbildung 2: Topologie des Schwingkreises

3.1.1 Modifizierte Knotenanalyse

Fiir den Schwingkreis wird zun&chst eine modifizierte Knotenanalyse nach Ab-
schnitt 1.4 durchgefiihrt. Aus Abbildung 1 ergibt sich die Netzwerktopologie wie
in Abbildung 2 dargestellt, mit der sich die Inzidenzmatrix A aufstellen lisst (Die
Spalten bezeichnen die Bauteile V, C, L, R, die Zeilen die Knoten 1, 2 und 3.)

0 -1 1 0
A=10 0 -1 1
1 0 0 -1

Mit Hilfe der besprochenen Gleichungen (KIRCHHOFFsche Gesetze) ermittelt sich

Ly
€1 .
fiir das betrachtete Potenzial e = | e5 | und den Strom i = EC das Differen-
L
€3 Z.R

tialgleichungssystem zu

()= (e G o)

sowie die zugehorige Jacobi-Matrix zu

o4



Abbildung 3: Vergleich EULER- und Trapezverfahren

I

Abbildung 4: Tunneldioden-Oszillator

3.1.2 Simulation in MATLAB

Mit den erhaltenen Gleichungen wird in Matlab das Verhalten der Schaltung bei
verschiedenen Parametern (Bauteilkonstanten) simuliert. Die beiden Integrati-
onsverfahren liefern unter Verwendung gleicher Parameter (R =0, C =1, L =1,
v(t) = 0) die Ergebnisse wie in Abbildung 3. Wie man sieht, unterscheiden sich
die Ergebnisse der beiden Verfahren. Wiahrend die Simulation mittels der im-
pliziten Trapezregel das Verhalten der Schaltung physikalisch korrekt wiedergibt,
wachst beim EULER-Verfahren die Amplitude mit der Zeit an, was bedeuten wiir-
de, dass dem System Energie “zugefiihrt wird”. Dieser Effekt ist zuriickzufiihren
auf den Fehler, der bei jedem Approximationsschritt im EULER-Verfahren be-
steht. Da die Trapezregel diesen Verfahrensfehler nicht aufweist, liefert sie das

bessere Ergebnis.

3.2 Tunneldioden-Oszillator

Fiir den Tunneldioden-Oszillator gilt nach [1| das Differentialgleichungssystem

iy —% * (U1 — ug) + Ugp
iy ) _ gr(un—uop)+f(u2)
c
mit der Diodenkennlinie f(u) = a; * u+ ag * u® + az * u* (Die bauteilspezifischen
Koeffizienten sind a;=1,80048, a,—=-8,766, a3=10,8).
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Abbildung 5: Spannungsverlauf Tunneldioden-Oszillator

Da der Oszillator eine sehr hohe Schwingungsfrequenz hat, muss, um einzelne
Schwingungen erkennbar zu machen, ein sehr kleines Zeitintervall gewdhlt werden
(im Beispiel 1072s). Auferdem muss eine sehr kleine Approximationsschrittweite
gewihlt werden, um die technisch realistisch gesetzten Bauteilkonstanten (C' =
107" F, L =2%10"H, R = 1Q, u,, = 0,25 V) bei der Rechnung auszugleichen.
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