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Als mathematisches Modell eines Problems bezeichnet man ein System von Glei-
chungen, dessen Losung die realen Gegebenheiten ausreichend gut beschreibt. Im
Allgemeinen existieren fiir solche Gleichungen keine expliziten Lésungen, so dass
man auf Naherungsverfahren zu ihrer Berechnung zuriickgreifen muss.

Wir haben ausgehend von den physikalischen Grundlagen méglichst realistische
Modelle des Fluges eines Balles in Form von Differentialgleichungen aufgestellt.
Diese Gleichungen haben wir mittels numerischer Verfahren geldst und durch die
Variation von Einflussparametern, z.B. in Reibungsgesetzen und der Kraftrich-
tungen, versucht reale Bahnen wie beim Fuftball oder Tischtennis zu modellieren.
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1 Physikalische Grundlagen

Bei der Betrachtung des Wurfes miissen wir mehrere Kréfte beriicksichtigen. Es
wirkt die Gewichtskraft, die Luftreibung, doch auch den Magnuseffekt gilt es mit

einzubeziehen. Beginnen wollen wir jedoch mit den Newton’schen Axiomen:

1. Ein Koérper mit der Masse m ist in Ruhe oder in gleichférmiger Bewegung,

solange keine Kraft F' auf ihn wirkt (Tragheitsgesetz).

d d
2. Esgilt: F' = E(mfu) = F= a(ms’) (Newton’sches Grundgesetz);

v sei die Geschwindigkeit und s der Weg.

3. Aktio = Reaktio (Wechselwirkungsgesetz).

4. Das Superpositionsprinzip, auch Uberlagerungprinzip genannt, beinhaltet

die Addition von Vektoren.

Besonders das zweite Newton’sche Axiom ermdglicht es uns, den Flug des Balles

mit Hilfe von Differentialgleichungen zu beschreiben.

1.1 Gravitationskraft

Die Gravitationskraft g wirkt nur senkrecht nach unten und ist eine Komponente

des schrigen Wurfes.

Hohe

Weite

Aus der Schule kennen wir fiir den senkrechten Wurf den Zusammenhang
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x(t) = xg — th + ot

2o und vy sind die Startposition und -geschwindigkeit.

Der Geschwindigkeitsvektor vy wirkt hier nur in eine Richtung, senkrecht nach
oben, wohingegen beim schriagen Wurf auch eine Geschwindigigkeitskomponente
in der Horizontale existiert. In diese Richtung ist die Geschwindigkeit gleichftr-
mig.

Hohe

v,

Weite

1.2 Luftwiderstand

Die Luftreibung wirkt immer entgegen der Wurfrichtung bzw. Flugrichtung (sie-
he Grafik) und héngt linear bis quadratisch von der Grofke der Geschwindigkeit
ab.

R sei die Reibungskraft, € die spezifische Stoffkonstante. s ist bei niedrigen Ge-
schwindigkeiten 1 und nimmt bei hoheren Geschwindigkeiten bis auf 2 zu. |v|
bezeichnet die Lidnge des Vektors v und entspricht der Wurzel der Summe der
Quadrate der einzelnen Komponenten

3
ol = v;-
i=1
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Hohe

Relbung 2 2

v

Relbung 1

~ Weite

R = —evfv|*~! mit s > 1

1.3 Magnuseffekt

Betrachten wir zunéchst einen um sich selbst rotierenden Ball mit dem Radius 7.
Die Luftmassen um ihn herum werden auf Grund der Reibung an der Ballober-
fliche ebenfalls in Bewegung versetzt und es entsteht eine Kreisstromung.

Wenn dagegen der Ball nicht rotiert und von einer laminaren Strémung um-
stromt wird, werden die Teilchen mit der gleichen Geschwindigkeit oberhalb und
unterhalb abgelenkt. Hier wirkt der Magnuseffekt noch nicht.
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Wenn beide Effekte miteinander verbunden werden, dann verdndert sich das
Stromlinienbild. Die Geschwindigkeit der Teilchen, die den Ball oberhalb um
stromen ist hoher als die der Teilchen, die ihn unterhalb umstrémen.

\AAAAAAAAAAAS

Dadurch &andert sich das Druckverhéltnis. Daraus resultieren unterschiedliche

Driicke und der Ball wird in Richtung des héheren Druckes abgelenkt. Diese
Kraft hat die Grofbe

|M| = mowr|v|.

Dabei ist o die Luftdichte, w die Rotationsgeschwindigkeit und v die Flugge-
schwindigkeit des Balles.

Die reale Flugbahn des Balles kommt durch die Uberlagerung der 3 Effekte Gra-

vitation, Luftreibung und Magnuseffekt zustande. Dies gilt es nun mit Hilfe ma-
thematischer Differentialgleichungen auszudriicken.
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2 Differentialgleichungen

2.1 Ohne Reibung

Wir suchen eine Gleichung zur Beschreibung der Wurfbahn in Abhéngigkeit von
der Zeit. Nach dem 2. Newton’schen Axiom gilt:

F(t) = (mu(t)) = ms(t)"

mit s(t),v(t), F(t) € R3, wobei die Masse m als konstant angenommen wird.
Wir formen das System 2. Ordnung in ein System 1. Ordnung um.

Dazu definieren wir einen sechsdimensionalen Vektor x, der in den ersten 3 Kom-
ponenten den Ort s(¢) und in den letzten 3 Komponenten die Geschwindigkeit v(t)
enthélt. Dann enthélt der sechsdimensionalen Vektor z’, sowohl die Geschwindig-
keit v als auch die Kraft dividiert durch die Masse F'(t)/m. Fiir diesen Vektor
gilt demnach:

/
Th = I3
Ty = Tg

Wenn man die Reibung vernachlissigt, dann gilt fiir x:

wobei g die Fallbeschleunigung ist.
Also ist

/

=9
t

Ty
;»/xg(g)dgz —/gdé

to

24(t) — wa(to) = —g(t — to)
z4(t) = 24(to) — g(t — to)

T ¢
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Wegen x| = x4 folgt:

/tx’l(g)dé = /t($4(t0) — g(§ —1o))d¢

o 21 (t) — 21(to) = zalto)(t — to) — g(t —t)?
N 21(t) = z4to)(t — to) — g(t —t0)? + 21 (to)

Offensichtlich entspricht das der theoretischen physikalischen Formel fiir den senk-
rechten reibungslosen Wurf.

Zur exakten Bestimmung der Losung bendtigt man zusédtzlich Anfangswerte. Das
fithrt auf ein Anfangswertproblem:

= f(x,t)

x(tg) = o

2.2 Mit Reibung

Fiir den Betrag der Reibungskraft R gilt:
|R| = —¢lv].

mit s > 1. Nun wollen wir die Richtung von R bestimmen.

3
Da |av| = 4[> vZa? = |allyl, gilt |ﬁ] = 1, d.h. der Vektor MZ—‘\ hat die Lénge 1.
i=1
Also ist:
y —evy|v|st —exy|v]F!
R= <ol = [ —evolt | =  —eagfol
[v] —evs|v|*! —exg|v)*™!

2.3 Mit Magnuseffekt

Wir beschrinken uns bei der Darstellung des Magnuseffekts auf die Drehung um
eine vertikale Achse. Der Vektor der Magnuskraft sei M, wobei daher M; = 0 gilt.
Der dreidimensionale Vektor y habe die gleiche Richtung wie M. Per Definition
gilt fiir orthogonale Vektoren:

vly < vly =0
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Also gilt :
v1Y1 + vay2 + v3yz = 0

y ist nicht eindeutig bestimmbar, da es z.B. mehrere Vektoren unterschiedlicher
Linge gibt, die die Gleichung erfiillen. Wir konnen allerdings einen bestimmten

Vektor finden, indem wir y3 = 1 setzen. Dann ist y, = —5—3 = -
Also ist
0
y= |-
1

ein Vektor in Richtung der Magnuskraft. Auferdem kennen wir bereits den Betrag
der Magnuskraft: |M| = mpwr?|v|

Diesen Betrag multiplizieren wir mit einem Vektor der Lénge 1 in Richung von
y, um auf die tatsichlich wirkende Magnuskraft zu kommen:

TTpwr?|v) 0 x5 pwr|v| 0
M=|-%2| === % | == = | -4 | mpwr?

1) /541 ") Vaitad o\ g

=}

3 Naherungsverfahren

Um Néaherungsverfahren fiir ein Anfangswertproblem zu konstruieren, wird die
Differentialgleichung

von ty bis t integriert.

£(t) — x(to) = / F((€). €)de

£(t) = 20 + / F(2(6), €)de
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3.1 Das explizite Euler-Verfahren

f

\f(x(t),t)

ti tm Cinz ti+3 t

Wie in der Graphik zu erkennen, bestimmen wir ndherungsweise das Integral
mithilfe von Rechtecken.

Mit zp = z(to) und ¢y haben wir die Anfangswerte fiir das Néherungsverfah-
ren. Fiir die Bestimmung der weiteren Reihenglieder ergibt sich die rekursive
Bildungsvorschrift:

Titr1 = X5 + hf(l’z, tz)

Die Summe der Volumen der Rechtecke ist die Annédherung an das Integral, deren
Genauigkeit vom Abstand h abhangt.

3.1.1 Genauigkeit des Euler-Verfahrens

Zur Bestimmung der Genauigkeit setzen wir in die Naherungsformel die exakten
Werte ein. Der entstehende Fehler 7 bezeichnet den sogenannten lokalen Diskre-
tisierungsfehler.

Mithilfe der Taylor-Reihen

h? h! h? h? .
_ - / e m
a(t+h)—0!a(t)+ Uha(t)—i— 5@ (t) + T (t) + O(h")
2 3
!

=a(t) + ha'(t) + Z—a”(t) + %a”’(t) + O(h*)

approximieren wir die Funktion durch eine Polynomfunktion. Das ist moglich,
wenn x(t) hinreichend oft differenzierbar ist.
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x(t+h) = x(t) + ha'(t) + h;m”(t) + O(Rh?)

Das setzen wir nun in die Gleichung fiir den lokalen Diskretisierungsfehlers fiir
das Eulerverfahren ein:

. _x(t) + ha'(t) + %x}:(t) +O(R°) —x(t) (o).
_ha'(t) + 7xh (t) + O(h%) (1)

h
= 75 =52"(t) + O(h?)

3.2 Das Euler-Heun-Verfahren

g

f\
\f(x(t),t)

Nun bestimmen wir das Integral mithilfe einer genaueren Annéherung durch Tra-
peze. Fiir die Fliche eines Trapezes ergibt sich:

h

A1 = §(f($z, ti) + f(zig1,tiv))

Dadurch erhalten wir die rekursive Bildungsvorschrift:
h
Tip1 = T; + E(f(xia ti) + f(Tiv1,tiv1))

Dies ist allgemein bekannt als Trapezregel. Dafiir reicht allerdings z; als Anfangs-
wert fiir jeden Schritt nicht aus, sodass wir z;,; unter Anwendung des expliziten
Euler-Verfahrens naherungsweise bestimmen:

Tiy1 = x; + hf(xi,t;)
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Eingesetzt erhalten wir das Euler-Heun-Verfahren

h .
Tit1 = X; + §<f($z‘7 ti) + f(Ziv1, tisn))

3.2.1 Genauigkeit des Euler-Heun-Verfahren

Wir berechnen wieder den lokalen Diskretisierungsfehler, indem wir das exakte
Ergebnis in das Euler-Heun-verfahren einsetzen. Allerdings beschranken wir uns
der Einfachheit halber auf skalare f:

o _alih h})L —a(t) %( Fe(®),t) + {(t) + hf (z(t).1) , t+ 1)
y(t+h)

Fiir y(t 4+ h) wenden wir wieder die Taylor-Reihe an. Das Problem dabei besteht
darin, dass wir die Taylor-Reihe bzgl. h in t anwenden miissen:

) = F(@(t).0)+ B (fuf + )+ (8) + O(HY
~—

x! (t)
wegen

" _d/_d _ / _
2(t) = 2o (t) = 2 f(alt),8) = for + fo = fof +

Beim Einsetzen in die Gleichung fiir den lokalen Diskretisierungsfehler erhalten
wir:

h/+E//+£///+Oh4 1 h2 ‘
TEg = x 2$ hd!x ( )—5(2$/—|—h$”—|—51‘”/+0(h3))

2

h " 3
=— h
T +0(h°)

Fiir Polynomfunktionen 2. Grades wird =" und alle weiteren Ableitungen 0, so-
dass Ty = 0 folgt. Also ist das Verfahren fiir quadratische Funktionen exakt.
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4 Implementierung

Zur Implementierung der Wurfvorgénge benutzen wir das Programm Matlab.
Dies zeichnet sich durch einfache Handhabung und praktische Anwendung bei
komplexen mathematischen Problemen aus.

Das Prinzip der Implementierung besteht aus der Darstellung der Differential-
gleichung und der ndherungsweisen Berechnung dieser.

4.1 Euler’sches Naherungsverfahren

Wir gehen von der Gleichung x; 1 = z; + h * f(x;,t;) aus. Diese implementieren
wir, indem wir von Anfangswerten ausgehen:

x=x0 ;
t=t0 ;

und niherungsweise mit Hilfe einer for-Schleife die weiteren Werte brechnen.

for i=1:N N steht fiir die Anzahl der Schritte
x=x+h*feval(f,x,t) ; h steht fiir die Schrittweite
t=t+h ; t wird um die Schrittweite erhéht
end

Der Befehl feval berrechnet die Funktion f mit den Parametern x und ¢.

4.2 Funktion f

Die Funktion gibt die zeitliche Anderung der Werte von z; bis x4 aus. Die zeitli-
che Anderung, also Ableitung der Koordinaten x; bis x5 ist die Geschwindigkeit
zu diesem Zeitpunkt. Diese Werte sind in x4 bis x4 gepeichert und werden in y;
bis y3 ausgegeben.

y(D=x4) ;
y(2)=x(5) ;
y(3)=x(6) ;

Nacheinander beriicksichtigen wir die Verdnderung der Geschwindigkeit (also die
Beschleunigung) beim freien Flug, Flug mit Reibung und Flug mit Magnuseffekt.
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4.2.1 Freier Flug

Beim freien Flug wirkt nur die Gravitationskraft in x; Richtung und demnach
muss die Funktion f nur durch folgenden Code vervollstandigt werden.

g=9.81 ;

y(4)=-g ;
y(5)=0.0 ;
y(6)=0.0 ;

4.2.2 Flug mit Reibung

Durch den Luftwiderstand veréindern sich die wirkenden Kréfte. Nach der physi-
kalischen Herleitung gilt R = —ev|v|*~!, wobei e der Reibungsfaktor ist.
Zuerst berechnen wir den Betrag von v:

betrag_v=sqrt(x(4)*x(4)+x(5) *x(5)+x(6) *x(6)) ;

Jetzt berechnen wir die Reibung fiir die einzelnen Komponenten und subtrahie-
ren sie von den Beschleunigungen:

Ra=reibungsfaktor*betrag_v~(s-1) ;
R(1)=Raxx(4) ;
R(2)=Ra*x(5) ;
R(3)=Ra*x(6) ;

y(4)=-g-R(1) ;

y(5)=-R(2) ;

y(6)=-R(3) ;

4.2.3 Flug mit Magnuseffekt

Fiir den Magnuseffekt gilt die Formel F' = mowrv. Die Kraft berechnen wir nun
in Abhéngigkeit von v fiir die senkrechte Drehachse.
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rho=1.293 ;

omega=2% (2xr*pi) ;

v2=v (1) ;

v3=v(2) ;
Magnus=[-v3;v2]*pi*rho*omega*r*r ;

Nun werden fiir y5 und ys die Kraft des Magnuseffektes addiert, y, bleibt gleich.

y(4)=-g-R(1) ;
y(5)=-R(2)+Magnus (1) ;
y(6)=-R(3)+Magnus(2) ;

4.3 FEuler-Heun’sches Niherungsverfahren

Diese andere Moglichkeit der Aproximation liefert genauere Werte als das Eu-
ler’sche Néherungsverfahren. Es muss nur die for-Schleife verdndert werden.

for i=1:N

fn=feval(f,x,t);

xL=x+h*xfn ;

t=t+h ;

x=x+h/2*%(fn+feval (f,xL,t));
end

5 Experimente

Nachdem wir alles implementiert haben, fangen wir nun an Flugkurven zu zeich-
nen. Gerade mit Matlab lasst sich dies leicht verwirklichen. Alle berechneten
Punkte werden nacheinander gespeichert und dann gezeichnet. Nachdem wir uns
in die Materie des Plot-Befehls eingearbeitet haben, konnten wir mit den geeig-
neten Experimenten beginnen.

5.1 Vergleich der Naherungsverfahren

Zuerst betrachten wir den Fall des Schusses ohne Luftreibung, um die Aproxima-
tionsverfahren auf ihre Genauigkeit zu untersuchen.
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5.1.1 Euler-Verfahren

In dieser Grafik werden die genaue Kurve, sowie die Anndherungen mit 10 und
25 Schritten dargestellt.

M=25
Genau
— N=10

5.1.2 Euler-Heun-Verfahren

Jetzt vergleichen wir das Euler-Heun Aproximationsverfahren mit der genauen
Kurve. Nach unseren Berrechnungen sollte das Verfahren mit den exakten Wer-
ten libereinstimmen.

Genau

®  Euler-Heun
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5.2 Flug mit Luftreibung

Hier berechnen wir die Flugkurve unter Beriicksichtigung der Luftreibung im Ver-
gleich zum reibungsfreien Schuss.

Mit Reibung
Ohne Reibung

5.3 Flug mit Magnuseffekt

Zuletzt betrachten wir den Flug unter Beriicksichtigung des Magnuseffektes. Da
diese Kraft zur Seite wirkt, wird die Kurve dreidimensional dargestellt.
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Jetzt den Effekt von oben betrachtet:

Hier nochmal alle Flugbahnen im Vergleich:

Magnus
|~ Reibung
= Ohne
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