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Kurven bieten vielfiltige Moglichkeiten Muster und Formen zu beschreiben, wie
es mit reellwertigen Funktionen nicht mdglich ist. Durch Uberlagerungen und die
Wahl geeigneter Parameter entstehen faszinierende Grafiken, wie die in der un-
tenstehenden Abbildung zu sehende, auf eine Kugel projizierte Lissajous-Kurve.
Im Folgenden wird der geneigte Leser in den Genuss der vielfiltigen Eigenschaften
und Besonderheiten von Kurven gelangen sowie einige Elemente der Vektorrech-
nung antreffen.

Abbildung 1: Auf Kugel projizierte Lissajous-Kurve

11



1 Parameterdarstellungen

1.1 Wann benétigt man Parameterdarstellungen?

In der Schule hat man den Begriff des Funktionsgraphen kennengelernt. Dieser ist
als die Menge aller Punkte im kartesischem Koordinatensystem definiert, deren
y-Koordinate gleich dem Funktionswert einer Funktion f ist, wenn man die z-
Koordinate als Parameter nutzt. Daraus ergibt sich jedoch, dass es an jeder Stelle
entlang der x-Achse maximal einen y-Wert gibt. Somit ist in der Abbildung 2 kein
Funktionsgraph dargestellt.
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Abbildung 2: kein Funktionsgraph

Die Abbildung zeigt eine Kurve. Um solch eine Kurve darzustellen, ist es notig,
sich von der Darstellungsweise y = f(z) zu trennen. Anstelle dieser Darstellung
wird sowohl fiir die Position auf der x-Achse, als auch fiir die Position auf der
y-Achse eine Gleichung in Abhéingigkeit eines gemeinsamen Parameters ¢ ange-
geben: z = z(t) und y = y(t). Das ist die Parameterdarstellung.

1.2 Definition der Kurve

Definition: Eine Kurve ist eine Punktmenge ¢ € R2 ¢ ist die Menge der Punkte
(z(t) | y(t)) mit t € [ — R

Es wird Stetigkeit von z(t) und y(¢) verlangt um von einer Kurve zu sprechen
und im Allgemeinem wird mehrfach stetige Differenzierbarkeit vorrausgesetzt.

1.3 Beispiel der Parameterdarstellung am Kreis

Wie sieht die Parameterdarstellung nun genau aus? Als erstes Beispiel dazu wird
der Kreis gewahlt.

Erinnert man sich an Sinus und Kosinus am Einheitskreis, so war fiir jeden Punkt
auf dem Kreisbogen der Kosinus als die z-Koordinate definiert und der Sinus als
der Wert auf der y-Achse. Multipliziert man nun also Sinus und Kosinus mit dem
Radius, so ergeben sich daraus die Werte fiir = und y.

z(t) = r-cos(2-m-t)
y(t) = r-sin(2-7-t)
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Ein Kreis wie in Abbildung 3 ist die vielleicht einfachste Kurve, die nicht als

Graph darstellbar ist.

2 Beispielkurven

Abbildung 3: Ein Kreis mit
dem Radius r = 5 und dem
Mittelpunkt M (0 | 0)

Modifiziert man die benannten Gleichungen fiir den Kreis, so gelangt man zu
anderen, komplizierteren Gebilden. Einige der schonsten Kurven wollen wir hier

vorstellen.

2.1 Zweil Blumen

Uberlagerung von zwei Kreisen

An jedem Punkt des grofen Kreises wur-
den die Koordinaten eines zweiten (kleine-
ren) Kreises hinzuaddiert. Insgesamt wurde
der grofe Kreis um acht kleinere Kreise er-
ganzt.

xz(t) = sin(167t)+rsin(27t)
y(t) = cos(167t) +1r cos(2mt)

Abstandsinderung

Diese Blume entstand, indem ein Kreis ge-
zeichnet wurde, der Radius beim Zeichnen
jedoch gedndert wurde. ¢ lduft von 0 bis zu
einem Vielfachem von 7.

xz(t) = cos(t) sin(t) cos (27t
y(t) = cos(t) sin(t) sin(27t)
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2.2 Lissajous-Kurven

Verhiltnis drei zu eins

Bei einer Lissajous-Kurve schwingen Sinus
und Kosinus in einem ganzzahligem Verhilt-
nis zueinander, wodurch hier drei Schlingen
entstehen.

xz(t) = rcos(3-27t)
y(t) = rsin(l-27t)

Verhiltnis drei zu fiinf

Ist im Verhaltnis weder Zahler noch Nenner
gleich eins, so gibt es das gleiche Verhéltnis
von Schlingen. Hier fiinf zu drei.

xz(t) = rcos(3-27t)
y(t) = rsin(b-27t)

Lissajous-Kurve auf Kugel projiziert

-4 -3 2 -1

Diese Kurve ist der Versuch, eine Lissajous-Kurve auf die Oberfliche einer Kugel
zu projizieren. Die eine Schwingung mit der Drehgeschwindigkeit 17 schwingt von
hinten nach vorne. Der Kosinus im Zéahler berechnet, wie nahe an den Mittelpunkt
dadurch der Radius gerdt, wihrend der Sinus im Z&hler die Entfernung selbst be-
rechnet. Durch diese Entfernung wird geteilt, damit der radumliche Effekt einer
Ein-Punkt-Perspektive entsteht. Der Sinus und Kosinus im Zihler, der die Ge-
schwindigkeit 16 hat, ist eine Schwingung die den Winkel vom Kugelmittelpunkt

aus modifiziert.

Von vorne nach hinten zu dem Winkel vom Kugelmittelpunkt gibt es also ein
Verhiltnis von 17 zu 16, jedoch ist es keine strenge Projektion der Lissajous-Kur-

ve.
cos (177 t) sin (16 7 ¢)
sin (177¢) + 15

x(t) =
(Siehe Abbildung 1 auf S. 1.)
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3 Vektorfunktionen und Elemente der Vektorrech-
nung

3.1 Vektorfunktionen
Eine Parameterdarstellung einer Kurve ist eine Vektorfunktion:
()
t) =
90( ) < y(t) )
. : . , ()
Vektorfunktionen werden komponentenweise abgeleitet: ¢'(t) = y() )

Definitionen:

e Eine Vektorfunktion ¢ ist differenzierbar, falls ¢, = z(t) und ¢, = y(t)
differenzierbar sind.

e Eine Vektorfunktion ¢ heifit glatt, falls ¢ differenzierbar und die erste Ab-
leitung stetig ist. (mit I C R)

e Eine Vektorfunktion ¢ ist von der Differenzierbarkeitsklasse Cy > ¢ ist
k-mal differenzierbar und die k-te Ableitung ist stetig.

Satz:
t)— p(t
Eine Vektorfunktion ¢ ist an der Stelle ¢y differenzierbar, wenn lim (M)

t—to t— to
existiert.

3.2 Skalarprodukt von Vektoren und Betrag eines Vektors

Als Skalarprodukt zweier Vektoren bezeichnet man die Summe der Produkte der
zugehorigen Komponenten:

xl . $2 —ajx_|_ .
n Yo 122 T Y1 Y2

Sind beide Vektoren kollinear (d.h. ist einer der Vektoren ein reelles Vielfaches des

anderen), wie z.B. bei ( ;) ) . ( 2 ) = 18+ 8 = 26, so ist das Produkt maximal

grof. Sind beide Vektoren orthogonal zueinander, wie z.B. bei < g ) . ( _3 ) =

0, ist das Produkt immer 0.

Der Betrag eines Vektors lésst sich mithilfe des Satzes des Pythagoras berechnen:
%] = Va? +y?
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3.3 Tangenten- und Normaleneinheitsvektor

Ein Tangenteneinheitsvektor ist ein Vektor mit dem Betrag Eins entlang einer
Tangente an eine Kurve: 1
(1)

W= 1w

Der Normaleneinheitsvektor n an einer Kurve in einem Punkt P ist orthogonal
zum Tangenteneinheitsvektor an die Kurve in P, hat ebenfalls den Betrag Eins
und ist so gerichtet, dass (f, ﬁ) positiv orientiert ist. Er lasst sich als Grassmann-
sche Erginzung des zugehorigen Tangenteneinheitsvektors berechnen:

Abbildung 4:

Tangenten- und Nor-

maleneinheitsvektor in

einem Punkt einer Ar-
x chimedischen Spirale

-40 -35 -30 -25 -20 15 -10 -05 05 10 15 20 25 3

4 Die Bogenlinge

4.1 Bogenlange

Um die Bogenlinge eines Graphen zu berechnen wurde bis jetzt fiir Funktionen
tiber einem Intervall I = [a;b] die Gleichung

b
~ [ VIT @

benutzt. Da Kurven durch unterschiedliche Parametrisierungen beschrieben wer-
den konnen, gibt es eine andere Formel zur Berechnung der Bogenlinge:

s—,};ngoz¢ S P = [ V@R R

16



4.2 Beispiel am Kreis

Die Formel fiir die Bogenldnge wird nun an einem selbst gewihlten Beispiel ge-
testet, namlich am Beispiel des Kreises:

Gegeben: t, =0 t,=1 x(t) =rcos(2nt) y(t) = rsin(2nt)

1. Die Teilfunktionen werden in das Integral eingefiigt:

s = /0 V ((rcos(2mt)))2 + ((rsin(2mt))")2dt

2. Ableitung der Teilfunktionen:

s = /0 V(277 (—sin(2mt)))2 + (277 cos(2rt ) )2dt

3. Da sich die Konstanten durch Quadrieren, Wurzel ziehen und Integrieren
nicht verdndern, konnen sie vor das Integral geschrieben werden:

1
s = 27r7"/ V/ (—sin(27t))2 + (cos(27t))2dt
0
4. Aus der Addition von cos? und sin® entsteht 1:

1
s = 27rr/ Vidt
0

5. Das Ergebnis ist 277, der Kreisumfang, bzw. die Bogenlénge eines Kreises:

s = 27r

4.3 Bogenlinge einer logarithmischen Spirale

Im Folgenden wird ein schwereres Beispiel dargestellt, die logarithmische Spirale.
In der Abbildung 5 ist diese Spirale mit den beiden Komponenten z(t) und y(t)

abgebildet.
z(t) = ae-cos(2-m-t)

y(t) = ae” sin(2-7-1)

Die Anfangsparameterdarstellung ist folgendermafsen gegeben:

aeb cost
w):( b )

ae’ sint

Um die Bogenlidnge der Spirale zu berechnen, ben6tigt man folgende Formel:

/t VEO T D)
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Abbildung 5:
Logarithmische Spirale

Zunéchst werden die Komponenten x(¢) und y(¢) abgeleitet und dann in die
Formel eingesetzt:

t
= / a2 (B2 + 1)dt
0

Durch Umformung und Rechnung entsteht am Ende folgender Term:

s = %\/b2 + 1(e” — %)
Um die Kriimmung der logarithmischen Spirale zu ermitteln, wird der oben ge-
nannte Term nach der Bogenldnge parametrisiert:

1
t=-1In

b
L s+1
b (a\/b2+1 )

5 Krimmung von Kurven

Bisher wurde eine Kurve mittels einer Tangente angendhert. So konnte die Stei-
gung der Kurve in einem Punkt bestimmt werden. Eine wesentlich bessere An-
ndherung bietet jedoch ein Kreis, anhand dessen auch sogleich die Kriimmung
bestimmbar ist:
1
k=-
r

5.1 Krimmung in Abhingigkeit von der Bogenliange

Die Bestimmung der Kriimmung kann anhand der Anderung des Tangenten-
einheitsvektors in Abhingigkeit zum zuriickgelegten Weg vorgenommen werden.
Dies ist moglich, da sich der Tangenteneinheitsvektor bei einer Bewegung des
Punktes P entlang einer Kurve umso stirker dndert, je grofer die Kriimmung an
dieser Stelle ist. Somit gilt:

—=t'=k-n (keR),



da die Ableitung des Tangenteneinheitsvektors senkrecht auf selbigem steht und
somit gleichgerichtet mit dem Normaleneinheitsvektor ist, der den Betrag 1 hat.
Des Weiteren hingt ¢’ von der Kriimmung ab. Es ergibt sich fiir £:

—

k=t -n
Da jedoch die Kriimmung eine Zahl ist, muss der Betrag gebildet werden:
k(s) =1t'(s)] = l¢"(s)]
Es wird nach s abgeleitet, womit diese Gleichung nur anwendbar ist, wenn die Bo-
genldnge nach s parametrisiert werden kann, was nur selten der Fall ist und einen

hohen Rechenaufwand mit sich bringt. Ein Beispiel, auf das die obenstehende
Gleichung nicht anwendbar ist, ist die Archimedische Spirale, deren Bogenlange

t 1
sATch_a<—° 1+t02+§1n (t+\/1+t02>)

2

nicht nach ¢ umformbar und somit auch nicht nach s parametrisierbar ist.

Beispiel: Kriimmung des Kreises

v(t) = /(2rr - sin(27 1)) 4 (277 - cos(2m t))2 = 277

s(t) = /o i 2mr dt t(s) = %
x(s) = - cos (f) z"(s) = —cos (f) . %
W = () o) = ()

k(s)=¢"(s) = \/(3052 (;) . %2 + sin? <;> . T_lz — %

5.2 Allgemeinere Kriimmungsformel

Uber lingere Umformungen ist es moglich die bereits bekannte Formel fiir die
Kriimmung, die die Parametrisierung nach der Bogenlénge s nutzt, in eine Formel
zu verwandeln, die nur Ableitungen nach ¢ nutzt, sodass es uns nun auch méglich
ist die Kriimmung von Kurven zu berechnen, die sich nur schwer oder gar nicht
nach s parametrisieren lassen.




Abbildung 6: Archimedische Spirale Abbildung 7: Archimedische Spirale mit

mit Krimmungskreis Krimmungskreis und Evolute

Nun kénnen wir auch die Berechnung der Kriimmung der Archimedischen Spirale
durchfiihren, wir erhalten:

kArch (t) =

Eine Berechnung der Kriimmungskreise einer Archimedischen Spirale zusammen

mit der Fvolute (Menge der Kriimmungskreismittelpunkte einer Kurve) ergibt
die in der Abbildung 7 dargestellte Grafik.

Bei einer Ellipse nennt sich die Evolute Astroide, sieche Abbildung 8.
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Abbildung 8: Ellipse mit Kriimmungskreis und Evolute
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