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Betrachtet man eine politische Landkarte, so fillt auf, dass aneinandergrenzende
Gebiete nie mit der gleichen Farbe eingefarbt sind. Bei einer Karte mit sehr we-
nigen Landern mag es noch sehr einfach sein, eine solche Kolorierung zu finden,
doch wie kann man beispielsweise eine Weltkarte unter der genannten Bedingung
mit moglichst wenigen Farben kolorieren?

Mit der Modellierung und der Losung genau solcher Probleme beschéftigt sich
die Graphentheorie. Das Ziel in unserem Kurs war es, dieses Gebiet vorzustel-
len und den Satz von Riemann-Roch, einen zentralen Satz der Graphentheorie,
zu beweisen. Um diesen Beweis fiihren zu konnen, erarbeiteten wir zunéichst ei-
nige Grundlagen der Kombinatorik, anschlieftend widmeten wir uns Ordnungs-
und Aquivalenzrelationen und Gruppen bzw. Operationen. Als letztes erhielten
wir eine Einfiihrung in die Grundbegriffe der Graphentheorie und beschaftigten
uns mit dem so genannten chip-firing game. Eine Wiedergabe des kompletten
Beweises, der die gerade angefiihrten behandelten Themenkomplexe miteinander
verkniipft, sprengte leider den Rahmen dieses Berichtes. Aus diesem Grund be-
schrinken wir uns hier auf Erlduterungen zu den gerade genannten Themen, die
allerdings ohne den Beweis teilweise etwas zusammenhanglos erscheinen konnen.



1 Kombinatorische Grundlagen

1.1 Abbildungen

Eine Abbildung f : X — Y ist eine eindeutige Zuordnung von Elementen z € X
zu Elementen y € Y

1. fist injektiv & Vay, 29 € X : f(21) = f(x2) = 21 = 29

2. fistsurjektiv & Vy e Yz e X : f(z) =y

3. f ist bijektiv < f ist injektiv und surjektiv.
Es ist leicht ersichtlich, dass, wenn es eine bijektive Funktion f : X — Y gibt,
| X | = |Y] gelten muss.

Gesucht werden nun die Anzahl aller méglichen Abbildungen von einer Menge
X ={zy,...,z,} in eine Menge Y = {y1,..., 4}

AbD(X = Y) ={f: X =Y}

Jedes z; € X kann einem der b y; € Y zugeordnet werden. Da in X a Elemente
enthalten sind, betragt die gesuchte Anzahl:

|AbL(X — Y)| = b
Inj(X = Y):={f: X =Y : fist injektiv}
Bei den injektiven Abbildungen gibt es fiir ;1 € X b mogliche Funktionswerte,

fiir 9 die b—1 verbliebenen Funktionswerte usw. Das letzte x, € X hat nur noch
b — a + 1 mogliche y € Y. Dann gilt

[ Inj(X = Y)| =

(b—a)l

Bij(X = Y):={f: X =Y : fist bijektiv }
Die Uberlegungen hier sind analog zum oberen Fall, da fiir bijektive Abbildungen
a = b gilt, gibt es fiir das letzte z, € X nur eine verbleibende Moglichkeit:

1Bij(X — Y)| = al = bL.

1.2 Kardinalititen von Vereinigungsmengen

Seien Aj, ..., A, endliche Mengen.
Fiir die Vereinigungen zweier bzw. dreier Mengen lassen sich folgende Formeln
fiir deren Kardinalitdten herleiten:



|A1 UA2| — ‘Al‘ + ‘AQ‘ - |A1 ﬂA2|
|A1UAUA3| = |Ap|+ A+ As| — [A1NAs| —|A1 N Az| — [As N As|+ A1 N AN A3

Diese Identitét lasst sich verallgemeinern fiir n Mengen:

AL U= U A = A =) AN A [+ 4 (1) A NN A
i=1 1<J

Mithilfe der Methode der vollstindigen Induktion kann man diese Indentitét
leicht beweisen.

Ausserdem kann man sie dazu benutzen, um die noch unbekannte Anzahl aller
surjektiven Abbildungen zu bestimmen:

Seien die Mengen X = {z1,...,z,} und Y = {y1,...,y} gegeben.

Es werden zusétzlich folgende Mengen definiert:

M; ={f: X - Y\{ui}}.

Dann gilt
|Surj(X = Y)| = JAWX = Y)| —|MiU---U M,
b b
= b= (Y IM| = Y IMi O M| (1M N0 ).
i=1 1<j

Ferner gilt aufgrund der Definition der M;:

|M;| = (b—1)
IM; N M| = (b— 2).

Fiir die Schnittmenge von k£ Mengen gilt allgemein:

|M@1ﬂﬂMzk| == (b-k)a

Folglich
|Surj(X = Y)| = b*— (Z(b —1)*— Z(b —2)% 4 (=) (b - b))

= b —bb—1)"+ @) (b—2)" =+ (=1)" .



2 Relationen

Definition 2.1. R ist eine Relation auf der Menge M, wenn R C M x M

Beispiele
Sei M die Menge aller Schiiler und fiir die folgende Relationen Ry, Ry C M x M
gelte:

e R : (z,y) € Ry & x geht auf die selbe Schule wie y. Der Schiiler z ist
genau dann in Relation mit dem Schiiler y, wenn = auf die selbe Schule
geht wie y.

e Ry : (z,y) € Ry < x ist nicht dlter als y. Der Schiiler z ist genau dann in
Relation mit dem Schiiler y, wenn x nicht &lter ist als y.

2.1 Ordnungsrelationen

Definition 2.2. Eine Relation R C M x M heift genau dann (reflexive) Ord-
nungsrelation auf M, wenn fiir alle x,y, z € M gilt:

1. (z,z) € R (Reflexivitét)
2. (x,y) € RA (y,x) € R = z =y (Antisymmetrie)
3. (x,y) € RA(y,2) € R= (2,2) € R (Transitivitat).

Ry ist also eine Ordnungsrelation.

Definition 2.3. Eine Ordnungsrelation R C M x M heifit genau dann starke
Ordnungs- oder Totalrelation, wenn gilt: Vo, y € M : (z,y) € RV (y,z) € R.

R ist folglich eine starke Ordnungsrelation, weil zwei beliebige Elemente aus M
direkt miteinander vergleichbar sind.

Definition 2.4. Eine Ordnungsrelation R C M x M heift genau dann schwache
Ordnungsrelation, wenn gilt: x,y € M : (z,y) ¢ RV (y,z) ¢ R.

Seien d € Nund M = {d|12} = {1,2,3,4,6,12} die Menge der natiirlichen Teiler
von 12. Fiir die Ordnungsrelation Rj3 soll gelten:

Rg : (dl,d2> € R3 <~ dlydz.

dy ist genau dann in Relation mit ds, wenn d; ein natiirlicher Teiler von d ist.
R3 ist eine schwache Ordnungsrelation, weil nicht alle Elemente aus M direkt
miteinander vergleichbar sind.

Weil 4 ein natiirlicher Teiler von 12 ist, sind 4 und 12 in Relation bzw. vergleich-
bar. Weder ist 4 ein natiirlicher Teiler von 6, noch ist dies 6 von 4, somit sind 4
und 6 nicht in Relation bzw. nicht vergleichbar.
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2.2 Aquivalenzrelationen

Definition 2.5. Eine Relation R C M x M heift genau dann Aquivalenzrelation
auf M, wenn fiir z,y, z € M gilt:

1. (z,z) € R (Reflexivitét)
2. (z,y) € R= (y,z) € R (Symmetrie)
3. (x,y) € RA(y,2) € R= (z,2) € R (Transitivitit).

R; ist also eine Aquivalenzrelation.

2.3 Aquivalenzklassen

Die Aquivalenzklasse eines Elementes x € M ist die folgende Teilmenge
[z] :={y € M : (z,y) € R}.
Die folgende Aussage gilt: [x] = [y] & (z,y) € R.

2.4 Gruppen und Ordnungen

Definition 2.6. Eine Abbildung o : M x M — M heifst Operation auf M.

Jetzt betrachten wir Operationen, deren Eigenschaften den FEigenschaften der
Addition reeller Zahlen dhneln.

Definition 2.7. (M, o) heift genau dann Gruppe, wenn fiir alle a,b,c € M gilt:
1. o ist eine Operation auf M
2. o ist assoziativ: ao (boc) = (aob)oc
3. o besitzt ein neutrales Element: 3n € M :aon=noa=a

4. Jedes Element von M besitzt dort auch ein inverses Element beziiglich o:
daeM:aoa=aoa=n.

Definition 2.8. (M, o) heifit genau dann abelsche Gruppe, wenn fiir alle a, b € M
gilt:

1. (M, o) ist eine Gruppe
2. o ist kommutativ: a o b = bo a, fiir alle a,b € M.

Beispiele von Gruppen sind (Z, +), (R, +) oder (R*,-).
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3 Graphen

Ein Graph G(V, E) besteht aus Knoten vy, vy, ..., v, € V und Kanten (€ E), die je-
weils zwei Knoten miteinander verbinden. Fiir die Nachbarschaft N (v) eines Kno-
tensv € V gilt: N(v) ={y € V : {v,y} € E}. Als den Grad deg(v) eines Knotens
v € V bezeichnet man die Anzahl seiner Nachbarn, d. h. deg(v) = |N(v)| = |E,|,
wobei B, = {{z,y} € E : x = v}. Ein Graph G(V, E) heift vollstindig, wenn
Vv, v; € V @ {v;,v;} € E gilt. Die Anzahl der Kanten in einem vollstdndigen
Graphen G(V, E) ist |E| = (')).

Ein Weg w der Linge n ist eine endliche Folge ag,aq,...,a, von Knoten, wo-
bei jedes Folgeglied benachbart zu seinem Nachfolger ist. Zudem muss a,, #
ami2¥m € Nym < n gelten. Ein Graph G(V, E) heifit genau dann zusammenhdn-
gend, wenn fiir alle v;,v; € V,v; # v; ein Weg w der Lange n existiert, fiir den
p,q € N,p,q < n mit w, = v;,w, = v; existieren. Alle Wege w der Léinge n, fiir
die w, = wy gilt, heiken Zykel.

3.1 Baume

Ein zusammenhangender Graph ohne Zykel heifst Baum. Man bezeichnet einen
Knoten v, € V eines Baumes B(V, E) genau dann als Blatt, wenn deg(v,) = 1
gilt.

Lemma 3.1. Jeder endliche Baum hat mindestens ein Blatt.

Beweis. Wire deg(v) > 2 Vv € V, so kdnnte man jeden Punkt als Startpunkt wy
eines Weges w wihlen, wobei w unendlich viele Knoten enthielte, da aufgrund
der obigen Annahme jeder Knoten mindestens zwei verschiedene Nachbarn hétte
und somit fiir jeden Knoten w, = v € V ein néchstes Folgeglied des Weges w,, 1
existierte, ohne dass die Bedingung w, 1 # w,,1 verletzt wiirde. Es existierte
also ein Weg w, der unendlich viele Knoten enthélt. Da aufgrund der Zykellosig-
keit eines Baumes keine zwei Folgeglieder des Weges gleich sein diirfen und dieser
somit nur voneinander verschiedene Knoten enthélt, enthilt auch der Baum un-
endlich viele voneinander verschiedene Knoten. Dies steht im Widerspruch zu
unserer Bedingung, dass es sich bei dem betrachteten Baum um einen endlichen
Baum handelt. Jeder endliche Baum hat also mindestens ein Blatt.

Aus dieser Eigenschaft folgt:
Satz 3.2. Jeder endliche Baum hat mindestens zwes Bldtter.

Beweis. Sei B(V, E) ein Baum mit dem Blatt v, dessen Nachbar als v,, bezeichnet

sei. ,Schneidet man nun das Blatt v, ab, erhélt man einen neuen Baum B (V' \
{w}, E\{{vp, vn}}). Nach Satz 3.1 hat auch B; mindestens ein Blatt. Dieses Blatt



ist entweder v,, oder ein anderer Knoten v, des Baumes B;. Gilt letzteres, ist die
Annahme bewiesen, da beim Entfernen des Blattes v, der Grad des Blattes v,
aufgrund der Blatteigenschaften nicht verdndert wurde und v, somit auch Blatt
des Baumes B wire. Ist jedoch v, ein Blatt, so muss der Schritt der Entfernung
des Blattes und somit der Reduzierung der Knotenzahl maximal |V| — 1-mal
durchgefiihrt werden. Entweder die Annahme wurde wie zuvor erklart bewiesen,
oder es wurde noch kein solcher Knoten v, gefunden und fiir den Baum B(V, F)
muss somit deg(v) = 2 Vv € V gelten. Ein solcher Baum hat genau zwei Blatter,
die Annahme ist somit bewiesen.

3.2 Verwendung von Graphen

Graphen spielen eine wichtige Rolle bei der Modellierung bestimmter Probleme.
Das wohl bekannteste auf Graphen zuriickzufiihrende Problem ist das Euler’sche
Briickenproblem, dessen Vorstellung im Jahre 1736 zugleich den Grundstein fiir
die Graphentheorie legte. Das Euler’sche Briickenproblem beschreibt die Frage,
ob es moglich sei, in einem Spaziergang durch Konigsberg alle Briicken der Stadt
genau einmal zu {iberqueren. Dieses Problem lisst sich relativ einfach mithilfe von
Graphen modellieren: Die Knoten des Graphes sind die Plitze, die die verschie-
denen Briicken verbinden, und die Briicken selber werden durch Kanten zwischen
den entsprechen Kanten dargestellt.

Doch auch andere Probleme lassen sich mithilfe von Graphen modellieren. Eine
sehr bekannte Problemklasse ist die der so genannten Farbungsprobleme. Das in
der Einleitung vorgestellte Problem ist beispielsweise ein solches Féarbungspro-
blem. In diesem Fall repriasentierten die Knoten eines Graphen die verschiedenen
Linder, die Kanten stellten die Grenzen zwischen den jeweiligen Landern dar.

4 Riemann-Roch-Satz fiir Graphen

Definition 4.1. Wir definieren eine Ordnung in Div(G) wie folgt:
D>D &vYveV:Dw)> D'(v).
Ein Divisor E € Div(QG) ist effektiv, falls E > 0.

Definition 4.2. Wir bezeichnen mit M(G) die abelsche Gruppe bestehend aus
allen ganzzahl-wertigen Funktionen auf den Knoten von G.
Wir definieren den Laplace-Operator A : M(G) — Div(G) durch

A(f)= > Af)),

veV(G)



wobel

Au(f) = deg)f(v)— > flw)

e=wvek,

= Y (f@) = fw)).

e=wvel,

Definition 4.3. Ein Divisor D heikt Hauptdivisor falls D € Im(A). Wir defi-
nieren eine Aquivalenzrelation ~ durch:

D ~ D' < D — D' ist ein Hauptdivisor.

Definition 4.4. Fiir einen Divisor D € Div(G) definieren wir das Linearsystem
| D| beziiglich D als Menge aller effektiven Divisoren dquivalent zu D. Die Dimen-
sion (D) eines Linearsystems |D| ist 7(D) = —1, falls |D| # (), ansonsten ist fiir
jede ganze Zahl s > 0,7(D) > s, wenn |D — E| # () fiir alle effektiven Divisoren
E vom Grad s.

5 Chip-firing game

G sei ein Graph, wobei den Knoten ganzzahlige Geldbetrige zugeordnet werden.
Knoten mit negativen Geldbetrigen sind verschuldet. Man kann die Geldbetréige
mithilfe eines so genannten Divisors zuordnen, diese Zuordnung wird als anfing-
liche Konfiguration bezeichnet.

Definition 5.1. Ein Divisor in G ist eine Summe von Knoten mit Koeffizienten

a, € 1
D:Zav-v.

veV

Wir bezeichnen a, mit D(v) und
deg(v) := Zav.
veV
Die Menge aller Divisoren (Div(G)) bildet eine Gruppe mit der Verkniipfung fiir
D+ D = Z(D(U) + D'(v)) - v.

veV

Ziel des Spiels ist es, durch eine Folge von Bewegungen eine Konfiguration zu
erreichen, bei der dann keine verschuldeten Knoten mehr existieren. Dies wird
als gewinnende Strategie bezeichnet. Um Bewegungen durchzufiihren, nimmt oder
ibergibt ein Knoten an einen Nachbarknoten einen Geldbetrag. Nachbarknoten
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sind Koten, die mit einer Kante zum Knoten verbunden sind. Dabei bleibt der
Gesamtbetrag vom Geld stets gleich.

Es werden zwei Falle unterschieden:

1. N > g, dann existiert immer eine Losung.

2. N < g — 1, dann gibt es mindestens eine anfingliche Konfiguration ohne
mogliche Losung.

Zwei Divisoren D und D’ in G sind genau dann linear dquivalent, wenn es eine
Folge von Bewegungen gibt, die D zu D’ bringt. Daher folgt, dass es fiir anfing-
liche Konfigurationen eine gewinnende Strategie gibt, wenn N > g.

Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ durch: D ~ D', wenn D — D’ ein
Hauptdivisor ist. Diese Aquivalenzrelation wird Lineardiquivalenz genannt. Da
ein Hauptdivisor den Grad null besitzt, folgt das zwei lineare dquivalente Divi-
soren den gleichen Grad haben. Ein Divisor ist effektiv, wenn die Koeffizienten
nicht negativ sind. Fiir einen Divisor D € Div(G) definieren wir das Linearsystem
|D| beziiglich D als Menge von allen effektiven Divisoren, die dquivalent zu D
sind. Die Dimension r(D) eines Linearsystems |D| ist (D) = —1 , falls |D| = (),
ansonsten ist fiir jede ganze Zahl s > 0,7(D) > s, wenn |D — E| # ( fiir alle
effektiven Divisoren E vom Grad s.

Der kanonische Divisor K im Graph G ist wie folgt definiert:
K= ) (deg(v) —2)(v)
veV(G)

deg(v) steht fiir die Anzahl der anliegenden Kanten am Knoten v. Der kanonische
Divisor wird fiir den Riemann-Roch-Satz benétigt.

Satz 5.1. (Riemann-Roch-Satz fiir Graphen) Sei G ein Graph und D ein Divisor
in G. Dann
r(D)—r(K — D) =deg(D)+1—g.

Mithilfe des Satzes kann man den Wert der Dimension ausrechnen, welche eine
Konfiguration mit gewinnender Strategie besitzt.
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