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Die Gruppe beschéftigte sich zunéchst mit zufélligen Irrfahrten im Kontext von
Spielen und gestoppten Spielen. Ausgehend von einer Serie von maximal 5 fairen
Einzelspielen, die zu einem beliebigen Zeitpunkt gestoppt werden konnte, wurde
die Frage untersucht, ob auch das gestoppte Spiel fair ist.

Als néchstes gingen wir der Frage nach, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine
zufillige Irrfahrt irgendwann erstmalig einen gegebenen Wert erreicht. Als niitzliches
Werkzeug lernten wir dabei das Spiegelungsprinzip kennen.

Die Irrfahrten begegneten uns wieder im n-Perioden-Binomialmodell fiir die (lo-
garithmische) Rendite einer Aktie. Die Parameter eines 5-Perioden-Modells fiir
die Adidas-Aktie schitzten wir aus beobachteten Daten dieser Aktie. Wir disku-
tierten Vor- und Nachteile dieses Modells. Dann warfen wir einen Blick darauf,
was beim Grenziibergang n — oo im Binomialmodell passiert.

Schliellich widmeten wir uns der Preisbildung von Call-Optionen. Als grund-
legendes Prinzip diente das No-Arbitrage-Prinzip. Wir leiteten eine allgemeine
Formel fiir den Preis einer Call-Option im 3-Binomialmodell her und erkannten
die RegelméafBigkeit, die zur Preisformel im n-Perioden-Modell fiihrt.



1 Grundlagen

Zur Einfithrung in die Stochastik und Wahrscheinlichkeitsrechnung beschiftigen
wir uns zunéchst mit einigen grundlegenden Begriffen und Definitionen.

Gespielt wird ein Spiel mit n unabhéngigen Teilspielen. X; ist das Ergebnis des
i-ten Teilschritts. Die Summe S, aller X; definiert das Ergebnis des Gesamtspiels.
P(S; = a) beschreibt die Wahrscheinlichkeit nach i Schritten den Wert a zu er-
reichen. Eine Trajektorie beschreibt einen moglichen Spielverlauf und wird durch
w definiert. Die Menge aller w wird als §2 bezeichnet.

Der Erwartungswert beschreibt den Durchschnittsgewinn bei n Spielen und wird
wie folgt definiert:

E(X)=)Y X(w)P(w).

we

Der Erwartungswert hat folgende Eigenschaften:

o Additivitdt: VX, Y gilt: E(X +Y) = E(X) + E(Y),
o Va € R, VX gilt: E(aX) =aF(X),
e Linearitit: Va,b € R, VX gilt: E(aX +b) = aE(X) + b.

Ein Spiel heifit fair, wenn der Erwartungswert gleich null ist. Dies bedeutet, dass
keiner der Mitspieler bevor- oder benachteiligt.

Wiéhrend eines Spiels kann ein Spieler eine bestimmte Strategie verfolgen und
nach dieser Strategie das Spiel vorzeitig beenden. Die Strategien, deren Ausfithrung
sich nur an dem bisher erfolgten Spielverlauf orientieren, nennt man Stoppzeit 7.
Dabei gilt nach dem Doobschen Stoppsatz fiir beschrankte Stoppzeiten: Auch ein
gestopptes Spiel bleibt ein faires Spiel, wenn dieses Spiel ohne Stoppen fair war.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist die Varianz, die wie folgt definiert ist:

Var(X) = ) (X (w) — E(X))*P(w).

weN
Die Varianz hat folgende Eigenschaft:
Var(aX) = a*Var(X).

Nach dieser kleinen Einfithrung wenden wir nun unsere neu erworbenen Kennt-
nisse auf praktische Beispiele an.



2 Peter und Paul

Peter und Paul spielen gemeinsam ein Spiel, welches aus unendlich vielen Teilspie-
len besteht. Fiir jedes gewonnenes Spiel gibt es einen Punkt. Paul spielt beliebig
lange mit. Peter verfolgt folgende Spielstrategie: Er hort immer dann auf zu spie-
len, wenn er zum ersten Mal mit einem Punkt in Fiithrung liegt. Wird das Spiel
jemals enden?

Gefragt ist also nach der Wahrscheinlichkeit h, dass Peter irgendwann mit einem
Punkt fiithrt. Dabei bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass Peter ein Teilspiel
gewinnt, mit p, die Wahrscheinlichkeit, dass Paul gewinnt, mit ¢. Es gilt: p4+q = 1.

Fiir die Berechnung von h gibt es zwei Wege:

2.1 Berechnung von h iiber das Spiegelungsprinzip

Das erste Mal, dass Peter in Fiihrung gehen kann, ist, wenn er das erste Spiel
gewinnt. Gewinnt er das erste Spiel nicht, braucht er mindestens zwei weitere
Spielziige, um erstmals in Fiithrung zu liegen. Daraus ist ersichtlich, dass Peter
nur nach einer ungeraden Anzahl an Spielziigen in Fiihrung gehen kann. Von
diesen bendtigten Spielziigen muss Peter ein Teilspiel mehr gewinnen als verlieren.
Damit ergibt sich fiir A:

o0
h=wip+ wspq + wsp’® + wip*® + . = wa (PF¢P),
k=0

wobei w; 357, .. die jeweilige Anzahl der Wege ist, die Peter nach 1,3,5,7,...
Spielziigen zum Gesamtsieg fithren und im Folgenden bestimmt werden sollen.

Zunéchst tiberlegten wir uns eine Formel, die uns die Anzahl aller Pfade N,,(a,b),
die von einem beliebigen Punkt (0,a) zu einem beliebigen Punkt (n,b) fiihren,
angibt. Es gilt:

Nu(a,b) = (%(n +nb - a))‘

Da Peter jedoch erst nach 1,3,5,... Teilspielen erstmals in Fiithrung gehen soll,
bestand unser Ziel allerdings darin, die unnotigen Pfade, welche vor diesen 1, 3,5, . ..
Spielziigen die Gerade y = 1 schneiden, auszuschliefen. Zum Ermitteln der An-
zahl dieser Pfade bedienten wir uns des Spiegelverfahrens, welches wir im Fol-
genden erldutern werden.

Es gelten folgende Bezeichnungen:



e N%a,b): Anzahl aller Wege, die von A(0, a) nach B(n,b) fiihren und dabei
die z-Achse in mindestens einem Punkt (k,0) schneiden oder beriihren,

e N,(—a,b): Anzahl aller Wege, die von A’(0, —a) nach B(n,b) fithren.

Das Spiegelungsprinzip besagt: Sind a,b > 0, dann gilt: N2(a,b) = N,(—a,b).
Dies lésst sich wie folgt begriinden: Jeder Pfad, der von A’(0,—a) nach B(n,b)
fithrt, schneidet die x-Achse mindestens einmal. Den ersten Schnittpunkt bezeich-
nen wir mit (k,0). Spiegelt man nun die Abschnitte der Pfade von (0, —a) nach
(k,0) an der z-Achse, erhélt man genau die Anzahl der Pfade, die von (0, a) nach
(n,b) fuhren und dabei die z-Achse in (k,0) schneiden. Somit ist die Anzahl der
Pfade von (0, —a) nach (n,b) gleich der Anzahl der Pfade von (0, a) nach (n,b),
wobei die z-Achse mindestens einmal geschnitten wird.
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Damit gilt fiir die Anzahl der Pfade, die von A(0,a) nach B(n,b) fithren und
dabei die z-Achse mindestens einmal schneiden:

M) =t-a0)= (4, ()

Dieses Prinzip ist nun auf unser Problem anzuwenden und zwar folgendermaflen:

Um die Anzahl der Wege zu bestimmen, die Peter erstmals nach n Spielziigen in
Fiithrung gehen lassen, miissen alle Wege von (0,0) nach (n,1), die die Gerade
y = 1 weder schneiden noch beriihren, bestimmt werden. Dazu ist die Differenz
zwischen der Anzahl aller Wege von (0, 0) nach (n—1,0) und der Anzahl der Wege
von (0,0) nach (n—1, 1), die die Gerade y = 1 schneiden oder beriihren, zu bilden.
Der Trick, die Anzahl der Wege von (0,0) nach (n — 1,0), die die Gerade y = 1
schneiden oder beriihren, zu bestimmen, besteht darin, das Koordinatensystem
so zu verschieben, dass im neuen Koordinatensystem die x-Achse durch y = 1
verlauft.

Darauf ist das Spiegelungsprinzip mit den neuen Koordinaten A(0, —1) und B(n—



1, —1) anzuwenden. Es gilt also fiir unsere wy:

wy = Np_1(=1,-1) = N° (~1,-1)
= Np_i(—1,—1) = Np_q(+1,-1)

- (%Zz_—ln) - (%Zz_—l?o)

Durch Ersetzen von n = 2k + 1 und Umformungen ergibt sich schliefSlich:

1 2k+1
wy = )
Pk + 1\ k41
Die von uns bestimmten wy konnten nun zur Berechnung von h genutzt werden.
Es gilt:




Mathematica lieferte uns fiir den Wert dieser Reihe:

o LV =2

2(—1+p)

Dieses Ergebnis erhielten wir auch auf einem anderen Weg, der im néchsten Ab-
schnitt vorgestellt werden soll.

2.2 Ein trickreicher Weg

Da die Berechnung des Wertes der unendlichen Reihe im obigen Weg sehr auf-
wendig ist, versuchten wir die Berechnung von h auf folgendem Weg: Wir definie-
ren uns ¢ als die Wahrscheinlichkeit, dass Peter irgendwann erstmalig mit zwei
Punkten fiithrt. Fiir ¢ gilt: ¢ = h?. Das ist zumindest plausibel, denn wenn er er ir-
gendwann mit zwei Punkten fiihren soll, muss er zunéchst mit einem Punkt vorn
liegen und von da an nochmals einen Punkt Vorsprung gewinnen. Das Problem
besteht darin, dass der Moment der ersten Fiihrung ein zufélliger ist. Auf eine
mathematisch exakte Begriindung der Beziehung ¢t = h? haben wir verzichtet.
Zur Vereinfachung betrachten wir nur den Ausgang des ersten Spielzugs. Wenn
Peter den ersten Spielzug gewinnt, liegt er mit einem Punkt in Fiithrung, die
Wahrscheinlichkeit hierfiir ist p. Wenn Peter das erste Spiel verliert, liegt er einen
Punkt im Riickstand und muss von diesem Punkt aus irgendwann mit zwei Punk-
ten fithren, hierfiir ist die Wahrscheinlichkeit gt.

Daraus folgt:

h=p+qt=p+qh’

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind:

By — 1+(1-29) _ 1-q _p
1 2q q q’
_ 1-(1-2¢) _
hy = 20220 =,

Zur Bestimmung von A sind 3 Félle zu betrachten.

1. Fiir p > ¢ ist h = 1, da der Quotient § grofer als 1 ist und diese Wahr-
scheinlichkeit nicht existiert.

2. Fiir p = ¢ ist h = 1 die einzige mogliche Losung, da h = § =1 ist.

3. Firp<gqist h = g. Das haben wir begriindet, mdéchten es aber hier nicht
ausfiihren.



Bezogen auf das Spiel, bedeutet dies: Hat Peter eine gleiche oder gréflere Gewinn-
chance als Paul ein Einzelspiel zu gewinnen, geht er mit Sicherheit irgendwann
mit einem Punkt in Fiihrung. Hat Peter eine kleinere Gewinnchance als Paul, ist
h abhéngig von p und gq.

3 Aktienkurse

Nun kénnen wir uns den Aktien zuwenden und das bisher Gelernte der Stocha-
stik darauf anwenden. Der Kurs einer Aktie verfolgt eine ,,zuféllige Irrfahrt”. S;
definieren wir als den Kurs der Aktie zum Zeitpunkt t.

Die Kursédnderung von ¢ nach ¢t + At wird als Rendite bezeichnet. Es gibt zwei
verschiedene Arten von Renditen: die einfache und die logarithmische Rendite.

Die einfache Rendite stellt die relative Kurséinderung im Zeitraum At dar und
wird wie folgt berechnet:

Strat — St

Einf. Rendite = S,

Die einfache Rendite kann einen Wert zwischen -1 und unendlich annehmen.

Die logarithmische Rendite wird wie folgt berechnet:

Sttt

Log. Rendite = In = R;.

t

Die Wirtschaftsmathematiker bevorzugen in der Regel die log. Rendite, da sie
additiv gebraucht werden kann:

S Sy S Sy Si
=== =In|Z=*x2t ) =In== +1ln=.
By nso n(sl*so) nsl nso

Somit kénnen beispielweise Monatsrenditen leicht berechnet werden, wenn die
Wochenrenditen fiir diesen Monat bekannt sind.

Um Aussagen iiber den Aktienkurs zum Zeitpunkt ¢+ At treffen zu konnen, formt
man die obigen Gleichungen um. Damit gelten fiir die Aktienkurse:

St+At = (einf. Rendite + 1)St,

— e SixR
Strar = exp it

Wir haben als konkretes Beispiel den Aktenkurs der Adidas-Salomon-Aktie be-
trachtet. Dazu haben wir die Kursdaten vom 09.08.02 bis 13.06.03 ausgewertet.

Mit Hilfe von Exel berechneten wir aus den Daten jeweils die log. Renditen. Aus
den Daten wurden der Mittelwert 7 = #d22tet®n ynd die Standardabweichung

7



_ (21—2)2+..+(zr—T
der Modellebene lésst sich der Mittelwert als Erwartungswert und die Standard-
abweichung als /Var(X) interpretieren. Fiir die Adidas-Salomon-Aktie ergaben

sich folgende Werte: T = —0, 0006 und s = 0,0352.

2 der Renditen bestimmt und ins Modell iibertragen. In

S

3.1 Binomialmodell fiir den Aktienkurs

Um leichter eine Prognose fiir den zukiinftigen Aktienkurs erstellen zu koénnen,
vereinfachen wir den realen Aktienkursverlauf in einem Modell. Der Aktienkurs
kann nach einer Periode genau zwei Werte annehmen. Entweder er steigt oder
fallt um einen bestimmten Faktor. Interessant ist dabei die Frage, um welchen
Faktor d er steigt und um welchen Faktor u er sinkt. Unsere Idee war es, dass
die ,,typischen” Ausschldge der log. Rendite als eine Standardabweichung um den
Mittelwert angesehen werden kann. Also bewegen sich die typischen Renditen im
Intervall (T — 5,7 + s). Daraus lassen sich die zwei Aktienkurse berechnen.

Beispiel:

Mit unseren vorherigen Uberlegungen kann der Aktienkurs nur um u = exp®*+*

sinken oder um d = exp”® steigen. In unserem Beispiel der Adidas-Salomon-
Aktie ergaben sich: uw = 1,035 und d = 0, 965.

Letztendlich haben wir mit Hilfe des Black-Scholes Modells aus den Kursdaten
vergangener Wochen eine Prognose iiber den Kurswert der Adidas-Salomon-Aktie
fiir den 27.06.2003 erstellt: Wir errechneten, dass mit 68%iger Wahrscheinlichkeit
der Aktienkurs an diesem Tag zwischen € 70.89 und € 78.02 und mit 95%iger
Wahrscheinlichkeit zwischen € 67.45 und € 82.31 liegt. Wie sich am 28.06.2003
herausstellte, lag der tatsdchliche Aktienkurs am 27.06.2003 bei € 74.50, also
tatsdchlich in beiden der von uns angegebenen Intervalle.

Abschlielend beschéftigten wir uns mit Optionen.



4 Optionen

Eine Option ist ein Vertrag zwischen zwei Parteien, wobei der Kéufer der Option
folgende Rechte erwirbt. Er darf:

e cin festgelegtes Gut (Basiswert),
e zu einem festgelegten Preis (Ausiibungspreis),

e in einem festgelegten Zeitraum (Ausiibungsfrist) oder zu einem festgelegten
Zeitpunkt (Ausiibungstermin, Verfallstermin)

kaufen/verkaufen. Der Verkdufer hat wiederum die Pflicht das Gut zu einem
festgelegten Preis zu einem festgelegten Zeitpunkt zu verkaufen/kaufen. Damit
der Vertrag, mit dem der Kaufer das oben beschriebene Recht erwirbt, in Kraft
tritt, muss der Kéaufer der Option an den Verkdufer der Option eine Priamie, den
sogenannten Optionspreis, zahlen. Optionen, die das Recht zum Ordern eines
Gutes einrdumen, heiflen Call-Optionen (Kaufoptionen). Optionen, die das Recht
zum Verkauf eines Guts einrdumen, heilen Put-Optionen (Verkaufsoptionen). Der
Vorteil von Optionen gegeniiber Aktien besteht in der moglichen groflien Rendite
bei geringem Kapitaleinsatz, der Nachteil ist die mogliche hohe negative Rendite,
da das gesamte eingesetzte Kapital (Optionspreis) verloren gehen kann.

Als innerer Wert einer Option zur Zeit ¢ = T wird derjenige Betrag bezeichnet,
den die Option durch Ausiibung zum Zeitpunkt 7" erzielen wiirde. Der innere
Wert der Call-Option ist somit:

Cr = max(0, E — Sr).

Im Folgenden nutzen wir folgende Bezeichnungen:

e F: Ausiibungspreis,
e Sp: Aktienkurs zum Zeitpunkt T,
e 1: Zinsfaktor,

o C7: Wert der Call-Option zum Zeitpunkt T.

Wir interessierten uns fiir folgende Fragen: Welchen Preis sollte die Option heute
haben? Von welchen Gréflen hingt der Optionspreis ab?

Zur Bestimmung eines Optionspreises ist das No-Arbitrage-Prinzip von Bedeu-
tung, welches besagt, dass man am Markt keinen risikolosen Gewinn erzielen



kann. An einem gut funktionierenden Markt sorgt die Transparenz dafiir, dass
es keine oder nur kurzzeitig vorhandene Moglichkeiten zur Arbitrage gibt, die
aufgrund des Prinzips ,,Angebot und Nachfrage* selbstregulierend wirken.

Aus dem No-Arbitrage-Prinzip folgt: Haben zwei Portfolios heute den gleichen
Wert, dann haben sie auch morgen den gleichen Wert unabhéngig davon, wie sich
der Markt entwickelt. Ein Portfolio ist eine Kombination von Finanzgiitern, d.h.
man kombiniert eine Anzahl von Aktien (x) mit einer Menge von Geld (y), wobei
Letzteres ein Kredit oder eine Investition sein kann.

Im Folgenden beschreiben wir ein Modell zur Berechnung des Optionspreises.

4.1 Binomialmodell

Der zentralen Idee des Binomialmodells liegt das No-Arbitrage-Prinzip zugrunde.
Sie lautet: Zu jedem Zeitpunkt und bei jedem Aktienkurs lasst sich ein Portfolio
aus Aktien und Geld zusammenstellen, das in der folgenden Periode die glei-
che Wertentwicklung wie die Option aufweist. Aus No-Arbitrage-Prinzip folgt,
dass der Preis dieses Portfolios zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem Optionspreis Cy
iibereinstimmen muss.

4.1.1 Einperiodenmodell

Das No-Arbitrage-Prinzip werden wir nun im Einperiodenmodell verdeutlichen.

Der Wert der Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 betrégt:
CO = Sol’ +v.

Aufgrund des No-Arbitrage-Prinzips gelten folgende Gleichungen:

C, = uSpx + ry,
Cqy = dSoxr + ry.

10



Durch Losen des Linearen Gleichungssystems ergibt sich fiir Cy:

1 _ _
COZ—<CT d+Cdu r).

r “u—d u—d

Mit p = Z:Z und ¢ := =% folgt:

1
(pcu + qu>7

r

Co
wobei p und ¢ als Wahrscheinlichkeiten aufgefasst werden konnen. Es gilt: p4q =
1.

Damit keine Arbitrage-Moglichkeit besteht, muss gelten: d < r < u.

4.1.2 Das n-Periodenmodell

Das Zeitintervall [0, T'| wird in n Teilintervalle zerlegt. In jedem Teilintervall steigt
bzw. sinkt der Aktienkurs unabhéngig von jedem anderen Teilintervall und un-
abhéngig vom bisherigen Kursverlauf.

Durch Zerlegung des Baumes in Einperiodenmodelle und Riickwértsarbeiten erhélt
man fiir das Zweiperiodenmodell:

_pCu+qu_ 1
-l

CO pQCuu + 2quud + qQCdd) .

11



Ebenso haben wir das Dreiperiodenmodell hergeleitet, fiir das sich folgender Op-
tionspreis ergibt:

1
Co = ﬁ(pscu?’ + 3p?*qCy24 + 3p¢*Cuugz + ¢*Cips).

Nach weiteren Untersuchungen ergibt sich eine Regelméafligkeit, aus der man die
Formel fiir das n-Perioden-Modell herleiten kann. Es gilt:

1 — (1 i n—i
Co = 7’_" <; <Z)p q Cuzdnz> .

Um die Genauigkeit der Formel zur Bestimmung des Optionspreises zu testen,
bestimmten wir den Preis einer Option auf eine Adidas-Salomon-Aktie mit einer
Laufzeit von 5 Wochen und einem Ausiibungspreis von € 70.00. Mit unserem
5-Periodenmodell erhielten wir € 5.43. An der Borse wurde diese Option mit
€ 5.52 gehandelt.
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