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Zusammenfassende Notizen zu der Vorlesung

Didaktik der Algebra und Zahlentheorie

3 Zur Behandlung der rationalen Zahlen

3.1 Historische Bemerkungen

Antike (Griechenland):

e Zunichst nur natiirliche Zahlen (ohne die Zahl Null) und Verhiltnisse nattirlicher Zahlen
(bis ins 6. Jahrhundert). Irrationale Zahlen (als Streckenverhéltnisse) wurden bereits entdeckt
(Hippasos, ca. 400 v. Chr.). Negative Zahlen wurden jedoch nicht betrachtet.

Indien:
e FEinfithrung der Zahl Null und der negativen Zahlen in die Mathematik im 7. Jahrhundert.

Europa:
e FRANCOIS VIETA (1540-1603) vermied negative Zahlen.

e RENE DESCARTES (1596-1650) sprach von falschen Losungen, wenn eine Gleichung negative
Zahlen als Losung hatte.

e CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855): ,,Positive und negative Zahlen konnen nur da eine Verwen-
dung finden, wo das Gezithlte ein Entgegengesetztes hat, was mit ihm vereinigt gedacht, der Vernich-
tung gleichzustellen ist.”

3.2 Herangehensweisen / Beispiele zur Einfiihrung negativer Zahlen

Aus dem tdglichen Leben sind negative Zahlen vor allem in zwei Zusammenhéangen vertraut:
o Temperaturen (iiber /unter 0°C),
e Kontostinde (Soll/Haben).

Ein drittes Beispiel sind Hohenangaben (iiber/unter NN).
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Einfiihrung negativer Zahlen in einem &lteren Schulbuch (Gamma 7, Hauptschule)

Von Anfang an sollten die Zahlengerade und die Ordnung auf ihr betrachtet werden.

e 5+2=7  Esist —5°C kalt und wird um 2°C wiirmer/kiilter. Welche Temperatur herrscht jetzt?
e —5—2— 7 (Entsprechend bei Hohenangaben, Kontostdanden usw.)
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Zahlengerade bedeutsam: Schulbuchkopie: Gamma 7 (Hauptschule)

Die negativen rationalen Zahlen werden durch Symmetrisierung aus den gebrochenen Zahlen ge-
wonnen = Erweiterung des Zahlenstrahls zur Zahlengeraden durch Spiegelung am Nullpunkt.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist der der ,Gegenzahlen”:

Der Bereich der rationalen Zahlen ergibt sich als Vereinigung der Menge der gebrochenen Zahlen
und der Menge der zu ihnen entgegengesetzten Zahlen.

Anmerkung: Es handelt sich hierbei nicht um eine fachlich saubere Definition des Bereichs der rationalen Zahlen, sondern um eine
Moglichkeit, diesen Bereich in der Sekundarstufe I anschaulich und plausibel einzufiihren.

Weiterer Aspekt: Rationale Zahlen sind Aquivalenzklassen von Paaren differenzengleicher gebrochener
Zahlen (Beispiel: Gutschein-/Schuldscheinmodell, siehe weiter hinten).

Probleme mit der Kleiner-Relation

,Kleiner als” bedeutete in den natiirlichen Zahlen auch:
e ,weniger der Anzahl nach”,
e ,kommt beim Zihlen eher dran”,
e ,hat hochstens so viele Stellen wie”.

Der Riickgriff auf die Zahlengerade ist wichtig, um Irrtiimer zu vermeiden, gibt dafiir jedoch noch
keine Gewihr: Es besteht die Gefahr, dass die Schiiler die Zahlen ,,in zwei Hilften aufteilen”, die
positiven und die negativen und jede Halfte fiir sich betrachten.

Moglicher Denkfehler: —279 > —2, denn 279 > 2
(denn 279 € Schulden sind ja auch mehr als 2 € Schulden)

Abhilfe: Ruckgriff ins Modell (kélter, weniger, tiefer), konsequentes Durchlaufen der Zahlengera-
den von links nach rechts, , kleiner” heifit ,liegt links von”.

3.3 Einstiege in die Addition und Subtraktion rationaler Zahlen
Das Gutschein-/ Schuldscheinspiel

e Esstehen Gutscheine und Schuldscheine zur Verfiigung. Ein
Gutschein und ein Schuldschein heben sich im Wert auf.

e Durch einen Zufallsmechanismus (Gliicksrad mit entspre-
chender Beschriftung oder Stapel gemischter Karten mit An-
weisungen) erhalten die Schiiler Befehle der Art ,Nimm ...
Gutscheine”, ,Nimm ... Schuldscheine”, ,,Gib ... Gutschei-
ne ab’, ,,Gib ... Schuldscheine ab”.

e Gewonnen hat, wer am Ende des Spiels am reichsten ist. (Der
Spielstand fiir jeden Schiiler wird nur in Gutscheinen oder
in Schuldscheinen notiert, also z. B. nicht 5 Gutscheine, 3
Schuldscheine, sondern 2 Gutscheine.)

Nimm
Schuld-
scheine

Gib A Gib

Schuld- Gut-
scheine scheine




Das Spiel steht der Auffassung von ganzen Zahlen als Klassen differenzengleicher Paare natiir-
licher Zahlen nahe (Aquivalenzklassenkonzept). So wird die Zahl —5 durch 0 Gutscheine und 5
Schuldscheine, oder 1 Gutschein und 6 Schuldscheine oder 7 Gutscheine und 12 Schuldscheine
usw. représentiert.

Erklirung von Aufgaben zur Addition und Subtraktion anhand des Gutschein-Schuldschein-Modells:

—-5+2 Du hast 5 Schuldscheine und bekommst 2 Gutscheine dazu. Wie , reich” bist du
nun? (2 Nullpaare ablegen)

—-5-2 Du hast 5 Schuldscheine und sollst 2 Gutscheine abgeben. (Das ist moglich, wenn
du 2 ,Nullpaare” aufnimmst.)

—54(—2) Du hast 5 Schuldscheine und bekommst 2 Schuldscheine dazu.
—5—(—2) Du hast 5 Schuldscheine und gibst 2 Schuldscheine ab.

Statt allgemeiner Regeln zum Addieren/Subtrahieren ganzer (rationaler) Zahlen sind beispielgebundene
Formulierungen fiir viele Schiiler hilfreicher:

6 — (-2) rechneich als 6 + 2
6 + (-2) rechne ich als 6-2
Eine Begriindung kann tiber das Spiel gegeben werden:
e Statt Schuldscheine abzugeben, kann ich Gutscheine aufnehmen: 6 — (-2) =6 + 2
e Statt Schuldscheine aufzunehmen, kann ich Gutscheine abgeben: 6 + (-2) =6 -2

Als Erganzung zu dieser modellhaften Begriindung lassen sich Permanenzreihen betrachten, bei
denen die Schiiler einfache Rechenreihen gesetzmafiig fortsetzen:

3+2 =5 3-2 =1 5-2 = 3
3+1 = 4 3-1 = 2 4-1 = 3
3+0 = 3 3-0 =3 3-0 = 3
3+(~1) = 3—(-1) = 2—(-1) =
3+(-2) = 3-(-2) = 1-(-2) =
3+(-3) = 3—(-3) = 0—(-3) =

3.4 Multiplikation rationaler Zahlen

W. R. HAMILTON (irischer Mathematiker 1805-1865) fragte sich noch 1833, wie es erklérlich ist,
,dass zwei Zahlen, die weniger als nichts sind, ein Produkt haben konnen, das mehr als nichts sein soll.”

Weitere Auflerungen zu der Thematik:

,,Fast kein Abiturient ... weifS (das heif$t: versteht einem Anderen klarzumachen), warum zum Beispiel ,Mi-
nus mal Minus Plus” gibt.” WAGENSCHEIN, 1962

... ur einige der leistungsstirksten Schiiler erfassen, dass es sich bei der Einfiihrung negativer Zahlen
um eine Zahlbereichserweiterung im systematischen Sinne handelt, schwiichere Schiiler legen sich eine Art
"Regel-Hilfs-Welt "fiir das Rechnen zu.”

Speziell: ,Bei der Multiplikation bleibt der Fall ,Minus mal Minus'am unsichersten”. ANDELFINGER

Gleichungsansatz (FREUDENTHAL)
»—3 ist das Ding mit dem man so rechnet, als ob (—3) + 3 = 0 sei.”

»,Man kann auf diesen Ansatz das Rechnen mit negativen Zahlen griinden, z. B. aus
(=3)+3=0  und (—4)+4=0
durch Addition ableiten, dass
((=3)+(—4)+(B+4)=0
ist, also dass
(=3)+(-4)=—-(B8+4)



ist, oder auch durch Multiplikation der ersten Gleichung mit 4 und der zweiten mit —3, dass
4-(-3)+4-3=0 und (—4)-(-3)+4-(-3)=0
ist, woraus dann
(—4)-(-3) =43
folgt.”
FREUDENTHAL, H.: Mathematik als pidagogische Aufgabe, Band 1, S. 209

Kontomodell (nach WINTER)

Ein wichtiger Ansatz der Einfiihrung der Multiplikation rationaler Zahlen ist die Betrachtung von
Permanenzreihen, die bereits in anderen Zusammenhéngen erwahnt wurden. Dieser Ansatz liegt
auch dem Kontomodell (nach WINTER) zugrunde:

~Auf ein Konto wurde bis jetzt zu jedem Monatsersten ein Betrag von 50 éﬂeingezahlt, und das soll auch
weiter so geschehen. Heute ist ein Monatserster, es ist ein Eingang von 50 € gewesen, und der Kontostand
ist jetzt ausgeglichen.”

-2 fiir ,vor 2 Monaten”

+3 fur ,in drei Monaten”

-100€ fir 100 € Schulden”

+50€ fur ,50<€ Guthaben”.

Kontostand in drei Monaten: +150 € = (+3) - (+50 €)
Analogie: Kontostand vor drei Monaten: -150€ = (-3) - (+50 €)

(+3)- (+50€) = +150€ (+3)- (-b0€) = -150€
(+2) - (+50€) = +100€ (+2) - (-50€) = -100€
(+1) - (+50€) = +50€ (+1) - (-50€) = -50€
0-(+50€) = 0€ 0-(-50€) = 0€
(-1)-(+50€) = -50€ (-1)-(-50€) = +50€
(-2)-(+50€) = -100€ (-2)-(-50€) = +100€
(-3)- (+50€) = -150€ (-3)-(-50€) = +150€
Konto f stand . Konto A stand
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IDie Beschreibung des Modells ist dem (sehr empfehlenswerten) Buch Entdeckendes Lernen im Mathematikunterricht
von HEINRICH WINTER (Braunschweig: Vieweg, 1991) entnommen. Die Angaben sind dort in DM gemacht (siehe die
Abbildungen) und wurden hier einfach in € abgedndert.
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