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Zusammenfassende Notizen zu der Vorlesung

Didaktik der Elementargeometrie

5 Raum- bzw. Korpergeometrie in der Sekundarstufe |

Korperdarstellungen und Koérperberechnungen treten in mehreren Klassenstufen auf. Dabei wer-
den im Laufe der Schulzeit immer , kompliziertere” Korper betrachtet. Ein Sonderfall ist die Kugel:
in Bezug auf Definition und Darstellung ist sie der einfachste (und zugleich , perfekteste”) aller
Korper; die Berechnung ihres Oberflicheninhalts und Volumens erfordert hingegen tiefgehende
Uberlegungen und sorgfiltige , Vorarbeiten”. Neben Begriffsklirungen umfassen die Stoffgebiete
zur Korpergeometrie in den einzelnen Schuljahren vor allem Korperdarstellungen und -berechnungen.
Da oft lange Zeitraume zwischen der Behandlung von Elementen der Korpergeometrie liegen (mit-
unter mehr als ein Schuljahr), kommt Wiederholungen und Ubungen besondere Bedeutung zu. Dies
trifft u. a. fiir Schrdgbilddarstellungen zu, die erstmals bereits in Klassenstufe 5/6 fiir Wiirfel und
Quader auftreten, spiter dann fiir Prismen, Zylinder, Pyramiden und Kegel.

5.1 Uberblick iiber die im Mathematikunterricht behandelten Korper

Aussagen des Rahmenlehrplanes zur Behandlung von Elementen der Korpergeometrie finden sich
unter den Leitideen ,,Raum und Form” sowie , Messen” bzw. in der Grundschule unter ,Form und
Verinderung” sowie , Groflen und Messen”.

Klassenstufen 3/4

o Objekte aus der Umwelt beschreiben und nach ihren mathematischen Eigenschaften ordnen:
Pyramide, Kegel, Zylinder;

e Freihandzeichnungen von Wiirfeln und Quadern;
e vage Aussagen zu Volumina:
-, Einheitswiirfel
-, Grofienangaben umwandeln ... Rauminhalt: Liter, Milliliter
Klassenstufen 5/6
o Korper darstellen — Schragbilder in Punkt- und Karoraster;

o zu regelmifligen Korpern Netze herstellen;

Zuordnungen zwischen Korpern und Netzen vornehmen;

Symmetrien in ebenen Figuren und Korpern identifizieren;

Volumen von Wiirfel und Quader berechnen und die Formel begriinden;

Volumen von aus Wiirfeln und Quadern zusammengesetzten Kérpern;
e Oberfliacheninhalt des Quaders

Klassenstufen 7/8

Kompetenzen: Bestimmen des Flichen- und Rauminhaltes von geometrischen Objekten, insbeson-
dere in der Umwelt

Schiilertitigkeiten

* entwerfen Netze von Prismen, Zylindern, Pyramiden und Kegeln;

*

stellen Modelle von Prismen und Zylindern her;

* begriinden die Formeln fiir das Volumen von geraden Prismen und geraden Kreiszylindern;

*

wenden die Volumenformeln fiir Prismen und Zylinder an;

*

ermitteln Oberflicheninhalte von Quadern und geraden Kreiszylindern in ihrem Umfeld;
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** ermitteln Oberflicheninhalte von regelméfligen dreiseitigen Prismen in ihrem Umfeld;
** Oberflachen- und Rauminhalte von zusammengesetzten Kérpern;
**#* —keine zusatzlichen Vorgaben —

Klassenstufen 9/10 — Modul , Korper herstellen und berechnen”

Kompetenzbezug:
Die folgenden Kompetenzen zum Darstellen und zu den Leitideen Raum und Form und Messen
bilden den Schwerpunkt dieses Moduls:

e Erkennen und Beschreiben geometrischer Strukturen in der Umwelt;

e Analysieren und Klassifizieren von Koérpern auch aus entsprechenden zweidimensionalen
Darstellungen;

e Skizzieren von Schriagbildern, Entwerfen von Korpernetzen und Herstellung von Modellen
ausgewahlter Korper;

e Berechnen von Volumen und Oberflicheninhalt von Koérpern.

Schiilertitigkeiten
* charakterisieren Korper (Prisma, Zylinder, Pyramide, Kegel, Kugel);
* charakterisieren Korper aus ihrer Umwelt;
* zeichnen Schragbilder von Korpern;
* entwerfen Netze von Pyramiden und Kegeln;
* stellen Modelle einfacher Korper her (Pyramide, Kegel);

* begriinden die Formeln fiir das Volumen von Pyramide, Kegel und Halbkugel durch experi-
mentellen Inhaltsvergleich;

* berechnen das Volumen und den Oberflicheninhalt von Pyramiden, Kegeln und Kugeln in
Sachzusammenhéngen.
** skizzieren u. zeichnen Schragbilder zusammengesetzter Korper;
** begriinden den Satz von Cavalieri anschaulich;
** wenden den Satz von Cavalieri zur Bestimmung des Pyramidenvolumens an;
** leiten die Formeln fiir den Oberflicheninhalt von Pyramide und Kegel her;
** ermitteln den Oberfldcheninhalt von Kugeln ndherungsweise durch Zerlegung;
** berechnen Volumina von zusammengesetzten Kérpern in Sachzusammenhéngen;

*** begriinden das Volumen von Kegel oder Kugel mit einem Néherungsverfahren.
Zusammenfassung
Die Behandlung der folgenden Korper soll also erfolgen:
o Korper mit ebenen Begrenzungsflichen

o Wiirfel, Quader
e Prisma
e Pyramide (und Pyramidenstumpf)

o Korper mit gekriimmten Begrenzungsfldchen

e Kreiszylinder
e Kreiskegel (und Kegelstumpf)
o Kugel, Kugelteile.

e zusammengesetzte Korper

Von diesen Korpern sollen zeichnerische Darstellungen angefertigt, Netze und Abwicklungen be-
trachtet (soweit moglich) sowie Flacheninhalte und Volumina berechnet werden.
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5.2 Begriffsbestimmungen

Im Folgenden werden Definitionen und einige grundlegende Eigenschaften der im Mathematik-
unterricht der Sekundarstufe I behandelten Korper angegeben Diese konnen als Grundlage und
,Hintergrund” fiir die Erarbeitungen der entsprechenden Begriffe im Unterricht dienen. Unmittel-
bar lassen sich diese Definitionen jedoch in fritheren Schuljahren nicht im Unterricht verwenden.

Polyeder H(Vielﬂéchner, ebenflachig begrenzter Korper): Ein Polyeder ist eine beschrankte drei-
dimensionale Punktmenge des Raumes, die von endlich vielen ebenen Flachenstiicken (1-
Ecken) begrenzt wird. Gemeinsame Strecken verschiedener Begrenzungsflachen (Facetten)
eines Polyeders werden Kanten, gemeinsame Eckpunkte von Begrenzungsflachen Ecken des
Polyeders genannt. ... Die Vereinigung aller Punkte der begrenzenden n-Ecke ist die Oberfli-
che des Polyeders, die gewohnlich als Teilmenge des Polyeders aufgefasst wird. Ein Polyeder
heifit konvex, falls es zu jeweils zwei beliebigen seiner Punkte auch alle Punkte ihrer Ver-
bindungsstrecke enthdlt. Sind alle Kanten eines konvexen Polyeders gleich lang und treffen
sich an jeder Polyederecke gleich viele Seitenfldchen, so handelt es sich um ein regulires Po-
Iyeder. Ein konvexes Polyeder kann auch als beschrankte Durchschnittsmenge endlich vieler
abgeschlossener Halbraume definiert werden.

Wiirfel: geometrischer Korper, der von sechs Quadraten begrenzt wird. Jeder Wiirfel besitzt 8
Eckpunkte und 12 Kanten, die alle gleich lang sind. Wiirfel sind reguldre Polyeder (Plato-
nische Korper) und werden auch als Hexaeder bezeichnet. Jedem Korper kann eine Kugel
umbeschrieben werden. Ihr Mittelpunkt ist der Schnittpunkt der Raumdiagonalen.

Quader: geometrischer Korper der von 6 Rechtecken begrenzt wird. Davon sind jeweils zwei ge-
geniiberliegende Rechtecke kongruent. Jeder Quader besitzt acht Eckpunkte und zwolf Kan-
ten, von denen jeweils vier gleich lang sind.

Die vier Raumdiagonalen eines beliebigen Quaders schnei- i c
den sich in einem Punkt und halbieren jeweils einander. !

Alle acht Eckpunkte eines Quaders liegen auf einer Kugel, 4
der Umkugel des Quaders, deren Mittelpunkt der Schnitt-
punkt der Raumdiagonalen ist. Ein Quader, dessen samtli- 2
che Kanten gleich lang sind, ist ein Wiirfel. a

Prisma: ebenfldchig begrenzter Kérper mit zwei kongruenten, in parallelen Ebenen liegenden, n-
Ecken A1A; ... A, und B1B; ... B, als Grund- und Deckfldche sowie n Parallelogrammen als
Seitenfldchen. Die beiden n-Ecke miissen , parallelkongruent” zueinander sein, d.h. sie miis-
sen durch eine Verschiebung auseinander hervorgehen; die Eckpunkte der Parallelogramme
sind jeweils zwei Paare zueinandergehorender Ecken der Grund- und Deckfldche. Die Seiten
der Grund- und Deckfldache heifien Grundkanten, diejenigen der Seitenflachen Mantellinien
des Prismas. Ein Prisma, dessen Grund- und Deckfldche jeweils n Ecken haben, besitzt somit
3n Kanten, davon n Mantellinien, und wird n-seitiges Prisma genannt.

Verlaufen die Mantellinien eines Prismas senk-
recht zur Grundfldche, so heifst es gerades Pris- 5
ma, anderenfalls schiefes Prisma. Als Hohe eines B, Q * B,
Prismas wird der Abstand der beiden Ebenen,

denen die Grund- und die Deckfldche angeho-

ren, bezeichnet. Ein Prisma, dessen Grund- und A
Deckflache regelméfiige Vielecke sind, heifst re-

gelmifiges Prisma; sind Grund- und Deckflache As

eines Prismas Parallelogramme, so handelt es A,
sich um ein Parallelepiped.

IDie Definitionen sind entnommen aus dem Lexikon der Mathematik (Bande 1-6). Heidelberg: Spektrum, 1999-2003.

20bwohl das Wort ,Polyeder” in der Schule selten verwendet wird, muss die Definition hier gegeben werden, da
,Polyeder” bzw. ,ebenflichig begrenzter Kérper” ein Oberbegriff ist, der in vielen der folgenden Definitionen verwen-
det wird.



Pyramide: geometrischer Korper, der von einem ebenen n-Eck A1A; ... A, und allen Dreiecken
ANA;Ait1Z, deren Eckpunkte jeweils zwei benachbarte Punkte dieses n-Ecks und ein fester
Punkt Z sind, begrenzt wird.

Das n-Eck A1A; ... Ay, heifst Grundfliche, die Dreiecke Seiten-
fliichen, die Gesamtheit aller Seitenfléchen Mantelfliche und der
Punkt Z Spitze der Pyramide. Die Seiten des n-Ecks werden
als Grundkanten, die Verbindungsstrecken zwischen den Eck-
punkten der Grundfldche und der Pyramidenspitze als Man-
tellinien bezeichnet. Der Abstand der Spitze einer Pyramide
zur Ebene der Grundfldche heifst Hohe der Pyramide.

Eine Pyramide mit einer n-eckigen Grundfliche wird als n-

seitige Pyramide bezeichnet, eine Pyramide mit viereckiger

Grundfldche z.B. als vierseitige Pyramide. Hat die Grundfla- A,
che einen Mittelpunkt M und ist die Verbindungsstrecke zwi- A,

schen M und Z senkrecht zur Grundfldche der Pyramide, so A,

heifit diese gerade, anderenfalls schief. Eine gerade Pyramide,

deren Grundfldche ein regelméfiiges Vieleck ist, wird regelmii-

fige Pyramide genannt.

Pyramidenstumpf: Korper der entsteht, indem eine Pyramide von einer Ebene € geschnitten wird,
die parallel zur Grundfldache der Pyramide verlauft.

Eine solche Ebene schneidet eine n-seitige Pyramide in einem
n-Eck B1B; ... B,, das zur Grundflache A;A; ... A, der Pyra-
mide &dhnlich ist und als Deckfliche des Pyramidenstumpfes
bezeichnet wird. Die Seitenflichen eines Pyramidenstumpfes
sind Trapeze; geht der Pyramidenstumpf aus einer regelmaf3i-
gen Pyramide hervor, so handelt es sich um gleichseitige Tra-
peze. Der Abstand zwischen der Schnittebene € und der Grun-
debene ist die Hohe des Pyramidenstumpfes.

Zylinder: geometrischer Korper, der von einer Zylinderfliche und zwei parallelen Ebenen begrenzt
wird. Unter einer Zylinderfliche wird dabei eine Fliche verstanden, die aus allen Geraden
g des Raumes besteht, die mit einer vorgegebenen Kurve k, der Leitkurve der Zylinderfla-
che, jeweils einen gemeinsamen Punkt besitzen und zu einer vorgegebenen Geraden gy, die
ebenfalls k schneidet, parallel sind.

Diese Geraden werden als die Erzeugenden der Zylinderflache
bezeichnet. Die Leitkurve k soll eine ,,echte” Kurve, also weder
eine Punkt noch eine Kurve, die ein gesamtes Flachenstiick
vollstandig bedeckt, sein. Es muss sich dabei jedoch nicht not-
wendig um eine geschlossene und auch nicht um eine ebene
Kurve handeln. Jede Zylinderfldche kann in eine Ebene abge-
wickelt werden und besitzt daher in jedem ihrer Punkte die
Gaufssche Kriimmung Null. Oft wird auch die Zylinderfliache
selbst als Zylinder bezeichnet.

Ein Korper, der von einem Teil einer Zylinderfliche mit einer geschlossenen Leitkurve k,
der von zwei parallelen Ebenen €; und e; ausgeschnitten wird, und den Ebenenstiicken,
welche die Zylinderflache aus €; und e, ausschneidet, begrenzt wird, heifst Zylinderkorper
oder einfach Zylinder. Die Teile der Zylinderoberfldche, die in € bzw. €; liegen, heifsen Grund-
und Deckfliche; derjenige Teil, welcher auf der Zylinderflache liegt, Mantelfliche oder Mantel
des Zylinders. Die Grund- und die Deckfldche eines beliebigen Zylinders sind zueinander
kongruent. Die Teile der Erzeugenden der Zylinderfldche, die auf dem Mantel liegen, werden
als Mantellinien und der Abstand der Ebenen €; und €; als Hohe h des Zylinders bezeichnet.



Ein Zylinder mit kreisformigen Grund- und Deckfld- ~ ———
chen heifst Kreiszylinder; die Verbindungsstrecke zwi- @
schen den Mittelpunkten des Grund- und Deckkrei-
ses Achse des Kreiszylinders. Bei einem geraden Kreis- h h
zylinder steht die Achse senkrecht auf der Ebene des
Grundkreises (und somit auch auf der Ebene des L
Deckkreises); anderenfalls handelt es sich um einen
schiefen Kreiszylinder.

Kreiskegel: Menge der Punkte aller Geraden, die einen Punkt S des Raumes mit den Punkten
eines Kreises k verbinden. Diese Geraden werden Mantellinien des Kreiskegels K genannt.
Der Punkt S heift Spitze, der Kreis k Grundkreis von K.

Die Gerade durch die Spitze S und den Mittelpunkt M des Grund-
kreises wird als Achse des Kreiskegels K bezeichnet. Steht die Achse
eines Kreiskegels K senkrecht auf der Grundkreisebene ¢, so ist
K ein gerader Kreiskegel. Ist & der Winkel zwischen der Kegelachse
und den Mantellinien, so heif}t 2a Offnungswinkel von K.

Ein Kreiskegel in dem so beschriebenen Sinne ist unendlich aus-
gedehnt und besteht aus zwei Kegelisten (den beiden Halften, in
die der Kegel durch seine Spitze geteilt wird); es handelt sich also
um einen Doppelkegel. Allerdings lassen sich auch einfache Kreis-
kegel betrachten, wobei dann die Mantellinien lediglich Strahlen
mit der Spitze als Anfangspunkt sind. Endliche Kreiskegel werden
durch die Grundkreisebene und die Verbindungsstrecken zwi-
schen der Spitze und den Punkten des Grundkreises begrenzt.

Kegelstumpf: Korper, der entsteht, wenn ein Kreiskegel mit zwei zur
Achse des Kegels senkrechten Ebenen €; und €, geschnitten wird
(wobei €1 und €, die Kegelachse auf derselben Seite beziiglich der
Spitze des Kreiskegels schneiden). s

Der Abstand der Ebenen €1 und €; heifst Hohe h und die Radien 74,
1o der beiden entstehen Schnittkreise des Kegels mit den beiden
Ebenen heifien Radien des Kegelstumpfes.

Kugel: Menge aller Punkte des Raumes, die von einem gegebenen Punkt M (dem Mittelpunkt)
einen Abstand haben, der kleiner oder gleich einem festen Wert r (dem Radius) ist. Die Ober-
flache einer Kugel (d. h. die Menge aller Punkte, die von M den Abstand r haben) wird als
Sphiire bezeichnet, mitunter wird jedoch auch der Begriff ,, Kugel” selbst in diesem Sinne ge-
braucht und die Menge der Punkte im Kugelinneren als Kugelkdrper bezeichnet.

Die Kugel gilt als der harmonischste aller Kérper, was vor allem darauf zuriickzufiihren ist,
daf ihre Kriimmung in jedem Punkt denselben Wert besitzt.

Wie bereits erwdhnt wurde, werden exakte Definitionen nicht fiir alle in der Schule behandelten
Korper erarbeitet werden konnen. Jedoch sollten die Schiiler durch

e Untersuchung von realen Korpern,

e Anfertigung von Korpernetzen,

e Herstellen von Korpern (Kantenmodelle aus Staben oder Draht, Flachenmodelle aus Korper-
netzen),

e Schnittbetrachtungen
sowie Besprechung der dabei entdeckten Eigenschaften die meisten der in der obigen Aufzdhlung

enthaltenen Charakteristika der Korper erarbeiten. Dies beginnt bereits in der Grundschule und
setzt sich dann schrittweise bis zum Ende der Sekundarstufe I fort.



Im Folgenden sind einige Aufgaben zum ,Kennenlernen” bzw. Festigen von Kérpern und ihren
Eigenschaften angegeben (von denen einige naturgemaf} auch auf die Entwicklung raumlichen
Vorstellungsvermogens zielen)ﬁ

1. a) Gib jedem Kérper nach Méglichkeit einen Namen!
b) Kennzeichne bei den Prismen eine mégliche Grundflache farbig!

@) (4) l!l (6)
0)

1 B

2. Zeichne vier unterschiedliche Wiirfelnetze! Farbe die entsprechenden Késtchen!

a) b) °) d)

12. Vergleiche Begriffe am Prisma und am Zylinder! Gib den gekennzeichneten Flachen bzw.
Strecken der Netze die fir Prismen bzw. Zylinder gebrduchlichen Bezeichnungen!

J

—

3. Gegeben ist das Netz einer geraden
quadratischen Pyramide ABCDS.
a) Bestimme die Léange der H6he h durch
Konstruktion und Messen!

b) Fuge in das Netz den Grundriss der
Pyramide ein und skizziere den
dazugehorigen Aufriss!

c) Der Punkt A soll sich auf einem Kreis um
den Mittelpunkt der Grundflache bewegen.
Wie bewegt sich dabei die Pyramide
ABCDS?

3Die Aufgaben sind entnommen aus: Mathematik 7 (Brandenburg, Real- und Gesamtschule), Berlin: Paetec, 2002 und
Mathematik 8 (Brandenburg, Real- und Gesamtschule), Berlin: Paetec, 2003.
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5.3 Korperdarstellung

Am héufigsten werden Korper in der Schule in perspektivischen Darstellungen (Schréagbildern)
dargestellt. In Einzelfdllen kommen Zweitafelprojektionen (Grund- und Aufriss) sowie (seltener)
Zentralprojektionen zum FEinsatz.

5.3.1 Schrigbilder von Wiirfeln und Quadern

Die in der Schule verwendeten Schriagbilder entstehen meist durch
Parallelprojektion. Um einen im Raum befindlichen Korper abzubil-
den, miissen eine Bildebene und eine Richtung festgelegt werden.
Als Bildebene verwendet man, wenn dies moglich ist, meist eine Ebe-
ne, in der eine Seitenfliche des darzustellenden Korpers liegt. Die
nebenstehende Abbildung zeigt zwar ebenfalls ein Schrégbild eines
Quaders (isometrische Darstellung), diese Darstellungsweise ist in
der Schule aber eher uniiblich.

Um zu einem Punkt eines Kdrpers den zugehorigen Bildpunkt in der
Bildebene zu finden, konstruiert man durch ihn eine Gerade, die par- |
allel zu Projektionsrichtung liegt. Ihr Schnitt mit der Bildebene defi- |
niert den Bildpunkt. Festzulegen sind bei den in der Schule verwen- |
deten Schrigbilddarstellungen der Winkel zwischen Bildebene und !
Projektionsrichtung (meist 45°) sowie ein , Verkiirzungsfaktor” fiir |
Strecken in der zur Bildebene senkrechten Raumdimension. Meist e

I
/
wird hierfiir \/g, seltener % verwendet. (Mithilfe karierten Papiers g \/g
7/
7/ o
koénnen Schiiler den Faktor \@ auch dann leicht konstruieren, wenn 4 1 45

sie Quadratwurzeln noch nicht kennen.)

In Klassenstufe 5/6 wird mit dem Zeichnen von Schragbildern fiir Wiirfel und Quader begonnen,
es konnen Aufgaben der folgenden Art gestellt werden:

Aufgabe: Zeichne das Schragbild eines Quaders, der 3 cm lang, 3 cm breit und 2 cm hoch ist.
1. Die ,vordere” Seitenflache des Korpers in wahrer Grofie zeichnen.
2. Die nach hinten verlaufenden Kanten im Winkel von 45° zeichnen, fiir jeden ,,wahren” Zen-
timeter die Diagonale eines Késtchens (mit der Seitenldnge 0,5 cm), also \/g cm, verwenden.
3. Die entstehenden Eckpunkte miteinander verbinden, nicht sichtbare Kanten stricheln.

Schragbilder , komplizierterer” Korper werden (in hoheren Klassenstufen) oft auf Schragbilder
von Wiirfeln und Quadern zuriickgefiihrt. Deshalb wird diese Thematik im Verlauf der Schulzeit
mehrfach zu wiederholen und zu festigen sein.

5.3.2 Schragbilder von Prismen

Die Seiten der Grundflidche eines Prismas
verlaufen i. Allg. nicht senkrecht zur Bil-
debene, daher sind fiir die Schragbilddar-
stellung Hilfslinien notwendig.

Beispiele: Prismen mit dreieckiger und
trapezformiger Grundfliche; die wahre
Grofle der Grundfldche ist jeweils blau i) i)
dargestellt.

Die Arbeit mit Schragbildern erlaubt vielfdltige Variationen:



e Verschiedene Schrégbilder fiir denselben Kor-
per, jeweils eine andere Seite ist Frontseite
(siehe Abb.).

o Auf die Oberfldche eines Prismas (bzw. spezi-
ell eines Quaders) ist ein Muster gezeichnet.
Ubertrage das Muster auf das Schrigbild.

e Zu Schragbildern Netze erstellen und umge-
kehrt.

5.3.3 Schragbilder und Schnitte von Pyramiden /
|

Fiir die Erstellung von Schriagbildern von Pyramiden greift man auf %
Schragbilder von Quadern zuriick, wobei auf der Deckfliche das L7/
Bild der Zylinderspitze zu konstruieren ist. /

Axialschnitte (Schnitte durch die Symmetrieachse) der Pyramide v
sind Dreiecke. Wichtig fiir die raumliche Vorstellung ist die Uber-
legung, welche Schnittflichen {iberhaupt entstehen konnen. Da
Schnitte mit technischen Gerdten (Sdgen u. d.) hergestellt werden
konnen, ist das fiir viele Berufe unmittelbar relevant.

Bei der regelméfiigen Pyramide kann man Dreiecke, Quadrate, Trapeze und weitere Vierecke er-
halten. Die konkrete Umsetzung kann (neben dem realen Zerschneiden oder der Verwendung des
Computers) auch durch das Eintauchen von Korpermodellen in Wasser erfolgen.

21. Zerlege jede Pyramide durch einen Schnitt so in zwei Teilkérper, dass eine Schnittflache der
folgenden Form entsteht!
Markiere die Schnittflachen farbig und benenne die entstehenden Teilkérper!

a) Die Schnittflache ist ein b) Die Schnittflache ist ein *c) Die Schnittflache ist ein
Dreieck. Rechteck. Trapez.

Aus: Mathematik 9 (Brandenburg, Real- und Gesamtschule), Berlin: Paetec, 2004.

5.3.4 Schrigbilder von Zylindern und Kegeln b /\
Wird das tibliche Schréagbildverfahren (Verkiirzungsfak- \_/
tor g = \/g, Verzerrungswinkel 45°) auf einen Kreis

angewendet, so entsteht ein ungewohntes Bild (siehe

links); zudem ist die Konstruktion nicht ganz einfach. Es w
ist daher tiblich, als Verkiirzungsfaktor zwar \/g (oder LA

in diesem Falle im Sinne der Einfachheit %) zu wihlen, W
als Verzerrungswinkel aber 90° zu verwenden.

Bei der Behandlung von Schrigbildern von Zylindern
miissen die Schiiler punktweise Ellipsen konstruieren.
Das ist eine Gelegenheit, diese in der Schule stréflichst
vernachldssigte Figur zu thematisieren.

So wie Schragbilder von Pyramiden aus Schréagbildern
von Quadern bzw. Prismen konstruiert werden konnen,

dient als Hilfsfigur zur Konstruktion des Schrégbildes
eines geraden Kreiskegels ein gerader Kreiszylinder.




5.4 Oberflacheninhalte von Korpern

Fiir die Berechnung von Oberflacheninhalten der in der Sekundarstufe I behandelten Korper (mit
Ausnahme der Kugel) sind folgende Uberlegungen zu fiihren:

e (Gedankliche oder tatsachliche) Konstruktion eines Netzes (bei ebenfldchig begrenzten Kor-
pern) oder Abwicklung (bei Zylindern, Kegeln und Kegelstiimpfen),

o Bestimmung der Flacheninhalte der durch Netzbildung oder Abwicklung entstehenden ebe-
nen Figuren.

Neben der rdumlichen Anschauung und der Fahigkeit, die auftretenden Grund-, Deck-, Seiten-
und Mantelflachen richtig zuzuordnen, kommt es fiir die Bestimmung von Oberflicheninhalten
also wesentlich darauf an, dass die Schiiler Flacheninhalte ebener Figuren (Dreiecke, Rechtecke,
mitunter andere Vierecke und Fiinfecke, Kreise sowie Kreissektoren) bestimmen koénnen. Diese
Flacheninhaltsberechnungen kénnen bei der Bestimmung von Oberfldcheninhalten gefestigt wer-
den, oft ist dabei eine Wiederholung notwendig.

5.4.1 Oberflacheninhalte ebenflichig begrenzter Kérper

Beispiel
(aus dem Schulbuch Konkret 6,

Realschule, Klasse 10) . a
Aufgabe: -

Gib mithilfe der Abbildungen all- .
gemeine Formeln zur Berechnung h

des Volumens, des Mantels und &
der Oberfldche eines Prismas an. =

a=360°:5=72°

Nattirlich konnte diese Aufgabe auch
beispielbezogen (mit konkreten Zah-
len) gestellt werden.

Grundsitzlich gilt fiir den Oberfldcheninhalt eines Prismas nattirlich O = 2A¢ + M (A — Grund-
flache, M — Mantelfldche). Diese Formel sollte aber von den Schiilern als geometrische Eigenschaft
verstanden werden und nicht als , Formel” , abgelegt” oder im schlimmsten Fall sogar auswendig
gelernt werden.

Analoge Uberlegungen mithilfe von Kérpernetzen lassen sich auch fiir den Oberflicheninhalt von
Pyramiden anstellen:

5.4.2 Oberflicheninhalte von Koérpern mit gekriimmten Begrenzungsflichen

Um Oberflacheninhalte von Kreiszylindern berechnen, miissen die Schiiler Berechnungen an Krei-
sen (Umfang und Flacheninhalt) wiederholen und anwenden (siehe die ndchste Abbildung, links).
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Fiir Oberfldcheninhalte von Kegeln werden zusatzlich Kreissektoren benotigt (siehe die Abb. oben

rechts). Um den Flacheninhalt des Kreissektors zu bestimmen, der durch Abwicklung des Mantels

des Kegels entsteht, ist zundchst der Umfang des Grundkreises des Kegels zu berechnen: u = 27r.
o

360°

Damit liefse sich nun der Winkel « des Kreissektors berechnen, was aber nicht unbedingt notig ist,

denn fiir den gesuchten Flacheninhalt des Kreissektors gilt Mg = %nm? Setzt man hierin nun
u-m

= mtrm. Flir den gesamten Oberfldcheninhalt des

-27Tm.

Die Bogenldnge des Kreissektors ist gleich diesem Umfang, damit gilt u =

U= -27tm ein, so erhdlt man Mg =

o
360°
Kreiskegels ergibt sich daraus Ox = Gk + Mg = r? + mrm = mir(r 4+ m).

Héufig ist die Lange der Mantellinien eines Kegels nicht bekannt, sondern nur sein Radius und

seine Hohe. Dann muss m mithilfe des Satzes des Pythagoras durch & und r ausgedriickt werden:
m = v/h? 4 r2. Damit ergibt sich die folgende Formel fiir den Oberflicheninhalt eines Kreiskegels:

osz(r+W).

Die Herleitung einer Formel fiir den Oberflicheninhalt eines Kreiskegels bendtigt — wie oben zu
sehen ist — einige Schritte. Es ist nicht zu erwarten, dass die Mehrzahl der Schiiler diese ad hoc
fithren wird. Durch geeignete Aufgabensequenzen lassen sich Schiiler aber zur Herleitung der
Formel hinfiihren. Dies kann beispielbezogen oder allgemein erfolgen.

Aufgabe: Entwickeln Sie eine Aufgabensequenz, welche Schiiler an einem Beispiel zur Berech-
nung des Oberflicheninhalt eines Kreiskegels fiihrt (die Formel ist den Schiilern nicht
bekannt). Uberlegen Sie dazu insbesondere, welche mathematischen Kenntnisse dazu
reaktiviert werden miissen und berticksichtigen Sie dies bei der Zusammenstellung und
Formulierung der Aufgaben.

5.4.3 Der Oberflicheninhalt der Kugel

Die Berechnung des Oberflacheninhalts der Kugel bzw. die Herleitung einer Formel dafiir ist auf
den bisher fiir andere Korper beschriebenen Wegen nicht moglich, denn die Kugeloberfldche (oder
auch nur ein Teil davon) ldsst sich nicht in eine Ebene ,, abwickeln”. Eine exakte Berechnung der
Kugeloberflache ist mithilfe der Integralrechnung (was jedoch fiir die Sekundarstufe I nicht in Frage
kommt) oder mithilfe des Kugelvolumens moglich. Dazu muss dieses bereits behandelt worden sein
(siehe S. . Ansonsten sollten zu der Oberflichenformel O = 7d? = 47tr? der Kugel zumindest
Plausibilititsbetrachtungen gefiihrt werden, die mit unterschiedlicher Genauigkeit moglich sind:

e Der Term fiir den Oberflicheninhalt der Kugel muss proportional zu 72 sein, da dies von

der Einheit einen Flacheninhalt ergibt, und da sich Flacheninhalte bei Streckung generell
quadratisch &ndern. Die Oberfliche des Wiirfels, der die Kugel einschlieft ist 6 - (2r)? = 2472
und das ist, wie es ja sein muss, mehr als der Formelwert O = 47r? ~ 12,57r%. Sowohl
Struktur des Terms als auch Grofienordnung sind also plausibel.

e Eine genauere Plausibilitdtsbetrachtung kann experimentell gefiihrt werden. Dazu iiberlegt
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man, dass O = 4772 gerade den Flacheninhalten von vier Grofskreisen (Aquatorkreisen) der
Kugel entspricht. Um durch ein Experiment zu bestatigen, dass die Kugel denselben Flachen-
inhalt hat wie vier Aquatorkreise, zeigt man, dass eine Halbkugel durch zwei Aquatorkreise
bedeckt wird. Dazu miissen diese ausgeschnitten, in kleine Schnipsel zerteilt und dann auf
eine Halbkugel geklebt werden. Bei einigermafien genauem Arbeiten zeigt sich, dass die
Schnipsel die Halbkugel ziemlich genau bedecken, ohne zu tiberlappen.

5.5 Volumina von Korpern

Volumen:ﬁ Produkt a - €3 aus einer reellen Zahl a und einer festen Volumeneinheit e, das geome-
trischen Korpern zugeordnet wird und folgende Eigenschaften besitzt:

1. Esgilta > 0.
2. Zwei kongruente Korper haben gleiche Volumina.

3. Haben zwei Kérper mit den Volumina a - ¢* und b - €3 keine gemeinsamen inneren Punk-
te, so hat die Vereinigung der Punkte der beiden Korper das Volumen (a + b) - ¢3.

4. Das Volumen einer festgelegten Volumenenheit betrigt 1 - ¢°.

Die Zahl a wird als Maf$zahl des Volumens beziiglich der verwendeten Volumeneinheit be-
zeichnet, fiir die oft ein Wiirfel mit einer Einheitsstrecke als Kante gewdhlt wird. Hat diese
die Lange 1 Meter, so ist die daraus resultierende Volumeneinheit das Kubikmeter (m®). Dar-
aus konnen weitere Volumeneinheiten abgleitet werden, wie z. B. 1em® = 0,013m3 = 10 %mB.

Die Zuordnung eines Volumens zu einem Korper kann dadurch erfolgen, dafd durch Unter-
teilung der Volumeneinheit kleinere Wiirfel gewonnen werden und ermittelt wird, wieviele
dieser, immer kleiner werdenden, Wiirfel in dem gegebenen Koérper Platz finden. Konver-
giert die Summe der Volumina der Teilwiirfel, die innerhalb des Kérpers angeordnet werden
konnen, fiir gegen Null strebende Kantenldngen der Teilwiirfel, so besitzt der betrachtete
Korper ein Volumen, er heifst dann quadrierbar.

Grundideen dieser Begriffsbestimmung kénnen — wie die folgenden Uberlegungen zeigen — am
Ende der Grundschule und am Beginn der Sekundarstufe I bereits gut umgesetzt werden.

5.5.1 Exemplarische Volumenbestimmung

Eine Kiste wird mit Kubikzentimeter- oder Kubikdezimeterwtiirfeln
ausgefiillt; die Anzahl der benotigten Einheitswiirfel soll bestimmt
werden. Es gentigt, wie in der Zeichnung angedeutet, die Kiste nur
teilweise auszufiillen, um die Strategie des Abzédhlens zu finden:

Anzahl der Wiirfel in der Kiste
= Anzahl der Wiirfel einer Schicht - Anzahl der Schichten.

Im nédchsten Schritt wird zur Mafizahlformel tibergegangen:

Mafizahl des Rauminhalts
= Mafszahl der Lange - Mafszahl der Breite - Mafizahl der Hohe

(bei gleicher Mafieinheit von Lange, Breite und Hohe)

Vorstellungsgrundlage fiir Raummafie und ihre Umrechnung
Durch ein Umfiillexperiment wird festgehalten: 11=1 dm3.

Die Beziehung 1 dm? = 1000 cm® sollte unbedingt anhand entsprechender Modelle verdeutlicht
werden (z. B. Kiste wie oben mit der Seitenldnge 1 dm). Auch die Beziehung 1 m® = 1000000 cm?
mit der fast schon unvorstellbar groffen Zahl von einer Million Wiirfel der Kantenldnge 1 cm in
einer Kiste der Kantenldnge 1 m sollte fiir die Schiiler so anschaulich wie moglich werden.

4L exikon der Mathematik. Heidelberg: Spektrum, 1999-2003, Band 5, S. 354.
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5.5.2 Das Prinzip des Cavalieri

Das Prinzip des Cava-
lieri] ist bei Volumenbe-
stimmungen hdufig von
Bedeutung. Es ldsst sich
anschaulich demons-
trieren: Man stellt einen
Biicherstapel als Quader
auf den Tisch. Dann ver-
schiebt (genauer gesagt:
schert) man den Quader
zu einem ,schiefen
Turm”.  Offensichtlich
dndert sich dabei das
Volumen nicht. Auch
wenn man den Stapel
in sich verdreht, bleibt
das Volumen konstant.
Die Abbildung rechts

-t

unterscheiden sie sich voneinander?

2. Im Bild 125 wurden zwei gleiche Pris-
men auf verschiedene Weise zusam-
mengesetzt. Sprechen Sie Uber die
Form und den Inhalt der Auflageflachen

4 Satz des Cavalieri und Begriindung von Volumenformein

a) Die Korperinden Bildern 124b und ¢ sind aus dem geraden Prisma im Bild | 24a
entstanden. Wie wurden die Kérper in den Bildern 124b und c erzeugt?

b) Welche gemeinsamen Eigenschaften haben die drei Kérper im Bild 124? Worin

c) Stellen Sie selbst ,verschobene* oder ,verdrehte* Kérper her, indem Sie einen
Stapel Spielkarten oder Zettel verandern! Sprechen Sie uber die Grundflache,
die Deckflache und die Hohe der entstandenen Koérper im Vergleich zum

Ausgangsstapel! Formulieren Sie eine Vermutung tber ihr Volumen!
V Bilder 124a bis ¢

sowie der Flachen der Korper, die bei

zeigt die Einfithrung des
einem Schnitt in gleicher Héhe und

Prinzips des Cavalieri in

parallel zur Auflageflache entstehen!
Was kénnen Sie Uber das Volumen der

Korper aussagen?

einem SchulbuchEl

“FRANCESCO BONAVEN-
Bild 125 »

TURA CAVALIERI, 1598-1647

b Mathematik 9. Berlin: Volk
und Wissen, 1995. (Diesem
Buch liegt die Vorstellung zu-
grunde, dass Schiiler ab dem
14. Lebensjahr mit ,,Sie” ange-

Satz des Cavalieri:

Lassen sich zwei Korper so zwischen zwei parallele Ebenen legen, daB jede zu
diesen Ebenen parallele Ebene in beiden Kérpern flachengleiche Schnittfiguren

erzeugt, so sind die beiden Kdrper volumengleich.

sprochen werden.)

5.5.3 Volumina von Prismen und Zylindern

Das Volumen eines Prismas hangt aufgrund des Prinzips
von Cavalieri nur von der Hohe & und vom Fldcheninhalt
Ag der Grundflache ab, nicht jedoch davon, ob es sich um
ein gerades oder ein schiefes Prisma handelt (dies gilt na-
tiirlich auch fiir Zyliner); es gilt in beiden Fallen:

V=Ac h

Aufgrund der Analogie zwischen Prisma und Zylinder berechnet sich das Zylindervolumen nach
derselben Formel wie beim Prisma. Fiir einen beliebigen Kreiszylinders mit der Hohe h und dem

Radius r des Grundkreises ergibt sich daraus:
V = nr’h.

5.5.4 Das Volumen der Pyramide

Bekannt ist die Formel fiir das Volumen von Prismen: Vpyisma = Ag - k.

Viele Schiiler vermuten (in Analogie zum ebenen Fall) fiir das Pyrami-

denvolumen Vpyramide = %AG - h. Diese Vermutung wird anschaulich

widerlegt durch die Betrachtung eines , Keils” (Dreiecksprisma, das
ein halber Quader ist, siehe die Abbildung links).

Es existieren mehrere Moglichkeiten (unterschiedlichen Allgemeinheitsgrades), die richtige For-
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mel fiir das Pyramidenvolumen herzuleiten bzw. plausibel zu machen.
Umfiillversuche

e Zunichst wird gesammelt, von welchen Daten das Volumen wohl abhdngen wird. Mogliche
Schiilerantworten: Hohe, Seitenflaiche, Grundflache, Kantenldnge.

e Umfiillversuche: Es werden Hohlmodelle mit Sand oder Wasser gefiillt und ihre Volumina
durch Umfiillen miteinander verglichen. Schiiler konnen so feststellen, dass der Inhalt einer
Pyramide dreimal in den Inhalt eines umbeschriebenen (gleich hohen) Prismas passt. Sol-
che Versuche eignen sich zur Uberpriifung von Vermutungen und wohl auch zur besseren
Speicherung solcher Vermutungen, mathematische Einsicht wird hingegen nicht vermittelt.

Sechsteilung eines Wiirfels entlang der Raumdiagonalen

e Es wird eine Pyramide mit quadratischer Grundfldche
betrachtet, deren Hohe gleich der halben Lange der Sei-
tenldnge a der Grundfldche ist.

e Es wird weiterhin ein Wiirfel der Kantenldnge a be-
trachtet. Seine Raumdiagonalen zerlegen diesen Wiirfel
in 6 kongruente Pyramiden (im Bild ist die ,vordere”

Pyramide weggelassen, da sie zuviel verdecken wiirde).

Es gilt also fiir das Volumen der Pyramide: b
V:%aSZ%.%.aZZ%.h.AG_

e Diese Herleitung gilt natiirlich nur fiir diese spezielle Form der Pyramide (mit Hohe = halbe

Grundseite). Um sie zu verallgemeinern, ldsst sich eine Streckung anwenden. Das Volumen

der speziellen Pyramide mit der Hohe 5 ist Vo = %a:". Indem man in Richtung der Hohe
mit dem Streckfaktor s = % streckt, erhdlt man daraus eine Pyramide der Hohe h. Dabei

2
vergrofiert sich das Volumen um den Faktor s, also auf

3
V=sVp=1%4 2 =1lha

NIs)|

»Ausschopfungsverfahren” fiir das Pyramidenvolumen

e Das Volumen einer quadratischen Pyramide soll ndherungsweise bestimmt werden. Aus
quadratischen ,Platten” konnen pyramidendhnliche Kérper zusammengesetzt werden (sie-
he die Abbildung unten).

Das Volumen des ersten Treppenkorpers ist et- | Das Volumen des zweiten Treppenkorpers ist
was grofier als das der Pyramide. Es betragt etwas kleiner als das der Pyramide. Es betragt

10cm - 10cm - Iem = 1OOcr§13 9cm - 9cm - lem 81cmg
i 9cm -9cm - 1lem = 8lom i 8cm - 8cm - 1lem 64cm

10 cm
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Aufgaben:

a) Fiihre die Berechnun-
gen fiir das Volumen
der beiden Treppenkor-
per zu Ende. Bilde den
Mittelwert der beiden
Volumina.

b) Vergleiche jetzt das
Volumen der Pyramide
mit dem Volumen des
Wiirfels mit gleicher
Grundflache und glei-
cher Hohe. Vermutung;:

VPyramide = U Viviirfel

In Schulbiichern lassen
sich alle drei beschriebe-
nen Herangehensweisen
an die Herleitung der
Formel fiir das Pyra-
midenvolumen finden,
sieche den rechts abge-
bildeten Ausschnitt aus
,Schnittpunkt”.

4 Volumen der Pyramide

1

Vor 4750 Jahren schuf in Agypten der Wei-
se Imhotep fiir seinen Konig Djoser die
sechsstockige Stufenpyramide von Sakkara.
Sie ist 60 m hoch, am Boden etwa 120 m
lang. Die obere Kante misst etwa 20 m.
Versuche das Volumen niherungsweise zu
berechnen.

2

Schiitze, wie oft die Pyramide mit Wasser
gefiillt werden muss, um damit den gleich
hohen Wiirfel zu fiillen.

Wird ein Wiirfel, wie nebenstehend abgebil-
det, zerlegt, ergeben sich Pyramiden mit
dem Volumen V=1}a’
Sieht man den halben Wiirfel als Prisma mit
der Grundfliche a’ und der Hohe 3, so hat
die Pyramide } des Prismenvolumens
V=A'h
V-t
Eine quadratische Pyramide mit beliebiger
Hohe h ldsst sich nicht durch eine solche
Zerlegung berechnen. Daher betrachten wir
zunéchst Stufenpyramiden aus quaderfor-
migen Platten. Die Stufenpyramide mit der
Hohe § wird mitdem Faktor ':] in Richtung

der Hohe gestreckt. Dadurch ¢ntsteht eine
Stufenpyramide mit der Grundkante a und
der Hohe h, und das Volumen multipliziert
sich dabei mit ':,' Da solche Stufenpyrami-
den die echten quadratischen Pyramiden be-
liebig gut anndhern konnen, ergibt sich das
Volumen der quadratischen Pyramide mit
der Hohe h ebenfalls durch Multiplikation

mit

=

a ) (RCYE | PR WRC
1 V=3a33=32’h
2

Also gilt fiir alle quadratischen Pyramiden
mit der Grundflache A:  V=ia’h
Diese Formel ldsst sich auf Pyramiden mit
beliebiger Grundflache iibertragen.

Das , Ausschopfungsverfahren” einer Pyramide durch Quader ldsst sich verfeinern und durch
einen Grenziibergang exaktifizieren. Anstelle von 10 Quadern werden dazu n gleich hohe Qua-

der verwendet.

e Ist i1 die Hohe der Pyramide, so ist die Hohe jedes Quaders % Die anderen Kantenldngen des

k-ten Quaders betragen a; = % -a (falls a die Grundkantenldnge der quadratischen Pyramide

ist. Fiir das Volumen des k-ten Quaders ergibt sich daraus

k \>h a-h G-h
Vk:<-a>-:a3 =T 1. Platte
n n n n

Das gesamte Volumen der , Treppenpyramide” ist somit
G-h
V=g (P42 43 +...+n?).
n
Nun muss die Summe der ersten n Quadratzahlen bestimmt

werden:
n-(n+1)-2n+1
(P+22+3+...+n?) = ( )6( ), k. Platte
ak

S|

Fiir das Volumen erhalten wir daraus
_G-h n-(n+1)-(2n+1) 2n3 +3n% +n
s 6 6n3 ' a

Fiir sehr grofe n geht diese Formel in die bekannte Volumenformel V = 1 - G - h iiber.

v =G-h-
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5.56.5 Das Kegelvolumen

Die Analogie zwischen Pyramide und Kegel liegt auf der Hand. Somit bieten sich vor der Be-
handlung des Kegelvolumens zunéchst Ubungen zur Wiederholung des Pyramidenvolumens an.
Auflerdem sollten die Schiiler die Berechnungen an Kreisen wiederholen. Damit diirften sie dann
recht leicht auf die Idee kommen, Volumina von Kegeln nach der Formel

_ 1 1 2
V_§ Gh—g T-re-h

zu berechnen. Zur Bestdtigung bieten sich nattirlich wieder Umfiillversuche an, wobei auch der
Bezug zum Zylindervolumen hergestellt werden kann, der hier ebenfalls unbedingt ins Bewusst-
sein der Schiiler riicken sollte.

Eine Exaktifizierung des Schlusses vom Pyramiden- auf das Kegelvolumen ist mithilfe des Prin-
zips von Cavalieri moglich. Mittels einer quadratischen Pyramide mit gleich grofier Grundflache
und gleicher Hohe wie bei einem vorhandenen Prisma sind die Voraussetzungen das Prinzips von
Cavalieri erfiillt (Strahlensatz), somit liegt gleiches Volumen von Kegel und Pyramide vor, also gilt
die Formel V = % - G - h auch hier.

5 Volumen des Kegels

1

Die Gliser haben denselben Randdurch-
messer d und dieselbe Hohe h=3

Wie oft passt der Inhalt des halbkugelformi-
gen Glases in das zylinderformige Glas.
Nimm die Volumenformeln zu Hilfe.
Schitze, wie oft der Inhalt des kegelformi-
gen Glases in die beiden anderen Gléser
passt.

Um den Rauminhalt eines Kegels zu bestim-
men, werden dem Kegel Pyramiden mit glei-
cher Hohe einbeschrieben. Mit zunehmen-
der Eckenzahl der Grundfliche nihert sich
das Volumen dieser Pyramiden dem Kegel-
volumen beliebig an.

Da das Volumen einer Pyramide gleich dem
dritten Teil des Volumens eines Prismas mit
gleicher Grundflache und gleicher Korper-
hohe ist, kann dies auch fiir das Kegelvolu-
men in Bezug auf das Zylindervolumen
tibertragen werden:

VK _l‘vlyl
Vie=1A'h
Vie= ]; nrth
(Fiir das Volumen des Kegels gilt: V= %n r’h j

Einfiihrung des Kegelvolumens in dem Schulbuch , Schnittpunkt”
Die Wahl der drei Gldser konnte dadurch motiviert sein, dass bei gleichem Radius und gleicher Hohe gilt:

VZylinder =3- VKegel = VKegel + VHalbkugel

5.5.6 Volumina von Pyramiden- und Kegelstiimpfen

Anhand von Pyramidenstiimpfen sind anspruchsvolle Uberlegungen zu zusammengesetzten Kor-
pern und/oder Differenzkorpern moglich. Die Ergebnisse lassen sich dann wiederum leicht auf
Kegelstiimpfe iibertragen. Noch viel mehr als bei den anderen bisher behandelten Korpern, ist
hier ,,der Weg das Ziel”. Schiiler sollen Uberlegungen zur Berechnung von Volumina anstellen, die
Formeln koénnen diese Uberlegungen zwar ,krénen”, merken werden sich die Schiiler diese wohl
kaum (und auswendig sollten sie selbstverstandlich erst recht nicht gelernt werden).

Im Folgenden sind die Zugédnge zu Volumina von Pyramiden- und Kegelstiimpfen in dem Schul-
buch ,Schnittpunkt 6 (Realschule, Klasse 10) wiedergegeben.
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4 Volumen des Pyramidenstumpfs

Schon bei den Agyptern und Babyloniern

wurden Volumenberechnungen von pyra-

\ midenstumpfformigen Korpern (z. B. Was-
serspeicher, Damme) durchgefiihrt.

Die exakten Formeln zur Berechnung wa-

7k ren aber noch nicht bekannt.

Das Volumen des Pyramidenstumpfs ldsst

sich durch den dargestellten Quader anni-

hern. Erkldre, wie man das Quadervolumen

erhilt.

Ein quadratischer Pyramidenstumpf lésst
sich in ein quadratisches Prisma, vier Drei-
ecksprismen und vier Pyramiden zerlegen.
Die Dreiecksprismen lassen sich zu einem
Quader, die Pyramiden zu einer quadrati-
schen Pyramide zusammensetzen.
V=Viim + V uader + Voyramise

V=a,"h+(a,—a,)-a,h +%(a. —a,)’h
V=hla;+(a,—a,)a, + 1 (a, — a,)’]
V=h(a,’+aa,—a’+ _';af—%a,a; +%af)
V=h(%a,3 +%ala3 +_l‘a33)

\ =§(a.3 +a,a,+ay’)

Jeder Pyramidenstumpf mit einer anderen Grundfliche ldsst sich entsprechend zerlegen, so
dass die Formel verallgemeinert werden kann. Der Summand a,-a, wird dabeizu A" A, , da

a;a,=)a>a’.

N\

X

Fiir das Volumen des Pyramidenstumpfs gilt allgemein: - %‘(A. +JA A+ A
Fiir den quadratischen Pyramidenstumpf gilt: V= %‘(aﬁ +a,a,+a,?)
Beispiele

a) Ausder Grundkante a,= 14,5 cm, der Deckkante a,=6,5 cm und der Seitenhohe
h,=9,2 cm ldsst sich zunichst die Korperhohe h und dann das Volumen eines quadrati-
schen Pyramidenstumpfs berechnen.

In dem rechtwinkligen Teildreieck des

Parallelschnitts gilt: Dann gilt fiir das Volumen:
h’=h2—x2, wobei x=§1;—“3 Vs%(a,’+a,a:+af)

h =19,22=4,0° cm x=13-03cm  v=28(14,5+14,56,5+6,5) cm’
h =8,28 cm x=4,0 cm. V=957,0 cm’.

5 Volumen des Kegelstumpfs

1

Die Zeichnung gibt einen Hinweis, wiec man
das Volumen des kegelstumpfformigen
Baumstammes niherungsweise berechnen
kann. Ist das so berechnete Volumen groBer
oder kleiner als das wirkliche Volumen des
Baumstamms? Schiitze.

2

Berechne das Volumen des gesamten Ke-
gels und des Erginzungskegels. Mit diesen
Werten kannst du auch das Volumen des
Kegelstumpfs berechnen.

10 cm

Um das Volumen des Kegelstumpfs zu bestimmen, wird ein Pyramidenstumpf mit gleicher
Hohe einbeschrieben. Da sich mit zunehmender Eckenzahl das Volumen des Pyramiden-
stumpfs immer stirker dem Volumen des Kegelstumpfs annéhert, kann man das Kegel-
stumpfvolumen aus der Volumenformel des
Pyramidenstumpfs herleiten:

V=1h(A +VA A+ A)
Mit den beiden Grundkreisflichen
A, = nr*und A, = nr,’ ergibt sich:

=_{Il(nr.3+ Yrr2 ey +mry?)

V=§h(nr.3+nr,r3+nr§)

=Zh(r2+rn+r?)




5.5.7 Das Volumen der Kugel

Fiir die Herleitung der Formel des Kugelvolumens ist es von Bedeutung, ob bereits Volumina von
Zylindern und Kegeln behandelt wurden. In den meisten Curricula trifft dies zu, aber mitunter
wird die Kugel auch vor dem Kegel behandelt. Die populdre (unten beschriebene) Einfithrung
des Kugelvolumens mithilfe des Prinzips von Cavalieri ist auf dieser Grundlage nicht moglich.
Im Folgenden werden daher Ausziige aus einem Unterrichtsentwurf fiir die Einfiihrung des Ku-
gelvolumens (Klasse 9, Realschule) wiedergegeben, bei dem die , Herleitung” der Volumenformel
mithilfe von Analogietiberlegungen, Schitzungen und Experimenten vorgenommen wurde.

Die Gleichung V = 37 - r* fiir das Volumen der Kugel enthélt zwei Aussagen:
e Das Volumen der Kugel ist proportional zur dritten Potenz des Radius.
e Der Proportionalititsfaktor ist 37t.

Wihrend die erste dieser Aussagen durch grundsatzliche Uberlegungen und Analogiebetrachtun-
gen gewonnen werden kann (und sollte), sind fiir die Bestimmung des Proportionalitatsfaktors
Experimente und anschauliche Vergleiche notwendig.

Fir die Erkenntnis der Proportionalitit zwi- Flacheninhalte Rauminhalte (Volumina)
schen 73 und V erscheint es sinnvoll, Analogie- Quadrat mit der Seitenlinge a Wiirfel mit der Seitenlinge a
betrachtungen zu anderen Korpern des Raum-
es anzustellen. (Die dritte Potenz einer bestim- a !
menden Lange tritt u. a. auch beim Volumen des a 4
Wiirfels auffl) A=2 vea

7 Um die Voraussetzungen fiir die Durchfithrung die- o ) ) )

Kreis mit dem Radius r Kugel mit dem Radius r

ser Analogiebetrachtungen zu sichern, erfolgt am Anfang
der Stunde eine kurze Wiederholung der Berechnung von
Flacheninhalten bzw. Volumina von Quadraten, Kreisen
und Wiirfeln. Dabei kommt es auf die verwendeten Glei-

chungen sowie die Auswirkung von Lingendnderungen
auf die Anderung des Flicheninhalts bzw. Volumens an. A=7n.r’ V=

Es erscheint aussichtsreich, dass die Schiiler aufgrund dieser Betrachtungen selbst zu der Vermu-
tung V ~ 3 gelangen. Zudem diirfte dann fiir viele von ihnen recht nahe liegen, dass das Kugel-
volumen , etwas mit 77 zu tun hat”. An dieser Stelle kann durchaus damit gerechnet werden, dass
einige Schiiler fiir das Kugelvolumen den Vorschlag V = 77-7® unterbreiten. Dieser Vorschlag sollte
dann zundchst im Raum stehen bleiben — mit der Ankiindigung, ihn zu tiberpriifen.

Ist die Proportionalitiat zwischen V und r> herausgearbeitet, gilt die nichste Untersuchung der
Frage nach dem Proportionalitdtsfaktor. Diese Frage ldsst sich bei dem hier beschriebenen Vorge-
hen nur experimentell beantworten. Dazu werden Radien und Volumina von Kugeln ermittelt (bei
Hohlkugeln durch Messung des Volumens des urspriinglich enthaltenen Wassers sowie bei Voll-
kugeln nach der Uberlaufmethode). Aus den Messwerten berechnen die Schiiler Faktoren zwi-
schen 7° und V. Bei hinreichend gutem Material und sorgfaltiger Versuchsdurchfithrung sollten
sich Werte zwischen 4,0 und 4,4 ergeben (anstelle von %7‘( ~ 4.189). Der exakte Proportionalitats-
faktor muss letztendlich durch den Lehrer mitgeteilt werden.

Herleitung der Gleichung fiir das Kugelvolumen mithilfe des Prinzips von Cavalieri

Es werden eine Halbkugel, ein Zylinder und ein Kreiskegel mit gleichem Radius r betrachtet, die
Hohen des Zylinders und des Kegels haben ebenfalls die Lange r. Mit dem Prinzip von Cavalieri
lasst sich zeigen, dass das Volumen der Halbkugel gleich dem Volumen des Differenzkorpers aus
dem Zylinder und dem Kegel ist. Auf jeder Hohe x ist ndmlich der Flicheninhalt des Kreisringes,
der als Durchschnitt des Differenzkorpers und einer zur Grundflache parallelen Ebene entsteht,
gleich dem Flacheninhalt des Durchschnitts (Kreises) der Halbkugel mit dieser Ebeneﬂ

5Aus dem Differenzkorper schneidet die Ebene einen Kreisring aus, der den Aussendruchmesser r und den Innen-
durchmesser x, also den Flicheninhalt 7772 — 71x2 hat. Der Schnitt mit der Halbkugel ist ein Kreis, der den Radius
V12 — x2 und somit den Flacheninhalt 7r(r> — x?) hat.
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Bei bekannten Volumina von Zylinder und Kegel ergibt sich daraus Vy = 7-r
fiir das Volumen der Halbkugel, also V = $7-#® fiir das Kugelvolumen. Dieser Weg kann nur
beschritten werden, wenn Schiilern die Volumina von Kegel und Zylinder bereits bekannt sind.

Kugelvolumen und Treppenkorper

Ein ebenfalls recht hdufig vorgeschlagener Weg zur Gewinnung der Gleichung fiir das Kugelvolu-
men besteht in der Anndherung einer Kugel (bzw. einer Halbkugel) durch einen , Treppenkorper”,
der aus Zylindern gleicher Hohe besteht.

Das Volumen jedes dieser Zylinder kann in Abhidngigkeit von der

Hohe (die vom Radius der Kugel und der Anzahl n der einbe- /]é %
schriebenen Zylinder abhéngt) und dem Radius des entsprechen- /l/l\\l" ; ?Z |\|\
den Zylinders (der sich mithilfe des Satzes des Pythagoras aus [ ~_17/n \
der Tatsache ergibt, dass alle Punkte der Kugel denselben Ab- | r/n l
stand vom Mittelpunkt haben) ausgedriickt werden. r

Durch Betrachtung sehr vieler Zylinder (mit entsprechend geringer Hohe) und Vollzug des Grenz-
tibergangs ist die Herleitung der Gleichung V = %n -3 moglich. Allerdings kommen Grenzwert-
betrachtungen in Klasse 9 bzw. 10 nicht in Frage. Die Reduktion der Herleitung auf die Betrachtung
einer recht kleinen Zahl von Zylindern und die Berechnung von deren Volumina fiihrt lediglich
zu einer Schitzung fiir das Kugelvolumen (bzw. zur Gewinnung einer unteren Schranke). Der
Aufwand hierfiir erscheint kaum gerechtfertigt, da sich Schatzungen auch auf unmittelbare Weise
durch Messungen von Fliissigkeitsvolumina durchfiihren lassen.

5.5.8 Der Oberflicheninhalt der Kugel — Teil 2

Mithilfe des Kugel- und des Pyramidenvolumens ist nun auch eine exakte Herleitung der Formel
tiir die Kugeloberfliche moglich.

Die Oberflache des Balls ist aus regelmaBigen
Funfecken oder Sechsecken zusammengesetzt.
Verbindet man alle Ecken dieser Flachen mit dem
Kugelmittelpunkt des Balls, so wird dieser nahe-
rungsweise in Pyramiden aufgeteilt, die alle als
Hohe den Kugelradius haben. Diese Zerlegung ist
fur jede Kugel denkbar. Die Annaherung wird mit
zunehmender Anzahl der Teilflachen immer besser.

Es gilt fur die Pyramiden:  Vy = 1 Ag 1 Vy=1Agyr V3= 1Agsr usw.

Fir das Volumen der Kugel gilt dann: V=V, +V, + V3 + ... +V,
V=%AG1‘r+%AGz‘r+ %AG3‘I'+...+ %AGn'r
V= %F(A61 +AGZ +AG3 by R AGn)

Da alle Grundflachen zusammen die Oberflache der Kugel bilden, gilt: Vv = % r-Ag

4.3

Man setzt fur V die Formel zur Berechnung des Kugelvolumens ein: 7= % r-Ag
Die Formel wird nach A aufgelost:  4nr’=1r-Ag |3

anrd =r-Ag [:r

4nr? = Ao

 Fur den Oberflécheninhalt einer Kugel gilt: Ag = 4mr?

Aus: Mathematik 9 (Brandenburg, Real- und Gesamtschule), Berlin: Paetec, 2004.
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