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Vorwort

Vor iiber 2300 Jahren erschienen die 13-béndigen ,,Elemente“ des EUKLID. Sie
wurden zu den nach der Bibel am zweithdufigsten gedruckten Biichern der Welt-
geschichte und haben die Entwicklung der Wissenschaften so nachhaltig beein-
fluBlt wie kein anderes Werk. Die Elemente enthalten (neben anderem) den ersten
iiberlieferten Versuch, die Geometrie konsequent axiomatisch-deduktiv aufzu-
bauen. Die axiomatische Arbeitsweise wurde zu einer der wichtigsten Methoden
in der Mathematik und ist es bis heute. Die auf den , Elementen* basierende,
von uns allen bereits ,,mit der Muttermilch eingesogene euklidische Geometrie
war iiber mehr als 2000 Jahre das einzige geometrische System und es schien
undenkbar, dafl auch vollig andere Geometrien existieren kénnten. Im vorigen
Jahrhundert fanden drei Mathematiker heraus, daf es derartige nichteuklidische
Geometrien gibt. Diese Erkenntnis beeinflufite mafigeblich die Entwicklung der
Mathematik und Physik im ausgehenden 19. und in unserem Jahrhundert. Die
Relativitdtstheorie ALBERT EINSTEINS wire ohne sie kaum moglich gewesen.

Das ,,Herzstiick“ des vorliegenden Buches ist der aziomatische Aufbau der eu-
klidischen Geometrie in Kapitel 2. Das Verstdndnis dafiir zu wecken, ist nicht
leicht, da die Axiome der euklidischen Geometrie und viele der bewiesenen
Sétze zunéchst dulerst selbstverstindlich erscheinen, die Beweise aber teilweise
recht kompliziert sind. Die Grundlagen der Geometrie werden daher hiufig als
trockener, reizloser Gegenstand empfunden. (An diesem Problem krankt auch
oft der Geometrieunterricht an den Schulen.) Um den Einstieg in dieses Gebiet
zu erleichtern, liegt dem Aufbau des Buches ein besonders einfach verstéindli-
ches Axiomensystem zugrunde. Vor allem habe ich jedoch grofien Wert auf die
Motivierung der axiomatischen Arbeitsweise gelegt. Besonders die Kombinati-
on des Aufbaus der euklidischen Geometrie mit der Behandlung nichteuklidi-
scher Geometrien soll den Sinn des axiomatischen Vorgehens deutlicher werden
lassen. Meiner Meinung nach ist ein tiefgehendes Verstdndnis der euklidischen
Geometrie aus heutiger Sicht nur moglich, wenn auch ein Kennenlernen nicht-
euklidischer Geometrien erfolgt.

Die sphirische Geometrie steht nicht zuféllig am Anfang des Buches. Diese leicht
verstdndliche Geometrie, die vielfiltige Praxisanwendungen ermdoglicht, eignet
sich sehr gut, um erste Bekanntschaft mit einer nichteuklidischen Geometrie
zu schliefen. Mit der Behandlung der sphirischen Geometrie, die sich von der
euklidischen Geometrie in grundlegenden Eigenschaften unterscheidet, verfolge
ich auch das Ziel, Motive fiir die Behandlung der axiomatischen Grundlagen der
Geometrie aufzuzeigen. Fine deduktive Abhéngigkeit des zweiten vom ersten
Kapitel besteht jedoch nicht (lediglich anhand von Beispielen wird mitunter
darauf Bezug genommen), so dafl die Lektiire des Kapitels 1 fiir das Versténd-
nis von Kapitel 2 nicht unabdingbar, zur besseren Motivation und Einordnung
aber empfehlenswert ist. Dagegen wird in Kapitel 3 (Lobatschewski-Geometrie),
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auf die im zweiten Kapitel behandelten Definitionen und S#tze unmittelbar
aufgebaut.

Die Behandlung drei umfassender Teilgebiete der Mathematik innerhalb eines
Buches bedingt natiirlich Kompromisse in Bezug auf die Ausfiihrlichkeit der
Darstellung. Mein Ziel war es, einen fundierten Uberblick iiber die behandelten
Themen zu vermitteln, wobei es mir vor allem im dritten Kapitel weniger dar-
auf ankam, alle Aussagen zu beweisen, sondern vielmehr darauf, die inhaltlichen
Zusammenhinge zu verdeutlichen. An mathematischem Ausgangswissen reicht
fiir das Versténdnis weitester Strecken dieses Buches der Mathematikstoff der
Schule. In wenigen Abschnitten mufite ich auf weitergehende Inhalte der Ana-
lysis und linearen Algebra / analytischen Geometrie aufbauen. Ich habe mich
bemiiht, diese Abschnitte so zu gestalten, dafl die wichtigen Gedanken auch fiir
diejenigen Leserinnen und Leser deutlich werden, die den Herleitungen nicht
vollsténdig folgen kénnen.

Einen wichtigen Stellenwert in diesem Buch nehmen Betrachtungen zur Ge-
schichte der Geometrie ein, wurde doch die Entwicklung der Mathematik durch
diejenigen Gebiete der Geometrie, welche Gegenstand dieses Buches sind, maf-
geblich gepriigt. Uber weite Strecken der Kapitel 2 und 3 erfolgt die Behandlung
des Stoffes in Anlehnung an die historische Entwicklung. Diese Art der Darstel-
lung soll Verstdndnis dafiir wecken, warum bestimmte Fragen aufgeworfen und
Untersuchungen angestellt werden. Im dritten Kapitel werden zudem philoso-
phische Probleme, die sich aus der Entstehung nichteuklidischer Geometrien
ergaben, diskutiert und Ausblicke auf Anwendungen nichteuklidischer Geome-
trien in der Physik gegeben.

Mit dem vorliegenden Buch habe ich nicht zuletzt das Ziel verfolgt, (kiinftigen)
Lehrerinnen und Lehrern Anregungen fiir eine fachlich fundierte und interessan-
te Gestaltung ihres Geometrieunterrichts zu geben. Wenngleich ich auf didakti-
sche Fragen nur selten explizit eingehe, so habe ich doch versucht, die Auswahl
und die Art der Darstellung des Stoffes diesem Ziel entsprechend zu gestalten.
(Das Literaturverzeichnis enthilt eine Reihe von empfehlenswerten Veroffent-
lichungen, welche didaktische Probleme unmittelbar zum Thema haben.) Um
Geometrie ansprechend zu unterrichten, ist es meiner Meinung nach nétig, auch
Fakten, Erscheinungen und Anwendungen zu kennen, die iiber den unmittelba-
ren Schulstoff hinausgehen. Mit diesem Buch habe ich versucht, einen Einblick
in das Spektrum zu geben, das Geometrie umfaflt.

Andreas Filler, Berlin, Januar 1993
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Kapitel 1

Geometrie auf der
Kugeloberfliche

,Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten ist die Strecke.“ Legt man die-
sem Satz die uns geldufige Vorstellung von einer Strecke zugrunde (wir werden
auf den Begriff spiter noch zuriickkommen), so ist die kiirzeste Verbindung zwi-
schen Berlin und Melbourne ein durch die Erdkugel gegrabener Tunnel. Diese
Erkenntnis ist fiir die Praxis wenig hilfreich, wenn es z.B. darum geht, geeignete
Routen fiir Schiffe oder Flugzeuge auszuwihlen. Im allgemeinen bewegen wir
uns auf einer Kugeloberfliche (Sphire), was wir allerdings bei kleinen Entfer-
nungen (z.B. innerhalb Deutschlands) vernachlissigen kénnen, da derart kleine
Teile der Kugeloberfliche noch ndherungsweise als ebene Flichen aufgefafit wer-
den konnen. Fiir groflere Entfernungen ist dies nicht mehr oder nur noch mit
grofien Ungenauigkeiten moglich. Aus praktischen Uberlegungen heraus (Geo-
graphie, Festlegung von Schiffs- und Flugrouten) ist es daher sinnvoll, sich mit
der Geometrie auf der Kugeloberfliche zu beschéftigen und unter anderem fol-
gende Fragen zu untersuchen:

e Wie lifit sich die kiirzeste Verbindung zweier Punkte auf der Sphire (Ku-
geloberfléiche) ermitteln?

e Wie lassen sich anhand dieser kiirzesten Verbindung Reiserouten festlegen
und einhalten?

e Wie liait sich die Lage von Objekten (z.B. Flugzeugen) durch Peilung
bestimmen?

e Wie konnen wir mit Hilfe der Sterne unseren aktuellen Aufenthaltsort
ermitteln?
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Die Geometrie auf der Kugeloberfliche — auch sphdirische Geometrie genannt
— ist aber nicht nur in Hinblick auf diese praktischen Anwendungen interessant.
Obwohl wir beim Aufbau dieser Geometrie auf die uns wohlbekannte Geometrie
der Ebene und des Raumes (die euklidische Geometrie) zuriickgreifen werden,
wird sich bei tieferem Eindringen herausstellen, daf die sphérische Geometrie als
vollig unabhéngige, eigenstédndige Theorie, als eine nichteuklidische Geometrie
aufgefafit werden kann, die mit der uns bekannten ebenen Geometrie wichti-
ge Gemeinsamkeiten und Analogien, aber auch eine Reihe von Unterschieden
aufweist. Ein vollig eigenstéindiger Aufbau der sphérischen Geometrie wird am
Ende des zweiten Kapitels ansatzweise beschrieben. Zunéchst jedoch werden
wir uns mit einigen wesentlichen Grundbegriffen und Grundlagen der Geome-
trie auf der Kugeloberfliche beschéftigen und danach (innerhalb des Abschnitts
1.3) Formeln fiir die Losung der obengenannten praktischen Aufgaben — die
Grundformeln der sphérischen Trigonometrie — herleiten.

1.1 Grundlagen der sphirischen Geometrie
1.1.1 Kugel, Sphire, Kugelkoordinaten

Def. 1: FEine Sphire (bzw. Kugeloberfliche) S mit dem Mittelpunkt O und
dem Radius R ist die Menge aller Punkte P des Raumes, die vom Punkt O den
Abstand R haben:

S={P:|OP| =R} .

Fine (abgeschlossene) Kugel K mit dem Mittelpunkt O und dem Radius R
st die Menge aller Punkte P des Raumes, die von O einen Abstand haben, der
kleiner oder gleich R ist:

K ={P:|OP| <R} .

In der Definition 1 wird der Begriff des Abstandes zweier Punkte verwendet.
Obwohl bereits jeder Schiiler iiber eine intuitive Vorstellung von diesem Begriff
verfiigt (die sich vor allem mit den Eigenschaften des Mefliinstruments Lineal
verbindet), wollen wir hier eine Definition des Begriffs Abstand angeben, vor al-
lem unter dem Gesichtspunkt der spéter folgenden Beschéftigung mit Absténden
von Punkten auf der Sphére und in Hinblick auf den exakten (axiomatischen)
Aufbau der euklidischen und der sphiirischen Geometrie im zweiten Kapitel.

Def. 2: Mit ,Abstand zweier Punkte A und B“ bezeichnen wir den Funkti-
onswert d(A, B) (oder kurz |AB|) einer Funktion d, die jedem Punktepaar eine
nichtnegative reelle Zahl zuordnet und folgende Eigenschaften besitzt:
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a) Fir zwei Punkte A und B gilt |AB| = 0 genau dann, wenn die Punkte A
und B identisch sind.

b) Fiir zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB| = |BA]|.

¢) Fir drei beliebige Punkte A, B und C gilt stets die Dreiecksungleichung
|AB|+[BC| > |AC] .

Genau dann, wenn eine der drei Gleichungen

|AB| + |BC| = |AC| .
AC| +|CB| = |AB|,
|BA| 4+ |AC| = |BC|

erfillt ist, liegen die Punkte A, B und C auf einer Geraden.

FEine Funktion d mit den angegebenen Eigenschaften a), b) und c) heifst Ab-
standsfunktion.

Aufgabe 1:

a) Es sei im Raum ein kartesisches Koordinatensystem gegeben; A und B
seien Punkte mit den Koordinaten A(z,y,z) sowie B(z',y’,2"). Weisen
Sie nach, dafl die Funktion d mit

d(A,B) = [AB| = /(z' —2)> + (¥ —y)* + (z' — 2)?
eine Abstandsfunktion ist!

b) Geben Sie mit Hilfe der Abstandsfunktion aus a) eine Gleichung fiir die
Koordinaten der Punkte einer Sphére mit dem Radius R an, und zwar
sowohl fiir den Fall, dafl der Mittelpunkt M der Sphéire im Koordina-
tenursprung O liegt, als auch fiir den Fall, daf} dies nicht zutrifft!

Wenn wir im folgenden vom Abstand zweier Punkte des Raumes sprechen, gehen
wir von der Abstandsfunktion aus Aufgabe 1 aus.

In der sphérischen Geometrie ist es oft giinstiger, Punkte durch die aus der
Erdkunde bekannten Kugelkoordinaten zu beschreiben, als durch kartesische
Koordinaten. Dazu seien u und v zwei zueinander senkrechte Strahlen mit dem
Anfangspunkt O, P ein beliebiger Punkt des Raumes und P’ sein Bildpunkt bei
senkrechter Parallelprojektion auf die u-v-Ebene (siche Abbildung [TTI).

Fiir die Punkte einer Sphére mit dem Koordinatenursprung O als Mittelpunkt
ist der Abstand r gleich dem Radius der Sphére. Diese Punkte werden also
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Die Lage des Punktes P im Raum A P
wird dann durch drei Koordinaten
beschrieben:

e den Abstand r der Punkte O
und P,

@V

e das Maf} des orientierten Win- v
kels A\ zwischen den Strahlen u U
und OP’ sowie p'

e das Maf des orientierten Win-

kels ¢ zwischen den Strahlen
OP/ und OP. Abblldung 1.1:

durch lediglich zwei Koordinaten A und ¢ beschrieben. Damit eine eineindeutige
Zuordnung zwischen den Punkten der Sphiire und den Koordinatenpaaren (A, ¢)
gegeben ist, legen wir fiir A und ¢ folgende Definitionsbereiche fest, die auch in
der Geographie gebrauchlich sind:

—180° < A < 180°; —90° < ¢ < 90° .

Ganz ist die Eineindeutigkeit der Zuordnung jedoch nicht realisierbar, da un-
abhéingig von der Grofle von A fiir ¢ = 90° und fiir ¢ = —90° jeweils immer der
gleiche Punkt beschrieben wird. Diese Punkte werden als Nord- bzw. Siidpol
bezeichnet. Ferner heilen die Koordinatenlinien (Punktmengen konstanter Ko-
ordinate A oder ¢) Meridiane (fiir A = const) und Breitenkreise (¢ = const).
SchlieBlich heifit A Lingenkoordinate (oder kurz Linge) und ¢ Breitenko-
ordinate (Breite).

Aufgabe 2: Es seien im Raum ein kartesisches Koordinatensystem und ein
Kugelkoordinatensystem mit gemeinsamem Koordinatenursprung gegeben. Der
Strahl u des Kugelkoordinatensystems liege auf der x-Achse, der Strahl v auf der
y-Achse, wobei den Strahlen u und v jeweils die positiven Koordinatenhalbach-
sen auf der z- bzw. y-Achse zugeordnet werden. Leiten Sie Umrechnungsformeln
von den Kugelkoordinaten (r, A\, ) eines Punktes in seine kartesischen Koordi-
naten (x,y, z) und umgekehrt her!
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1.1.2 Klein- und Grof3kreise, diametrale Punktepaare, Ge-
raden, Strecken und Abstinde auf der Sphire

Fiir den Aufbau einer Geometrie der Sphéire haben die Kreise, welche auf der
Sphére liegen, eine besondere Bedeutung. Nachfolgend werden einige Eigen-
schaften dieser Kreise hergeleitet.

Satz 1: Fualls sich eine Sphire S und eine Ebene € schneiden, so haben sie
entweder genau einen gemeinsamen Punkt, oder die Menge der Schnittpunkte
ist ein Kreis.

Beweis: Wir fillen vom Mittel-
punkt O der Sphére das Lot auf die
Ebene € und bezeichnen den Fuf-
punkt dieses Lotes mit M (siehe Ab-
bildung[T2)). Falls € und S nicht nur
einen Punkt gemeinsam haben, gibt
es wenigstens zwei Schnittpunkte P
und @. Da die Dreiecke OPM und
OQM kongruent sind (Winkel bei
M jeweils rechte, |OP| = |0Q]| we-
gen P,QQ € S, Seite OM gemein-
sam), gilt |MP| = |MQ|. Da die
Punkte P und @) beliebig gewéhlt
wurden, liegen alle Schnittpunkte
der Ebene € und der Sphére S auf ei-
nem Kreis k, dessen Mittelpunkt der
FuBBpunkt M des Lotes vom Mittel-
punkt O der Sphére auf die Ebene €
ist.

Abbildung 1.2:

Umgekehrt gehort jeder Punkt T des Kreises k£ der Sphére an, da wegen der Kon-
gruenz der Dreiecke TOM und POM (nach Kongruenzsatz ,,sws“) die Punkte
T und P von O denselben Abstand haben. d

Der Beweis von Satz 1 fithrt uns auch zu einer Moglichkeit, den Radius r ei-
nes Kreises auf der Sphére zu berechnen. Aus Abb. entnehmen wir durch
Betrachtung des Dreiecks OPM:

r=|MP|= \/\OP|2 —|lOM|? = \/32 — |OM|* = R - sin Z(POM) .

Der Radius eines Kreises auf der Sphére ist also niemals grofler als der Radius
R der Sphire selbst.
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Def. 3: Alle Kreise der Sphdre, deren Mittelpunkte mit dem der Sphdre identisch
sind, heiffen Grof3ikreise, alle anderen werden als Kleinkreise bezeichnet.

Def. 4: Zwei Punkte der Sphdire heiffen diametral, falls sie auf ein und dem-
selben Durchmesser der Sphdre liegen.

Als unmittelbare Folgerung aus Def. 3 und Def. 4 ergibt sich, dafi alle Kreise,
die diametrale Punktepaare enthalten, Grofikreise sind.

Aus der Tatsache, daf} es fiir drei Punkte des Raumes, die nicht auf einer Ge-
raden liegen, genau eine Ebene gibt, welche diese drei Punkte enthilt, folgt die
Behauptung des folgenden Satzes.

Satz 2: Zu zwei nichtdiametralen Punkten A, B der Sphdire existiert genau ein
Grofkreis, der diese beiden Punkte enthdilt; sind A und B diametral, so gibt es
beliebig viele solcher Grof$kreise.

Def. 5: Ein Punkt A und ein Grofkreis g der Sphdire heiffen polar, falls A
auf einer Geraden durch den Mittelpunkt der Sphdre liegt, die auf der durch g
bestimmten FEbene € senkrecht steht.

Nachdem wir nun unter Nutzung der (euklidischen) Geometrie des Raumes
wichtige Objekte auf der Sphére und Beziehungen zwischen diesen Objekten
eingefithrt haben, werden wir im folgenden eine innere Geometrie der Sphdire
aufbauen, d. h. nur noch solche Punkte betrachten, die auf der Kugeloberfliiche
liegen. (Mit ,innere Geometrie der Sphire“ ist demnach keine Geometrie im
Innern der Kugel, sondern im Innern der Kugeloberfliche, also der Sphére, ge-
meint.) Unter dieser Voraussetzung ist es nicht méglich, zwei Punkte durch eine
gewohnliche Strecke zu verbinden. Es stellt sich also die Frage, welche Objekte
der Sphére als ,,Ersatz® fiir Strecken, Geraden usw. angesehen werden kénnen.

Eine wichtige Eigenschaft von Strecken in der ,gewéhnlichen“ (euklidischen)
Geometrie besteht darin, daf sie die jeweils kiirzeste Verbindung zwischen zwei
Punkten darstellen. Diese Eigenschaft besitzen auf der Sphére die Groffkreisbogen:

Satz 3: Von allen Kurvenstiicken der Sphdire, die zwei nichtdiametrale Punkte
A und B verbinden, hat der kiirzere Bogen des Grofikreises durch A und B die
geringste Bogenlinge. Bei zwei diametralen Punkten erfillt diese Eigenschaft
jeder Halbkreis eines Grofikreises durch diese beiden Punkte.

Ein Beweis von Satz 3 erfordert umfangreiche differentialgeometrische Kennt-
nisse (der Satz selbst enthilt ja mit ,, Bogenlinge* bereits einen Begriff aus der
Differentialgeometrie), weshalb wir uns hier auf eine Beweisidee fiir diesen Satz
beschrénken.

Ebenso wie sich jede stetige Kurve der Ebene mit beliebig guter Naherung durch
einen Streckenzug (Polygonzug) beschreiben 148t (wenn nur die Unterteilung
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in einzelne Strecken hinreichend fein vorgenommen wird), 148t sich auch jede
stetige Kurve auf der Sphire beliebig gut durch eine Folge von Grofikreisb6gen
(deren Anfangs- und Endpunkt mit dem Anfangs und Endpunkt der Kurve
iibereinstimmen) annihern.

Eine Ausnahme bilden nur die sogenannten nichtrektifizierbaren Kurven, die jedoch in dem

von uns betrachteten Zusammenhang uninteressant sind.

Wir miissen also nur noch zeigen, dal der Groflkreisbogen, der zwei Punkte
direkt verbindet, kiirzer als jede Folge von Groflkreisbogen zwischen diesen bei-
den Punkten ist. Aus dem in Abschnitt 1.2.2 bewiesenen Satz 7 (Dreiecksun-
gleichung) geht hervor, daf§ die Linge des Grofkreisbogens, der zwei Punkte
A und B der Sphire verbindet, kleiner als die Summe der Liangen der beiden
Groflkreisbogen ist, die A sowie B mit einem beliebigen Punkt C' verbinden.
Durch mehrfaches Anwenden dieses Satzes ergibt sich unsere Behauptung.

Fiir den Beweis von Satz 7 wird weder der Satz 3 noch eine Aussage, die auf Satz 3 beruht,

benotigt. Daher ist es erlaubt, an dieser Stelle auf Satz 7 vorzugreifen.

Die Aussage von Satz 3 148t nun folgende Definitionen naheliegend erscheinen:

Def. 6: Als sphérische Geraden (bzw. S-Geraden) bezeichnen wir alle Grofs-
kreise der Sphdre, als sphiirische Strecken (S-Strecken) diejenigen Grofs-
kreisbogen, die nicht linger sind als ein halber Grofkreis.

Def. 7: Es seien A und B zwei nichtdiametrale Punkte der Sphdre. Als sphéri-
scher Abstand |AB| dieser beiden Punkte wird die Bogenlinge des kiirzeren
Bogens des Grofkreises durch diese beiden Punkte bezeichnet. Der Abstand zwei-
er diametraler Punkte ist gleich dem halben Umfang eines Grof$kreises.

Fiir den gewohnlichen euklidischen Abstand zweier Punkte und ihren sphérischen Abstand
wird die gleiche Bezeichnung |AB| verwendet. An Stellen, wo dies zu Miverstdndnissen fithren

konnte, erfolgt daher ein entsprechender Hinweis.

Da alle Groflkreise den gleichen Radius R wie die Sphére haben, hingt der
sphérische Abstand zweier Punkte nur von R und vom Mafl des Winkels «
der Radien dieser beiden Punkte ab (Abbildung [[3). Fiir die Einheitssphére
(R=1)ist |AB| = &, wobei & das Bogenmaf} des Winkels « angibt.
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Ansonsten gilt (wie aus Abbildung
[L3 leicht zu ersehen ist):

T
AB| = R- :
|AB] 1800 ¢

= R-&.

Vielfach ist es iiblich, als den Ab-
stand zweier Punkte das Maf3 des
Winkels zwischen deren Radien an-
zugeben. An geeigneten Stellen ma-
chen wir von dieser Moglichkeit Ge-
brauch. Abbildung 1.3:

Wie sehr leicht nachgepriift werden kann, geniigt der oben definierte sphérische
Abstand den Bedingungen a) und b) der allgemeinen Abstandsdefinition (Def.
2). DaB auch die Dreiecksungleichung erfiillt ist, werden wir mit Satz 7 nach-
weisen. Ganz entspricht der sphérische Abstand jedoch nicht der Def. 2, da (wie
man sich leicht anhand eines Gegenbeispiels verdeutlichen kann) fiir den Fall,
daf drei Punkte A, B und C auf einem Grofikreis, nicht jedoch auf einem halben
Grofikreis liegen, keine der drei Gleichungen aus Def. 2 ¢) erfiillt sein muf.

Dieses Problem liefle sich von vornherein vermeiden, wiirde man sphérische Punkte nicht wie
hier als einzelne Punkte der Kugeloberfliche, sondern als diametrale Punktepaare definieren,
d. h. immer zwei euklidische Punkte als einen sphérischen Punkt auffassen. Bei ansonsten
gleicher Definition von Geraden, Strecken und Abstédnden wéren die Abstandsaxiome in die-
sem Fall vollsténdig erfiillt. (Von den drei Gleichungen in Def. 2 ¢) wiirde allerdings nicht nur
eine — wie in der ,,gewdhnlichen® euklidischen Geometrie — zutreffen, sondern es wiirden alle
drei gelten, es wird aber auch nicht gefordert, da8 genau eine der drei Gleichungen zutreffen
soll.) Ein solches Vorgehen ist daher vielfach, vor allem in mathematisch—theoretisch moti-
vierten Abhandlungen der sphérischen Geometrie, iiblich. Aus Sicht der Praxisanwendungen
der sphérischen Geometrie ist eine Definition sphérischer Punkte als diametrale Punktepaare
jedoch nicht zu motivieren (warum sollen véllig verschiedene Orte auf der Erde identifiziert
werden), weshalb wir hier lieber das oben beschriebene Problem beziiglich der allgemeinen

Abstandsdefinition in Kauf nehmen.

Aufgabe 3: Als sphdrischer Kreis wird die Menge all jener Punkte der Sphére
bezeichnet, die von einem gegebenen Punkt P der Sphire den gleichen sphéri-
schen Abstand haben (der als Radius des sphérischen Kreises bezeichnet wird).

a) Welchen maximalen Radius kénnen sphérische Kreise haben?

b) Weisen Sie nach, dafl jeder sphérische Kreis ein gewshnlicher euklidischer
Kreis ist!
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Aufgabe 4: Definieren Sie in geeigneter Weise den Abstand eines Punktes P
der Sphére von einer S-Geraden! Welche Gestalt haben Abstandslinien auf der
Sphére, d. h. Mengen von Punkten, die von einer gegebenen S-Geraden den
gleichen Abstand haben?

Im folgenden werden die wichtigsten Grundeigenschaften sphérischer Geraden
mit den Eigenschaften euklidischer Geraden in der Ebene verglichen.

Euklidische Geometrie der
Ebene

E 1 Geraden sind Punktmengen.

E 2 Zwei voneinander verschie-
dene Geraden haben hdchstens
einen gemeinsamen Punkt.

E 3 Durch jeden Punkt der Ebe-
ne gibt es zu jeder Geraden, die
diesen Punkt nicht enthdlt, ge-
nav eine Parallele.

E 4 Durch zwei Punkte wird ge-
nau eine Gerade bestimmdt.

E 5 FEs gibt beliebig lange
Strecken. Auf jedem Strahl mit
dem Anfangspunkt P gibt es zu
jeder nichtnegativen reellen Zahl

a genau einen Punkt A mit a =
|PA|.

Aufgabe 5:

a) Begriinden Sie die Aussagen S 1 — S 5!

Sphirische Geometrie

S 1 Geraden sind Punktmengen.

S 2 Zwei voneinander verschiede-
ne S-Geraden haben genau zwei
gemeinsame Punkte.

S 3 Es existieren keine parallelen
Geraden.

S 4 Durch zwei nichtdiametrale
Punkte wird genau eine Gerade
bestimmt; durch zwei diametra-
le Punkte gibt es unendlich viele
Geraden.

S 5 Jede Strecke hat hdchstens
die Ldnge w - R. Ist P ein
Punkt der Sphdre, so existiert
kein Punkt A mit |PA| > 7 - R.

b) Begriinden Sie, daf§ durch drei Punkte der Sphére, von denen zwei diame-
tral sind, stets genau eine S-Gerade verlauft!
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1.1.3 Winkel zwischen sphirischen Geraden; Bewegungen
und Kongruenz von Figuren auf der Sphire

Unter einem sphérischen Winkel soll ein Teil der Sphére verstanden werden, der
durch zwei halbe GroBkreise begrenzt wird (Abbildung [T.4]).

Um das Maf} des Winkels zweier sphirischer Geraden einzufithren, wird
das Winkelmaf} zweier euklidischer Ebenen bendttigt. Dabei greifen wir auf die
folgende Aussage aus der rdumlichen Geometrie zuriick, die wir als Hilfssatz
formulieren (ohne sie hier zu beweisen):

Hilfssatz: Es seien € und 0 zwei sich schneidende Ebenen mit einer Schnitt-
geraden g sowie P und P’ zwei Punkte auf g. Ferner seien hy und h} sowie
he und hl, vier Geraden, die in € bzw. § liegen, P bzw. P’ enthalten und auf g
senkrecht stehen (Abbildung[LA). Dann ist das Mafi des Winkels zwischen den
Geraden hy und hy gleich dem Mafl des Winkels zwischen b} und hi.

Def. 8: Es seien € und § zwei Ebenen im Raum, die sich in einer Geraden
g schneiden, P ein Punkt auf g sowie hy und hs zwei zu g senkrechte, durch
P verlaufende Geraden, die in € bzw. § liegen. Als Mafl des Winkels der
Ebenen ¢ und § bezeichnen wir das Winkelmaf der Geraden hy und hs.

Def. 9: Als Winkelmaf3 zweier sphirischer Geraden (Grofikreise), die sich in
einem Punkt P schneiden, bezeichnen wir das Maf$ des Winkels der Tangenten
an diese beiden Grofikreise im Punkt P.

Der oben formulierte Hilfssatz sichert, dafl das Winkelmaf} zweier S-Geraden
unabhingig davon ist, welcher der beiden Schnittpunkte betrachtet wird. Nach
Definition 8 ist dieses Winkelmaf} gleich dem Winkelmafl der beiden Ebenen, in
denen die S-Geraden (Grofkreise) liegen.

_ hao L
| hy -
g
hiy
hi
1) €

Abbildung 1.4: Abbildung 1.5:
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Um die Kongruenz von Figuren auf der Sphire definieren zu kénnen,
benétigen wir den Begriff der Bewegungen auf der Sphére. Bekanntermafien
konnen in der Ebene Bewegungen als Hintereinanderausfithrungen von Verschie-
bungen, Drehungen und Geradenspiegelungen definiert werden. Bei der Defini-
tion der sphérischen Bewegungen werden wir in analoger Weise vorgehen.

Def. 10:

a) Eine Abbildung ¢ der Sphire auf sich heifit Spiegelung an einer S-
Geraden g, falls

(i) jeder Punkt von g auf sich abgebildet wird,

(i) jeder micht auf g liegende Punkt und sein Bildpunkt in unterschiedli-
chen Halbsphdren bzgl. g liegen sowie

(i) fiir jeden Punkt A die S-Gerade h durch A und seinen Bildpunkt
d(A) auf g senkrecht steht und fiir die sphirischen Abstinde |PA| =
|Pop(A)| gilt, wobei P einer der beiden Schnittpunkte von g und h ist.

b) FEine Abbildung v der Sphdre auf sich heifit Drehung um ein diame-
trales Punktepaar Z, Z' mit dem Drehwinkel «, falls

(i) W(Z) = Z und W(Z') = Z' gilt,

(i1) jeder Punkt der Sphire von Z den gleichen Abstand hat, wie sein
Bildpunkt sowie

(i) fiir jeden (von Z und Z' verschiedenen) Punkt P der gerichtete Win-
kel der Geraden g und h dieselbe Gréfle hat wie o, wobei g und h
Halbkreise mit den Endpunkten Z und Z' sind, P auf g und ¥(P)
auf h liegt.

Def. 11: Hintereinanderausfiihrungen von endlich vielen Spiegelungen an S-
Geraden und Drehungen um diametrale Punktepaare werden als (sphdrische)
Bewegungen bezeichnet.

Zu den zur Definition der ebenen Bewegungen neben den Drehungen und Spiegelungen genutz-
ten Parallelverschiebungen gibt es auf der Sphére kein Analogon, da keine parallelen Geraden

existieren.

Aufgabe 6: Weisen Sie nach, daf§ die Abbildung, die jedem Punkt der Sphére
seinen diametralen Punkt zuordnet, eine Bewegung ist!

Satz 4: Wenn der (sphirische) Abstand |AB| zweier nichtdiametraler Punkte
A und B der Sphire von Null verschieden und gleich dem Abstand |A'B’| zweier
Punkte A" und B’ ist, so existieren genau zwei sphirische Bewegungen, die A
auf A" und B auf B’ abbilden, wobei jede dieser Bewegungen eine durch die
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S-Gerade AB begrenzte Halbsphire auf eine andere Halbsphdre beziiglich A’ B’
abbildet.

Auf einen Beweis von Satz 4 wird an dieser Stelle verzichtet. Er kann durch eine
geeignete Hintereinanderausfithrung von Abbildungen entsprechend Definition
10 gefiihrt werden, wobei sich die beiden in Satz 4 genannten Bewegungen gerade
um eine Spiegelung an A’ B’ unterscheiden.

Def. 12: Zwei Figuren der Sphdre heiffen kongruent, falls eine (sphdrische)
Bewegung existiert, welche eine davon auf die andere abbildet.

Abschlieflend sei noch vermerkt, daf§ der hier beschrittene Weg der Einfithrung
der Bewegungen und der Kongruenz nicht zwingend ist, sondern daf} es eine Rei-
he anderer Moglichkeiten dafiir gibt. Eine besteht darin, auf die Einfithrung der
Drehungen und Spiegelungen zu verzichten, Bewegungen als abstandserhaltende
Abbildungen der Sphére auf sich zu definieren und Satz 4 entweder mit Hilfe
der euklidischen Geometrie zu beweisen oder (bei einem autonomen Aufbau der
sphérischen Geometrie) als Axiom zu formulieren. Der Satz 4 ist dann die wich-
tigste iiber Bewegungen bekannte Aussage, mit deren Hilfe es sogar moglich ist,
nachzuweisen, dafl sich jede Bewegung als Hintereinanderausfithrung der Dre-
hungen und Spiegelungen aus Def. 10 darstellen 148t. Eine weitere Moglichkeit
bestiinde darin, Bewegungen als Hintereinanderausfithrungen von Spiegelungen
an Groflkreisen zu definieren und auf die Erwéhnung der Drehungen um diame-
trale Punktepaare in Def. 11 zu verzichten. (Die Leserinnen und Leser kénnen
sich leicht iiberlegen, dafl jede Drehung um ein diametrales Punktepaar durch
eine Hintereinanderausfithrung von zwei Spiegelungen an Groflkreisen ersetzt
werden kann.) Schliefllich ist es moglich (wenn auch etwas unanschaulich), auf
den Begriff der Bewegung ganz zu verzichten und die Kongruenz ohne Zugrun-
delegung dieses Begriffes einzufiihren.

Ausfiihrlich wird auf alle diese Fragen in Kapitel 2 (vor allem in den Abschnitten 2.5.1,
2.7.1 und 2.7.2) eingegangen. Wenngleich dies dort fiir die euklidische Geometrie geschieht, so
sind doch die wesentlichen Vorgehensweisen auch auf die Geometrie der Sphére iibertragbar.
Ein autonomer (axiomatischer) Aufbau der sphérischen Geometrie wird in Abschnitt 2.7.5

skizziert.
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1.2 Sphérische Zwei- und Dreiecke

1.2.1 Sphiérische Zweiecke und ihr Flicheninhalt

Durch zwei voneinander ver-

schiedene S-Geraden wird die

Sphére in vier Teile zerlegt, die

als sphirische Zweiecke be-

zeichnet werden. Die jeweils ge-

geniiberliegenden Zweiecke sind

zueinander kongruent, wie mit

Hilfe der in Aufgabe 6 formulier- A
ten Eigenschaft leicht begriindet

werden kann. Aus dem zu An-

fang des Abschnitts 1.1.3 formu-

lierten Hilfssatz ergibt sich wei-

terhin, dafl die beiden Winkel ei-

nes sphirischen Zweiecks (a und Abbildung 1.6:
o' in Abb.[L.6) kongruent sind.

Um eine Aussage iiber den Flicheninhalt sphérischer Zweiecke zu treffen,
miissen wir zunéchst klaren, was wir unter dem Flacheninhalt einer Figur der
Sphére allgemein verstehen wollen. Dabei fithren wir den Begriff Flichenmafl
nicht im Sinne einer herkdmmlichen Definition ein, sondern geben drei Eigen-
schaften vor, die der Flacheninhalt besitzen soll.

Eine dhnliche Art der Definition haben wir bereits bei der allgemeinen Abstandsdefinition ver-
wendet, die einzelnen in der Definition aufgefiihrten Eigenschaften werden auch als Axiome

bezeichnet.

Axiome des Flicheninhalts von Figuren auf der Sphire:
(i) Kongruente Flichenstiicke haben den gleichen Flicheninhalt.

(ii) Ist ein Flichenstick f aus zwei Flichensticken fi1 und fo zusammenge-
setzt, so ist der Flicheninhalt F von f gleich der Summe der Fldichenin-
halte von f1 und fs.

(iii) Der Flicheninhalt der Sphire ist 4 - - R%.

Die ersten beiden dieser Axiome werden auch genutzt, um den Flicheninhalt ebener Figuren

einzufiihren.

Satz 5: Fiir den Fldacheninhalt F' eines sphirischen Zweiecks Z mit einem Win-
kel «, der das Bogenmafi & hat, gilt F =2 -6 - R?.
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Beweis: Wir zerlegen das Zweieck Z in n kongruente Zweiecke Z,,. Diese haben

dann jeweils das Winkelmaf

Qp =

— 3e

und wegen (i) und (ii) den Flicheninhalt

F, =

S|

Es sei nun k eine natiirliche Zahl derart, daf3
ko, <360° < (k+1) ap

erfiillt ist. Dann gilt wegen (ii) auch
kE-F,<O<(k+1)-F,,

wobei O der Flicheninhalt der Sphére sei, und wegen (2)

1
E.F§O<ki.pl
n
Aus (1) und (3) folgt
ES er - k+1
n & n
und somit
. 2. . k+1
lim — = — = lim ,
n—oo n le% n—oo n

woraus sich schliefflich (

O 2r

oder wegen (iii)
F=2-4-R?

ergibt, was gerade zu beweisen war.

da der Quotient % von n unabhéngig ist)

(1)
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1.2.2 Sphiérische Dreiecke

Als sphérische Dreiecke werden Teile der Sphére bezeichnet, die durch drei
sphérische Strecken begrenzt sind (Abbildung [[7]zeigt einige Beispiele). Um die
Vielfalt dieser Figuren etwas einzuschréinken und um drei Punkten der Sphire
moglichst eindeutig ein Dreieck zuzuordnen, betrachten wir im folgenden nur
eine spezielle Klasse sphérischer Dreiecke, die Eulerschen Dreiecke.

Def. 13: Sphdrische Dreiecke, deren samtliche Seiten und Winkel kleiner als ©
sind, heiflen Eulersche Dreiecke.

In Abb. [ ist dementsprechend nur a) ein Eulersches Dreieck. Fiir Eulersche
Dreiecke gelten einige Sétze, die wir bereits aus der ebenen Geometrie kennen.

Satz 6: In jedem FEulerschen Dreieck sind die Ldngen zweier Seiten a und b
sowie die Mafle der gegeniiberliegenden Winkel entweder paarweise gleich oder
der lingeren Seite liegt der grifsere Winkel gegeniiber.

Beweis: Es sei ABC' ein Eulersches Dreieck mit den Winkeln o, § und ~ sowie
den Seiten a, b, ¢ und g die Mittelsenkrechte von c. Liegt der Punkt C' auf g,
so wird das Dreieck ABC durch eine Spiegelung an g auf sich selbst abgebildet
und es gilt daher a = b sowie o = 3. Es liege nun der Punkt C' in einer der von
g begrenzten Halbsphiren, beispielsweise in der, die auch den Punkt A enthilt
(Abbildung [[.8)). Durch g wird eine Ebene ¢ festgelegt, die auf der (euklidischen)
Geraden AB senkrecht steht und die (euklidische) Strecke AB halbiert. Es sei
h die Schnittgerade der Ebenen ABC und e sowie S der Schnittpunkt der (eu-
klidischen) Geraden h und BC' (Abb. [L9). Es gilt |[AC| < |AS]| + |SC| und (da
das Dreieck ASB gleichschenklig ist) |[AC| < |BS| 4 |SC| (fiir die euklidischen
Absténde). Aufgrund des Zusammenhangs zwischen der Linge von Sehnen und
dem Mafl der zugehorigen Zentriwinkel folgt daraus b < a. Da B und C auf
unterschiedlichen Halbsphéren beziiglich g liegen, schneiden sich a und g in ei-
nem Punkt D (sieche Abb. [[8). Die sphirische Strecke AD teilt den Winkel «,
da D im Inneren von « liegt. Daher ist Z(DAB) < «a. Da das Dreieck ADB
gleichschenklig ist, gilt Z/(DAB) = 8 und somit § < a. O

a) b)

Abbildung 1.7:
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Abbildung 1.8:

Abbildung 1.9:

Satz 7 (Dreiecksungleichung): Die Summe der Lingen zweier Seiten eines
jeden Eulerschen Dreiecks ist stets grofier als die Linge der dritten Seite.

Beweis: Wir zeigen, dafl in einem beliebi-
gen Eulerschen Dreieck ABC die Unglei-
chung |[AB| + |[BC| > |AC| erfiillt ist.
Falls |AB| 4+ |BC| > 7 ist, gilt die Be-
hauptung wegen Def. 13 sofort. Anderen-
falls verlingern wir die Seite AB um die
zu BC gleichlange Strecke BD. Das Drei-
eck AC'D ist somit ein Eulersches Dreieck,
das durch die Strecke BC geteilt wird (Ab-
bildung [T.10]). Nach Satz 5 sind die bei D
und C' liegenden Winkel des Dreiecks BC D
kongruent. Bei C liegt daher ein groflerer
Winkel des Dreiecks ACD als bei D, somit
gilt |AD| > |AC| oder gleichbedeutend da-
mit |AB| + |BC| > |AC]|. |

Abbildung 1.10:

Anhand von Beispielen 148t sich leicht verdeutlichen, dafl die Sitze 5 und 6 fiir
beliebige, d. h. also auch nicht-Eulersche Dreiecke im allgemeinen nicht gelten

(siehe z.B. Abb. [I.7).

Satz 8 (Kongruenzsatz ,,sws*): Zwei sphirische Dreiecke, die in zwei Seiten
und dem von diesen beiden Seiten eingeschlossenen Winkel ibereinstimmen,

sind kongruent.

Der Beweis dieses Satzes sei dem Leser iiberlassen. Notwendig ist es dazu, eine
geeignete sphérische Bewegung zu konstruieren, welche das eine Dreieck in das

andere iiberfiihrt.
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C

Abbildung 1.11: Abbildung 1.12:

Fiir die Herleitung der Gleichungen der sphérischen Trigonometrie und fiir eini-
ge von deren Anwendungen benttigen wir den Zusammenhang zwischen einem
sphérischen Dreieck ABC und dem zugehérigen Dreikant OABC' (Abbildung
[CTT). Dieses Dreikant entsteht durch Schnitte entlang den Ebenen, in denen
die Seiten des Dreiecks ABC liegen. Abbildung zeigt die Abwicklung des
Dreikants OABC in die Ebene OAB. Wie sehr leicht zu begriinden ist, entspre-
chen die Winkelgroflen zwischen den Kanten des Dreikants den Seitenléingen des
sphérischen Dreiecks ABC und die Neigungswinkel der Ebenen des Dreikants
den Winkeln des Dreiecks.
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1.2.3 Flacheninhalt, Winkelsumme und Seitensumme Eu-
lerscher Dreiecke; Polardreiecke

Durch die drei Grofikreise, wel-
che durch je zwei von drei nicht
auf einem Groflkreis liegenden
Punkten gelegt werden konnen,
wird die Sphéire in acht Euler-
sche Dreiecke zerlegt (Abb. [L13).
Neben dem Dreieck ABC sind
dies noch die Scheiteldreiecke
ABIC?, A?BC? und A4B4C, die
Nebendreiecke AYBC, ABIC
und ABCY sowie das Gegendrei-
eck AYBIC4, wobei A%, B¢ und
C? die zu A, B und C diametra-
len Punkte sind.

Abbildung 1.13:

Wir leiten im folgenden eine Beziehung fiir den Flicheninhalt Eulerscher
Dreiecke her, die vor allem deshalb interessant ist, weil sie eine fundamentale
und iiberraschende Folgerung hinsichtlich der Winkelsumme sphérischer Drei-
ecke ermoglicht.

Das Dreieck ABC und sein Gegendreieck A?B4Cd gehen durch eine Abbildung
auseinander hervor, die jedem Punkt der Sphére seinen diametralen Punkt zu-
ordnet. Da eine solche Abbildung eine Bewegung ist (siche Aufgabe 6), sind
diese beiden Dreiecke kongruent und somit flichengleich. Das gleiche gilt fiir
die Dreiecke A?BC und AB4CY, AB4C und A?BCY sowie ABC? und AdBdC.
Wir bezeichnen den Flicheninhalt der Dreiecke ABC und A4B2Ce mit F, den
der Dreiecke A?BC und AB?C? mit Fy, den von ABZC und A4BC? mit Fy so-
wie den Flicheninhalt der Dreiecke ABC? und A?B4C mit F3. Da die Dreiecke
ABC, ABC, A4BC und AB4C eine Halbsphire bedecken, gilt

F+R+F+F = 2-7-R>. (1)

Die Dreiecke ABC und A?BC' bilden zusammen ein sphirisches Zweieck mit
dem Winkel «, die Dreiecke ABC und AB4C ein solches mit dem Winkel 3
und schlieBlich ABC und ABC? eines mit dem Winkel . Dementsprechend gilt
nach Satz 4:

F+F = 2-R*.a, (2)
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F+F, = 2-R>.3 und (3)
F+F = 2-R*.5, (4)

wobei @&, # und 4 die BogenmaBe der Winkel «, 3 und ~ angeben. Aus (2), (3)
und (4) folgt

3-F+Fi+FR+F = 2-R*-(a+4+7%), (5)
und wegen (1) und (5) schlielich

F = R (a+f+5—n). (6)

Als wichtige Folgerung aus dieser Flidcheninhaltsformel erhalten wir:

Satz 9: Die Winkelsumme eines Eulerschen Dreiecks ist stets grofier als zwei
Rechte.

Zu Satz 9 sei noch angemerkt, dafl dessen Aussage auch fiir nicht-Eulersche
Dreiecke gilt, die Begriindung mit Hilfe der Flicheninhaltsformel (6) fiir die-
sen Fall jedoch nicht moglich ist, da sich diese auf Eulersche Dreiecke bezieht.
Ein Beweis von Satz 9 fiir nicht-Eulersche Dreiecke kann mittels Zerlegung in
Eulersche Dreiecke gefiihrt werden.

Aufgabe 7: Untersuchen Sie einen Beweis des Innenwinkelsatzes der ebenen
(euklidischen) Geometrie (zum Beispiel in einem Schullehrbuch der Sekundar-
stufe I) daraufhin, welche der dort genutzten Voraussetzungen in der sphirischen
Geometrie nicht gegeben sind!

Def. 14: Ist ABC' ein Fulersches Dreieck mit den Innenwinkeln o, 3 und -y, so
heifst die Gréfle € := a4+ 3+ v — 180° sphéirischer Exzef3 dieses Dreiecks.

Der sphiirische Exzef eines Dreiecks gibt somit den Uberschufl der Winkelsumme
iiber 180° an. Die Flicheninhaltsformel (6) kann daher auch in der Form

™

= R%.¢.
€ 1800

F=R?.

(7)

>

geschrieben werden, wobei € das Bogenmaf} von € bezeichent. Da der Fliachen-
inhalt jedes Eulerschen Dreiecks stets kleiner als der einer Halbsphére ist, mufl
der sphérische Exzef} stets kleiner als 360° sein.

Aufgabe 8: Leiten Sie eine Gleichung fiir den Flécheninhalt
a) eines sphérischen Vierecks und

b) eines sphérischen n-Ecks her!
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Abbildung 1.14: Abbildung 1.15:

Im folgenden werden wir uns mit dem Polardreieck eines Eulerschen Dreiecks
beschéftigen und zwei Sdtze beweisen, mit deren Hilfe wir eine interessante
Aussage iiber die Summe der Seitenléingen in einem sphérischen Dreieck treffen
konnen und die wir auch fiir die Herleitung der Grundformeln der sphérischen
Trigonometrie ben6tigen.

Def. 15: Als Polardreieck eines Eulerschen Dreiecks ABC wird das Dreieck
A'B'C" bezeichnet, dessen Eckpunkte polar zu den Grofikreisen sind, auf denen
die Seiten des Ausgangsdreiecks ABC' liegen und sich jeweils in der dem Dreieck

ABC' gegeniiberliegenden Halbsphire befinden (Abbildung[1.17).

Der Neigungswinkel der Ebenen OAB und OAC in Abb. [.14]hat dasselbe Maf,
wie der Winkel o des sphirischen Dreiecks ABC. Daher hat der Winkel der in
diesen beiden Ebenen liegenden Senkrechten auf die Gerade AO (im Punkt O)
ebenfalls das Mafl «. Die Schenkel dieses Winkels durchstoflen die Sphére in
den Punkten B; und C;. Da die Gerade OB’ auf der Ebene OAC senkrecht
steht, muf} sie auch auf OC; senkrecht stehen, analog stehen OC’ und OB;
aufeinander senkrecht. Da jede der Geraden OB’, OC’, OB; und OCy auf OA
senkrecht steht, liegen die Punkte B’, C’, By und C; auf einem GroBkreis, den
Abbildung zeigt. Da das Mafl des Winkels zwischen den Strahlen OB’
und OC’ gerade die Linge der sphirischen Strecke B’C’ ausdriickt, gilt die
Beziehung

a = 180° -« (8)
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und auf analoge Weise liefle sich herleiten

bV = 180° -3 sowie (9)
d = 180°—~. (10)

Wird zu dem Dreieck A’B’C" das Polardreieck gesucht, so ergibt sich gerade
wieder das urspriingliche Ausgangsdreieck ABC, denn wegen des Senkrechtste-
hens von OC’ auf OAB und OB’ auf OAC sind die Geraden OC’ und OB’
zu OA senkrecht, womit schlieflich OA auf OB’C’ und analog OB auf OA'C’
sowie OC auf OA’B’ senkrecht steht. Damit gelten die Beziehungen (8) - (10)
auch fiir die Seiten des Ausgangsdreiecks und die Winkel des Polardreiecks.

Wir fassen die Ergebnisse dieser Herleitung in zwei Sétzen zusammen.
Satz 10: Jedes Eulersche Dreieck ist das Polardreieck seines Polardreiecks.

Satz 11: Die Seiten (Winkel) eines FEulerschen Dreiecks erginzen sich mit den
entsprechenden Winkeln (Seiten) seines Polardreiecks zu jeweils zwei Rechten.

Unmittelbar aus diesem Satz und Satz 9 ergibt sich die folgende Aussage tiber
die Seitensumme Eulerscher Dreiecke.

Satz 12: Die Seitensumme eines jeden Eulerschen Dreiecks ist kleiner als 360°.

Aufgabe 9: Weisen Sie nach, dafl die Summe zweier Winkel eines beliebigen
Eulerschen Dreiecks stets kleiner ist, als der um 180° vermehrte dritte Winkel.
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1.3 Sphérische Trigonometrie
1.3.1 Das rechtwinklige sphirische Dreieck

Ebenso wie bei Behandlung der ebenen Trigonometrie in der Sekundarstufe
I werden wir zunéchst die trigonometrischen Beziehungen an rechtwinkligen
sphérischen Dreiecken untersuchen und mit deren Hilfe dann trigonometrische
Formeln fiir beliebige sphérische Dreiecke herleiten.

In Abschnitt 1.7 erfolgt noch eine vektorielle Herleitung der trigonometrischen Formeln. Dabei
kann dann darauf verzichtet werden, zunichst Formeln fiir rechtwinklige Dreiecke herzuleiten.
Statt dessen ist es mit Hilfe der Vektorrechnung méglich, unmittelbar den Sinussatz und die

Kosinussétze fiir beliebige sphéirische Dreiecke zu beweisen.

Um Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln eines bei C' rechtwinkligen
Eulerschen Dreiecks ABC' zu finden, nutzen wir den in Abschnitt 1.2.2 her-
ausgefundenen Zusammenhang zu dem zugehérigen Dreikant (Abbildung [LT6).
Die Grundidee der Herleitung besteht darin, dafl die Beziehungen zwischen den
Seiten und Winkeln des Dreiecks ABC' auf die trigonometrischen Beziehungen
in einem geeigneten euklidischen Dreieck zuriickgefithrt werden. Wir betrachten
dazu das Dreieck, dessen Eckpunkte der Punkt A und die FuSpunkte A’ und D
der Lote von A auf die (euklidischen) Geraden OC bzw. OB sind. Man kann
sich leicht iiberlegen, dafl der Punkt A’ zwischen O und C sowie D zwischen O
und B liegt. Da das sphérische Dreieck ABC' bei C' rechtwinklig ist, stehen die
Ebenen OCA und OC B senkrecht aufeinander, und da AA’ das Lot von A auf
OC ist, steht AA’ senkrecht auf OBC und somit auch auf A’D. Da der Winkel
Z(AA’'D) somit ein Rechter ist, sind die Ebenen AA’D und OBC' zueinander
senkrecht, auerdem steht AD senkrecht auf OB. Hieraus folgt, dal OB senk-
recht auf der Ebene AA’D und daher auch senkrecht auf A’D steht. Deshalb

A

SAY

Abbildung 1.16:



1.3. SPHARISCHE TRIGONOMETRIE 23

Abbildung 1.17:

Ay O

und wegen des Aufeinandersenkrechtstehens von AD und OB hat der Winkel
Z(ADA’) das gleiche Mafi wie der Winkel 3 des sphérischen Dreiecks (siehe
Abb. [CI6). In Abbildung [[T7 wurden die Ebenen OAB, OAC und ADA’ in
die Ebene OCB geklappt, wobei a, b und ¢ die Léngen der Seiten BC, AC und
AB des sphérischen Dreiecks ABC' angeben. Die drei durch das Umklappen der
drei Ebenen entstandenen Bilder von A sind mit Ay, Ao, und Ag bezeichnet. Es
gilt daher

|A"As| = |A" A4 (1) und |DAs| = |DAs| . (2)
Durch Anwendung der trigonometrischen Formeln fiir rechtwinklige ebene Drei-
ecke ergeben sich die Beziehungen:

sina = é};: (3), sinb = % ; (4)
sinc = ‘D};b' (5) » cosa = g—f,' ) (6)
cosb = |O}134/| (7) » cosc = % , (8)
sin B = %j? (9)  sowie cos B = %2' (10)

Mit Hilfe der Beziehungen (1) bis (10) werden jetzt Gleichungen hergeleitet, in
denen nur noch die Stiicke des sphérischen Dreiecks ABC' auftreten. Zunéchst
ergibt sich aus (6), (7) und (8):

D A’
cosa - cosb = |8A’ : |OR | =cosc, (11)
aus (2), (4), (5) und (9) folgt
sinb
=sing (12)
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C
b a
A B c
c
Abbildung 1.18: Abbildung 1.19:

und durch Vertauschen der Katheten a und b sowie der Winkel o und 3

sina

=sina . 13
sine e (13)

Weiterhin gilt:

cosb-sina=cosf, (14)
cosa -sin3 = cosa (15)
cosc=cota-cotf, (16)
sina = cot 5 - tanb , (17)
sinb = cota - tana , (18)
cosa = tanb-cotc und (19)
cosf =tana-cotc. (20)

Aufgabe 10: Leiten Sie die Gleichungen (14) bis (20) her und weisen Sie den
folgenden Satz 13 nach, indem Sie zeigen, dafl dieser Satz und die zehn Glei-
chungen (11) — (20) zueinander dquivalent sind!

Die recht grofie Zahl von trigonometrischen Beziehungen fiir rechtwinklige Eu-
lersche Dreiecke (Gleichungen (11) — (20)) kann iiberschaubar zu dem folgenden
Satz zusammengefaflt werden:

Satz 13 Nepersche Regel (John Napier, 1550 — 1617):

Werden die Stiicke a, b, ¢, a und 3 eines bei C' rechtwinkligen FEulerschen Drei-
ecks ABC in ihrer im Dreieck auftretenden Reihenfolge auf einem Ring angeord-
net (Abbildungen [LI8 und [L19) und dabei die Seitenlingen a und b durch die
Grifsen 90° — a und 90° — b ersetzt, so ist der Kosinus eines beliebigen Stiickes
dieses Ringes gleich
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1. dem Produkt der Kotangenten der benachbarten Stiicke und

2. dem Produkt der Sinus der nicht benachbarten Stiicke.

Achtung:

Aufgrund der Tatsache, dafl Seitenlingen und Winkelmafle Eulerscher Dreiecke
im Intervall (0,180°) liegen und der Sinus in diesem Intervall jeden Funktions-
wert zweimal annimmt, ist die Grofle eines Stiickes durch die Angabe des Sinus
noch nicht eindeutig festgelegt! Die Berechnung von arcsin auf dem Taschenrech-
ner ergibt zwar — falls die gegebenen Groflen tatséchlich bei einem Eulerschen
Dreieck auftreten kénnen, d. h. nicht im Widerspruch zu Def. 13 oder einem
von den Sétzen 6, 7 , 9 oder 12 stehen — stets einen Wert zwischen 0 und 90°,
dieser Wert kann jedoch falsch sein. Um die Richtigkeit eines Ergebnisses zu
iiberpriifen, sind die Sétze 6 und 7 heranzuziehen.

Sollte von Ausgangsgriofien ausgegegangen worden sein, die bei einem Eulerschen Dreieck nicht
auftreten konnen und daher im Widerspruch zur Definition oder einem der genannten Sitze
stehen, so kann dies dazu fiithren, daf} z. B. fiir den Sinus eines gesuchten Stiickes eine negative

Zahl errechnet wird.

Beispiel 1: Von einem bei C rechtwinkligen Eulerschen Dreieck ABC' mit den
Seiten a, b, ¢ und den jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkeln «, 8 und v sind
die Seitenldngen b = 125° und ¢ = 112° gegeben. Gesucht ist die Grofle des
Winkels g.

Lésung: Nach Satz 13 oder Gleichung (12) ist
sinb = cos(90° —b) =sinf -sinc  oder

sinb

sinfg =

— ~ 0,883 .
sin ¢
Wir erhalten arcsin(,883 ~ 62°. Dieser Wert fiir 3 steht jedoch im Wider-

spruch zu Satz 6, wonach wegen b > ¢ der Wert fiir 8 grofler als 90° sein mu$.
Dementsprechend ist 8 = 180° — 62° = 118°.

Aufgabe 11: Von einem rechtwinkligen Eulerschen Dreieck mit den Kathe-
tenldngen a = 75,2° und b = 87, 6° sind der sphérische Exzefl und der Fliachen-
inhalt (R = 1) zu berechnen.

Aufgabe 12: Leiten Sie eine der Neperschen Regel entsprechende Gesetzméflig-
keit fiir Eulersche Dreiecke mit einer rechten Seite her!

Aufgabe 13: Von einem gleichschenkligen Eulerschen Dreieck sind die Sei-
tenldngen a = b = 46° und ¢ = 63° gegeben. Berechnen Sie die Mafle der drei
Winkel!
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Nachdem wir den Zusammenhang zwischen einem sphérischen Dreieck und dem
zugehorigen Dreikant bei der Herleitung der Neperschen Regel gebraucht haben,
um Wissen aus der euklidischen Geometrie fiir die sphérische Trigonometrie zu
nutzen, kénnen wir jetzt vermittels dieses Zusammenhangs die sphérische Trigo-
nometrie bei der Losung von Aufgaben der raumlichen euklidischen Geometrie
anwenden.

Beispiel 2: Wir wollen den Neigungswinkel zweier benachbarter Seitenflichen
eines regulidren Tetraeders berechnen.

Lésung: Das zu einem regulidren Tetra-
eder (aufgefaft als Dreikant) gehoren-
de sphérische Dreieck ist ein gleichseiti-
ges, dessen Seitenldngen den Winkeln
zwischen den Kanten des Tetraeders
entsprechen, welche jeweils 60° betra-
gen, da die Begrenzungsflichen des re-
guldren Tetraeders gleichseitige Drei-
ecke sind. Die Neigungswinkel der Be-
grenzungsflichen des Tetraeders erhal-
ten wir also durch Winkel eines gleich-
seitigen sphérischen Dreiecks mit der
Seitenlinge 60°, das wir in zwei kon- 30° 30°
gruente rechtwinklige Dreiecke zerlegen Abbildung 1.20:
konnen (Abbildung [[20]).

60°

Nach der Neperschen Regel ist
1
cos o = cot 60° - cot(90° — 30°) = (cot 60°)% = 3

und somit « =~ 70, 5° unser gesuchter Neigungswinkel.

Aufgabe 14: Unter welchem Winkel sind zwei benachbarte Seitenflichen eines
reguléren Oktaeders gegeneinander geneigt?
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Abbildung 1.21:

1.3.2 Schiefwinklige Eulersche Dreiecke

In diesem Abschnitt werden Beziehungen zwischen den Seiten beliebiger Euler-
scher Dreiecke hergeleitet, die wir (in Abgrenzung zu den rechtwinkligen) auch
als schiefwinklige Dreiecke bezeichnen. Bei der Herleitung dieser Beziehun-
gen lassen wir uns von der Vorgehensweise bei der Herleitung des Sinus- und
Kosinussatzes der ebenen Trigonometrie leiten und zerlegen ein gegebenes be-
liebiges Eulersches Dreieck in zwei rechtwinklige Teildreiecke (siehe Abbildung
[[:27] der Schnittpunkt der Geraden AB mit der Hohe h. kann aber auch aufler-
halb der Strecke AB liegen).

Nach der Neperschen Regel gilt innerhalb des Teildreiecks ADC

cos (90° — h.) = sinh, = sina - sin 3 (1)
und im Teildreieck BDC

cos (90° — h.) =sinh, =sinb - sina . (2)
woraus sich

sina -sinf =sinb-sina (3)

oder

sina sin o

= (4)

sinb  sinf3

ergibt. Man kann sich leicht iiberlegen, dafl sich diese Beziehung in analoger
Weise auch fiir den Fall herleiten 148t, dafl der Punkt D auflerhalb der Strecke
AB liegt. Auf gleiche Weise ergeben sich entsprechende Beziehungen fiir a, ¢, o
und y sowie fiir b, ¢, 0 und ~y. Es gilt daher der folgende Satz:
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Satz 14 (Sinussatz): In einem beliebigen Eulerschen Dreieck mit den Seiten
a, b, und c sowie den jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkeln o, 8 und -y gilt

sina sinb sine¢

sina  sinf  siny
Wegen lim, ¢ Sizz = 1 geht Satz 14 fiir sehr kleine Seitenléngen in den Sinussatz
der ebenen Trigonometrie iiber. Fiir x = 1° betrigt die Abweichung zwischen
2 und sinz nur noch 0,005%. Somit ist fiir kleine Teile der Erdoberfliche die
Anwendung des ebenen Sinussatzes durchaus zulissig.

Im folgenden werden die Kosinussétze fiir Eulersche Dreiecke hergeleitet. Dazu
betrachten wir wiederum ein Dreieck mit den Bezeichnungen entsprechend Ab-
bildung [[.21] auf Seite 271 Durch die Anwendung der Neperschen Regel auf das
Teildreieck BDC' ergibt sich die Beziehung

cosa = cosh. - cos (¢ —q) , (5)

die sich unter Beriicksichtigung des Subtraktionstheorems fiir cos (¢ — ¢) auch
in der Form

cosa = cosh. - cosc-cosq+ cosh.-sinc-sing (6)
schreiben 148t. Im Teildreieck ADC' gilt
cosb = cosh,-cosq , (7)

. cosa sinh, .
sing =cota-tanh, = —— - ——— sowie (8)
sina  coshe.

sinh, =sina - sinb . 9)
Aus (8) und (9) folgt

cosh, -sing = sinb - cosa , (10)
und durch Einsetzen von (7) und (10) in (6) erhalten wir schlielich

cosa = cosb-cosc+sinb-sinc-coso . (11)
Aufgabe 15: Leiten Sie die Gleichung (11) fiir den Fall her, daf§ der Fuipunkt
D der Hohe h, auerhalb von AB liegt (siehe Abbildung [[2T]auf Seite 27]).

Durch zyklische Vertauschung der Stiicke in (11) ergeben sich analoge Bezie-
hungen fiir cosb und cosc, die wir in dem folgenden Satz zusammenfassen.
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Satz 15 (Seitenkosinussatz): In einem beliebigen Eulerschen Dreieck mit den
Seiten a, b, und c sowie den jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkeln «, 3 und
~ gelten die Beziehungen

cosa = cosb-cosc+sinb-sinc-cosa
cosb = cosa-cosc+sina-sinc-cosf3 und
cosc = cosa-cosb+sina-sinb-cosy .

Durch Anwendung von Satz 15 auf das Polardreieck eines Eulerschen Dreiecks
148t sich der folgende Satz beweisen.

Satz 16 (Winkelkosinussatz): In einem beliebigen Fulerschen Dreieck mit
den Seiten a, b und ¢ sowie den jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkeln o, 8
und 7y gelten die Beziehungen

cosa = —cosf-cosy—+sinf-sinvy-cosa,
cosf = —cosa-cosy+sina-siny-cosb und
cosy = —cosa-cosf+sina-sinf-cosc.

Aufgabe 16: Beweisen Sie Satz 16 und untersuchen Sie, ob sich durch die
Anwendung der Polarbeziehung auf den Sinussatz ein weiterer Zusammenhang
zwischen den Seiten und Winkeln eines Eulerschen Dreiecks ergibt!

Da die Kosinusfunktion im Intervall (0,7) jeden Funktionswert nur einmal an-
nimmt, ist eine Seitenldnge oder ein Winkelmafl durch die Angabe des Kosinus
eindeutig bestimmt. Weiterhin ergeben sich aus dieser Tatsache die beiden fol-
genden Sétze.

Satz 17 (Kongruenzsatz ,,sss*): Stimmen zwei Eulersche Dreiecke in allen
drei Seitenlingen tberein, so sind sie kongruent.

Beweis: Es seien ABC und A’B’C’ Eulersche Dreiecke mit den Seiten a, b, ¢
und d’, b, ¢ sowie den jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkeln «, 3, v und o/,
B, ~" und es gelte a’ = a, b’ = b und ¢’ = c¢. Nach Satz 15 ist

cosa —cosb-cosc  cosa’ — cosb’ - cosc ,
= = cosa

cos o = - - = - -
sinb - sine sind’ - sinc/

Wegen Satz 8 sind die beiden Dreiecke somit kongruent. g

Satz 18 (Kongruenzsatz ,,www*): Stimmen zwei Eulersche Dreiecke in allen
drei Winkelgrdfien dberein, so sind sie kongruent.

Der Beweis von Satz 18 verlduft vollig analog zu dem von Satz 17.

Als Folgerung aus Satz 18 ergibt sich, daf es in der sphérischen Geometrie keine
dhnlichen (und dabei nicht kongruenten) Dreiecke gibt. Diese Tatsache steht in
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B

E Abbildung 1.22:

engem Zusammenhang zum Innenwinkelsatz und damit zur Nichtexistenz paral-
leler Geraden auf der Sphire. Wiren die Dreiecke ABC' und ADE in Abbildung
dhnlich, so miifite ndmlich § = § und € =  gelten und somit die Innen-
winkelsumme des Vierecks BCDE 360° betragen. Dies steht im Widerspruch
dazu, daf jedes Dreieck auf der Sphére ein Innenwinkelsumme von grofler als
180° hat.

1.3.3 Berechnungen an sphirischen Dreiecken

Bei der Berechnung fehlender Stiicke an sphérischen Dreiecken kénnen die Félle
auftreten, dafl

1. drei Seiten (,ss8“),

2. zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel (,,sws®),

3. zwei Seiten und ein gegeniiberliegender Winkel (,,ssw*),

4. drei Winkel (,www*),

5. zwei Winkel und die dazwischenliegende Seite (, wsw*) oder
6. zwei Winkel und eine gegeniiberliegende Seite (,,wws*)

gegeben sind. In den Fillen 3. und 6. folgt aus der Gleichheit der dort gegebe-
nen Stiicke noch nicht die Kongruenz zweier Eulerscher Dreiecke (ein Dreieck
wird also durch die bei ,ssw* bzw. ,wws“ gegebenen Stiicke nicht eindeutig
bestimmt). Es gilt auch nicht der aus der ebenen Geometrie bekannte Kon-
gruenzsatz, nach dem zwei Dreiecke, die in zwei Seiten und dem der gréfleren
Seite gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen, kongruent sind. Das folgende
Beispiel soll dies verdeutlichen:

Beispiel 3: Zwei Dreiecke ABC und A’B’C’ mit den Seitenldngen

a =ada = 105° und b = b = 86° sowie den Winkelgréfien « = o’ = 110°
sind wegen ¢ = 59,56° und ¢’ = 143, 55° nicht kongruent.
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Aufgabe 17: Berechnen Sie die weiteren Seitenldngen und Winkelmafle dieser
beiden Dreiecke und priifen Sie, ob sich bei einem davon ein Widerspruch zu ei-
nem der Sétze 6, 7, 9 oder 12 ergibt! Geben Sie eine geometrische Interpretation
des Beispiels 3!

Wie bereits ausgefiihrt, ist eine Seitenléinge oder ein Winkelmaf} eines Eulerschen
Dreiecks durch die Angabe des Kosinus eindeutig bestimmt. Als Grundregel
bei Berechnungen an sphérischen Dreiecken gilt daher, dal bei gleichzeitiger
Moglichkeit der Anwendung des Sinussatzes oder eines der beiden Kosinussiitze
letztere stets zu bevorzugen sind. Bei den eingangs genannten Féllen 1., 2.,
4. und 5. ist die Anwendung eines der Kosinussitze moglich, wihrend bei 3.
(,,ssw*) und 6. (,wws“) auf den Sinussatz zuriickgegriffen werden mufl. Aus
dem in Abschnitt 1.3.1 (Seite 2B]) genannten Grund ist die Grofle eines Stiickes
durch die Angabe des Sinus nicht eindeutig bestimmt (siehe Beispiel 1), so dafl
die Berechnung von arcsin nicht immer den richtigen Wert liefert und die Sétze
6 und 7 herangezogen werden miissen. Ein weiteres moglicherweise auftretendes
Problem bei Berechnungen mit Hilfe des Sinussatzes illustriert das folgende
Beispiel.

Beispiel 4: Zu berechnen ist das Mafl des Winkels 3 eines Dreiecks mit den
Seiten a, b und ¢ sowie den jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkeln «, 8 und
v, in dem a = 75,1°, b = 80,9° und v = 84, 6° betragen!

Losung: Durch Anwendung des Sinus-
satzes ergibt sich

inb
sinf =sina - ﬂ ~ 1,017 .
sina

Offenbar existiert also kein Dreieck \
mit den gegebenen Werten, obwohl
diese nicht gegen einen der Sitze 6,
7, 9 und 12 verstoflen. Eine geome-

trische Veranschaulichung dieses Bei- )
spiels gibt Abb. 3. Abbildung 1.23:

Der Punkt B des sphirischen Dreiecks ABC miifite auf dem GroBkreis g liegen
und von C den Abstand a haben, d. h. der gesuchte Punkt B miifite ein Schnitt-
punkt des GroBkreises g und des Kleinkreises k (der ein sphirischer Kreis mit
dem sphirischen Radius a ist) sein. Ein solcher Schnittpunkt existiert jedoch
nicht.

Aufgabe 18: Berechnen Sie die Mafle der drei Winkel eines Eulerschen Dreiecks
mit den Seitenlingen a = 25°, b = 33,6° und ¢ = 39, 5°!
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Aufgabe 19: Drei Ebenen schneiden sich in einem Punkt unter den Neigungs-
winkeln 63,25, 129,96° und 47, 70°. Berechnen Sie die Winkel der Schnittge-
raden!

Aufgabe 20: Berechnen Sie die Seitenlidnge eines gleichseitigen sphérischen
Dreiecks mit dem Flidchenmaf 0,25 auf der Einheitssphére!

Aufgabe 21: Weisen Sie nach, dafl zwei Eulersche Dreiecke kongruent sind,
falls sie in zwei Winkeln und der dazwischenliegenden Seite iibereinstimmen
(Kongruenzsatz ,,wsw*)!

Bei den am Anfang dieses Abschnitts genannten Féllen 3. und 6. ergibt sich (im
Gegensatz zu allen anderen Fillen) noch ein weiteres Problem. Wurde die Linge
der fehlenden gegeniiberliegenden Seite (Fall 6.) oder das Mafl des fehlenden
gegeniiberliegenden Winkels (Fall 3.) mit Hilfe des Sinussatzes berechnet, so
stehen fiir die Berechnung der dann noch fehlenden Seitenldnge und des noch
fehlenden Winkelmafles keine Formeln zur Verfiigung.

Aufgabe 22: Von einem Eulerschen Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ und
den jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkeln «, 5 und ~ seien die Stiicke a, b,
a und (3 gegeben. Leiten Sie mit Hilfe der Kosinussidtze Gleichungen fiir die
Berechnung der Stiicke ¢ und ~ her!

Aufgabe 23: In einem Eulerschen Dreieck (Bezeichnung der Stiicke wie in
Aufgabe 22) sei a = 70°, b = 75° und a = 60°. Priifen Sie, ob durch diese
Angaben ein Dreieck eindeutig bestimmt wird und berechnen Sie 3, v und ¢!
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1.4 Mathematische (Geographie

1.4.1 Berechnung der Orthodromen und der Kurswinkel

Die Erde hat die Gestalt
eines Ellipsoids mit ei-
nem Aquatorradius von
etwa 6378 km und ei-
ner Entfernung Erdmit-
telpunkt — Pol von et-
wa 6357 km. Sie 148t sich
daher in guter N&dherung
als Kugel mit dem Radi-
us R = 6370 km auffas-
sen.

Def. 16:

Die sphdrische Strecke
zwischen zwei Punkten A
und B der Erdoberfldche
wird als Orthodrome,
thre Ldnge als ortho-
drome Entfernung /,,; S
zwischen den Punkten A Abbildung 1.24:
und B bezeichnet.

Um die orthodrome Entfernung
zweier Punkte A und B (die
durch ihre Koordinaten A4, ¢4
sowie Ap, ¢p gegeben sind) zu
berechnen, betrachten wir das
Poldreieck, dessen Eckpunkte
A, B und der Nord- oder Siidpol
sind (siehe Abbildungen [[.24Jund
[C25). Abbildung 1.25:

Aufgabe 24: Leiten Sie anhand des Poldreiecks eine Beziehung her, welche die
orthodrome Entfernung zweier Punkte in Abhéngigkeit von deren Koordinaten
angibt!

Aufgabe 25: Das im Jahre 1874 von der Insel Valentia (A; = 10,4°W, ¢; =
51,5°N) nach Neufundland (A2 = 53,4°W, ¢ = 47,7°N) verlegte Kabel (erste
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Kabelverbindung Europa — Amerika) hatte eine Linge von 1850 Seemeilen (1
Seemeile = 1,852 km). Vergleichen Sie diese Linge mit der orthodromen Ent-
fernung beider Orte!

Wie bereits in Abschnitt 1.1.1 erwdhnt, ist es bei der Angabe der Koordinaten geographischer
Orte tiblich, statt der von uns bisher verwendeten Vorzeichen die Zuséitze N — nérdliche
Breite, S — siidliche Breite, W — westliche Lange und O — &stliche Lénge zu verwenden. Dabei

entsprechen N und O den positiven sowie S und W den negativen Koordinatenwerten.

Fiir die Schiffahrt und das Flugwesen interessieren auch die Kurswinkel, unter
denen zu fahren oder zu fliegen ist. Sie geben den Winkel zwischen der Kom-
pafBinadel und der Nordrichtung an, sind also die Winkel der Orthodromen zu
den betrachteten Orten auf der Erdoberfiche. Die Nordrichtung wird daher mit
0°, die Ostrichtung mit 90°, die Siidrichtung mit 180° und die Westrichtung mit
270° angegeben. Der Winkel « in Abbildung [L25] wird als Anfangskurswin-
kel, der Winkel 3 als Endkurswinkel der Reiseroute von A nach B bezeichnet.
Wollte man von B aus auf derselben Orthodromen weiterreisen, so miifite man
den Anfangskurswinkel 180° — 3 wihlen.

Aufgabe 26: Berechnen Sie fiir die Route von Berlin (A\y = 13,4°0,
@1 = 52,5°N) nach Melbourne (Ay = 144,7°0, ¢o = 38,5°S) die orthodro-
me Entfernung sowie den Anfangs- und den Endkurswinkel!

1.4.2 Loxodrome

Da sich auf der Orthodromen der Kurswinkel im allgemeinen sténdig &ndert,
ist es in der Praxis sehr schwierig, diesen Kurs zu fahren. Es wird daher be-
vorzugt, zumindest abschnittsweise auf Strecken konstanten Kurswinkels, den
sogenannten Loxodromen, zu fahren.

Def. 17: Als Loxodrome werden Linien auf der Erdoberfliche bezeichnet, die
alle Meridiane unter dem gleichen Winkel schneiden.

Bei Erdkarten nach dem Mercatorentwurf (bei diesen Karten wird die Sphére
so in die Ebene abgebildet, dal Winkelmafle erhalten bleiben) werden alle Lox-
odrome auf Geraden abgebildet, so dafl es mit Hilfe dieser Karten sehr einfach
ist, loxodrome Reiserouten festzulegen. Da zur Berechnung von Lange und Ver-
lauf der Loxodromen Hilfsmittel aus der Differentialgeometrie unerliflich sind,
beschréanken wir uns hier auf zwei Spezialfille. Haben zwei Orte die gleiche
geographische Linge, so ist die Loxodrome zwischen den beiden Orten gerade
der GroBkreisbogen zwischen diesen beiden Punkten, der ja in diesem Fall ein
Teil des Meridians ist, auf dem beide Orte liegen. Haben zwei Orte die glei-
che Breite, so ist die Loxodrome der Bogen des Breitenkreises (i. allg. also ein
Kleinkreisbogen) auf dem beide Orte liegen.
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Abbildung 1.26:

Aufgabe 27: Vergleichen Sie die orthodrome Entfernung und die Lange der
Loxodromen zwischen Chicago (A = 89°W, ¢ = 41°N) und Taschkent (Ag =
69°0, ¢3 = 41°N)!

Da, wie das Beispiel aus Aufgabe 27 zeigt, die Loxodrome zwischen zwei Or-
ten wesentlich lénger als die Orthodrome sein kann, wird in der Praxis im all-
gemeinen auch nicht auf der Loxodromen gefahren, sondern die Orthodrome
in Abschnitte aufgeteilt, in denen dann jeweils auf der Loxodromen gefahren
wird. Wihlt man diese Aufteilung hinreichend fein (was mit modernen elek-
tronischen Navigationssystemen mdoglich ist), so kann die tatséchlich zuriick-
zulegende Strecke bereits in die Groflenordnung der orthodromen Entfernung
kommen.

1.4.3 Bestimmung des Scheitelpunktes

Aus meteorologischen Griinden ist es mitunter erforderlich, den nérdlichsten
bzw. stidlichsten Punkt einer Orthodromen zu bestimmen. Falls einer dieser
Punkte innerhalb der Orthodromen liegt (also weder Anfangs- noch Endpunkt
ist), wird er Scheitelpunkt P, genannt und ist einer der beiden Punkte des
betreffenden Groflkreises, die einen Meridian unter rechtem Winkel schneiden
(Abbildung [.28]).

Aufgabe 28: Leiten Sie anhand von Abb. Gleichungen zur Berechnung
der Koordinaten des Scheitelpunktes Ps her!

Aufgabe 29: Bestimmen Sie fiir das Beispiel aus Aufgabe 26 die Koordinaten
des Scheitelpunktes!

Aufgabe 30: Bestimmen Sie fiir die Strecke von Athen (A\; = 23,7°0, ¢ =
38,0°N) nach New York (A\y = 74,0°W, ¢ = 40,8°N) die orthodrome Entfer-
nung, den Anfangskurswinkel und die Koordinaten des Scheitelpunktes!
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Abbildung 1.27:

1.4.4 Die Methode der Funkpeilung

Zur Bestimmung des aktuellen Aufenthaltsortes eines Schiffes oder Flugzeuges
wird ein Funksignal des betreffenden Objekts an zwei Orten A und B aufge-
nommen und die jeweiligen Winkel ¢; sowie do dieses Signal zum Meridian des
entsprechenden Ortes gemessen (Antennendrehwinkel fiir Signalmaximum).

Aufgabe 31: Entwerfen Sie anhand von Abbildung [[.27 einen Lésungsplan zur
Berechnung der Koordinaten eines Flugzeuges F' anhand der Koordinaten der
beiden anpeilenden Orte und der Peilungswinkel §; und 2! Leiten Sie Gleichun-
gen fiir die Stiicke her, die benttigt werden!

Aufgabe 32: Berechnen Sie die Koordinaten des Aufenthaltsortes eines Flug-
zeuges, das von New York unter dem Winkel §; = 38,3° und von Athen unter
dem Winkel 65 = 42,6° angepeilt wird (Koordinaten von New York und Athen
siche Aufgabe 30)!
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1.5 Sphirische Astronomie

1.5.1 Grundlagen, astronomische Koordinatensysteme

Um die sphérische Geometrie und Trigonometrie auf astronomische Sachverhalte
anwenden zu konnen, benutzen wir das Modell von der Himmelskugel, auf der
die Gestirne angeordnet sind.

Exakter wire die Bezeichnung ,, Himmelssphére®, da die Oberflache einer Kugel gemeint ist.

Der Mittelpunkt der Himmelskugel ist der Erdmittelpunkt, gegeniiber dem Ra-
dius der Himmelskugel wird der Erdradius vernachléssigt. Dies ist insofern sinn-
voll, als bereits der Abstand des nahegelegensten Sterns — der Sonne — von
der Erde ungleich grofler als der Erdradius ist. Um beispielsweise mit Hilfe
von Fixsternen die Position von Objekten auf der Erdoberfliche bestimmen zu
kénnen, miissen den Himmelskorpern Koordinaten zugeordnet werden. Dazu
betrachten wir zwei Koordinatensysteme: das vom Standpunkt des Beobach-
ters abhingende Horizontalsystem und zwei Aquatorsysteme, von denen eines
beobachterunabhéingig ist.

Horizontalsystem
(Abb. [[28):

Einem Beobachter auf
der Erde erscheint der
Himmel als Halbsphére,
die vom Horizont be-
grenzt wird, d. h. vom
Schnittkreis der Tangen-
tialebene an die Erdku-
gel im Standpunkt des
Beobachters B mit der
Himmelskugel. Die Pole
des Horizonts sind der
Zenit Z senkrecht iiber
dem Beobachter und der
Nadir Na (Gegenpunkt Abbildung 1.28:
des Zenits).

Die Koordinaten eines Gestirns G beziiglich des Horizontalsystems sind die
Héhe h und das Azimut a. Die H6he gibt den (sphiirischen) Abstand des
Gestirns vom Horizont an, entspricht also der Breitenkoordinate ¢ in einem Ku-
gelkoordinatensystem (vgl. Abschnitt 1.1.1). Die Schnittpunkte der verldngerten
Erdachse (Gerade durch Nord- und Siidpol) mit der Himmelskugel werden als
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A

Horizont ..

Abbildung 1.29:

Nordpunkt N und Stidpunkt S bezeichnet. Der Grofikreis durch Z, Na, N
und S heifit Ortsmeridian des Beobachters, seine Schnittpunkte mit dem Hori-
zont bezeichnen wir mit Hy und Hg. Azimut des Gestirns G heifit der Winkel
zwischen dem Ortsmeridian und dem Grofikreis durch das Gestirn G und den
Zenit Z und entspricht somit der Lingenkoordinate A eines gewthnlichen Ku-
gelkoordinatensystems.

Aquatorsysteme (Abb. [29):

Bezugsebene beider Aquatorsysteme ist der Himmelsiquator, der als Schnitt-
kreis der Himmelskugel mit der Ebene des Erddquators entsteht und somit be-
obachterunabhéngig ist.

Beobachterunabhéngige Koordinaten werden bendtigt, da sie allgemeingiiltig gemessen und
z. B. in astronomischen bzw. nautischen Jahrbiichern verdffentlicht werden kénnen. Durch
Berechnungen auf Grundlage dieser und im jeweiligen Fall zu messender beobachterabhingi-
ger Koordinaten ist es dann u. a. moglich, den eigenen Aufenthaltsort zu ermitteln (siehe
Abschnitt 1.5.2).

Die Pole des Himmelséquators sind die bereits erwdhnten Punkte N und S
(Nord- und Siidpunkt). Die Koordinaten eines Gestirns beziiglich des ersten
Aquatorsystems, genannt Stundenwinkelsystem, sind die Deklination § und
der Stundenwinkel ¢. Dabei ist § die Hohenkoordinate des Gestirns G, gibt also
dessen (sphirischen) Abstand zum Aquator an und ¢ ist der Winkel zwischen
dem bereits oben betrachteten Ortsmeridian und dem Groflkreis durch die Pole
N, S und das Gestirn G. Die Schnittpunkte des Ortsmeridians mit dem Aquator
bezeichnen wir mit Ay und Ag, den Fufipunkt des (sphérischen) Lotes von G
auf den Aquator mit A.
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Wihrend die Deklination vom Beobachter unabhéngig ist, héingt der Stunden-
winkel vom Ortsmeridian und somit vom Standpunkt des Beobachters ab. Um
ein vom Beobachter vo6llig unabhéngiges Koordinatensystem — das Rektaszen-
sionssystem — zu erhalten, wird ein fester Bezugsunkt auf dem Himmelsdqua-
tor benotigt, wofiir der Frithlingspunkt F' verwendet wird, der Punkt, in dem
die Sonne bei Friithlingsanfang aufgeht.

Der ungefidhre Ort des Friithlingspunktes am Himmelsidquator kann ermittelt werden, indem
vom Polarstern der Grofikreis durch das rechte Ende des W-férmigen Sternbildes Kassiopeia
gelegt wird.

Die Koordinaten des Rektaszensionssystems sind die bereits im Stundenwinkel-
system verwendete Deklination § und die Rektaszension «, die den Winkel
zwischen den Meridianen (beziiglich des Aquators) des Friihlingspunktes und
des Gestirns angibt und somit wie die Deklination beobachterunabhéngig ist.

1.5.2 Nautisches Dreieck, Ortsbestimmung

Vereinigt man Horizontal- und Aquatorsysteme (Abbildung [30), so schneiden
sich der Horizont und der Aquator im Ostpunkt O und im Westpunkt W. Wir
betrachten insgesamt drei beobachterabhéngige Koordinaten:

e Hohe: h = |HG] ,
e Azimut: a = |[HHy| und
e Stundenwinkel: ¢t = |AgA]
sowie zwei beobachterunabhingige Koordinaten:
e Deklination § = |AG| und
o Rektaszension o = |AgF| .

Alle angegebenen Abstinde sind sphérische Absténde, die mit einem Vorzeichen entsprechend

der Himmelsrichtung behaftet sind.

Der Stundenwinkel ¢ eines Gestirns héngt fiir den Beobachter von der Erddre-
hung und somit von der Zeit der Messung ab. Ein Winkel von 360° entspricht
dabei einer Zeit von 24 Stunden. Der Winkel zwischen dem Ortsmeridian und
dem Meridian des Friihlingspunktes heifit Sternzeit ¢y des Beobachters B,
wobei

tp=a+t (1)
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Horizont

Aquator "

Abbildung 1.30:

ist und auch fiir tp die oben erwahnte Umrechnung zwischen Winkel- und Zeit-
maf gilt. Die Differenz zwischen den Sternzeiten zweier Orte entspricht somit
der Differenz ihrer geographischen Léngen.

Die Koordinaten von Himmelskdrpern werden mit astrologischen Zeichen indi-
ziert, so zum Beispiel J,, ¢, fiir die Koordinaten eines Fixsterns und dg, tq fiir
die Koordinaten der Sonne. Als Spezialfall von (1) gilt tr = ag + te, wobei
a@ die Rektaszension der Sonne (die nautischen Jahrbiichern entnommen wer-
den kann) und te ihr Stundenwinkel ist, der sich auf den Beobachter bezieht
und ebenfalls in das Zeitmafl umgerechnet werden kann. Der Zeitunterschied
eines Ortes zur mittleren Greenwich-Zeit (MGZ) ergibt sich als die Differenz
MGZ — tg. Dieser Zeitunterschied entspricht der geographischen Ldnge A des
Ortes. Die geographische Breite ¢ eines Ortes ist der (sphirische) Abstand des
Himmelspols N vom Horizont und somit gilt |[NZ| = 90° — ¢.

Um Berechnungen durchzufithren (z. B. Berechnung der Koordinaten des ei-
genen Aufenthaltsortes) betrachten wir das nautische Dreieck (Abbildungen
[C30und [C3T) mit den Eckpunkten Z (Zenit), N (Himmelspol) und G (Gestirn).

Es sei nun die Deklination d. und die Rektaszension «. eines Fixsterns z. B.
aus einem Sternenatlas bekannt.
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Ein Beobachter (der seinen
eigenen Aufenthaltsort be-
stimmen mochte) ermittelt
durch Messung das Azimut
ax und die Hohe h, die-
ses Fixsterns. Somit sind
im nautischen Dreieck zwei
Seiten und ein Gegenwin-
kel bekannt und es gilt nach Abbildung 1.31:
dem Sinussatz

. Sin ay - cos hy
sint, = —— . 2
* €08 Oy )

Weiterhin ist nach dem Seiten- und dem Winkelkosinussatz

. Sin 0, - sin hy — COS Oy - COS Ay - COS Tty - COS Qs
sing = . (3)

1 — cosdy - coshy -sinty - sin ax

Aus (1) folgt tp = au + t« = ag + te und somit
t@:a*—l—t*—a@. (4)

Fiir die Berechnung von t; (und damit der geographischen Linge des Beobach-
ters) wird also noch die Rektaszension ag der Sonne benétigt, die vom Datum
abhéngig ist und nautischen Jahrbiichern entnommen werden kann.

Beispiel 5: Ein Beobachter mifit fiir den Atair (o, = 19 h 48 min, §, = 8,73°)
unter dem Azimut 139,2° die Hohe 56, 7°. Seine auf M GZ eingestellte Uhr
zeigt dabei die Zeit 20:53 an. Die Rektaszension der mittleren Sonne betrigt
12 h 35 min. Gesucht sind die Koordinaten des Beobachters.

Lésung: Mittels (2) und (3) ergibt sich ¢ = 35, 7° und ¢, = 21, 2°, dies entspricht
t. = 1h 25min. Wegen (4) ist to = 8h 38min und der Zeitunterschied zwischen
dem betrachteten Ort und Greenwich (MGZ — tg) betrigt 12 h 15 min. Dem
entspricht eine geographische Linge von 183, 5° westlich bzw. 176, 5° 6stlich von
Greenwich. Der Beobachter befindet sich also auf 35, 7° nordlicher Breite und
176, 5° ostlicher Lénge.

Aufgabe 33: Fiir die Wega (d, = 38, 7%, o, = 18 h 34 min) wurde um 7:07 Uhr
(MGZ) das Azimut 301,6° und die Hohe 32,2° gemessen. Die Rektaszension
der (mittleren) Sonne betrug 6 A 21 min. Gesucht sind die Koordinaten des
Punktes, von dem aus gemessen wurde.
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1.6 Geschichte der sphirischen Geometrie

Die sphérische Geometrie ist eine sehr alte Wissenschaftsdisziplin. Sie entstand
in engem Zusammenhang mit der Astronomie im 1. und 2. Jahrhundert n. Chr.,
als nach den rémischen Eroberungen ein enger Kontakt zwischen den griechi-
schen und alexandrinischen Geometern und den babylonischen Astronomen her-
gestellt war.

Eine Beschiftigung mit Elementen der sphérischen Geometrie im weitesten Sinne erfolgte
jedoch bereits friither. Das dlteste bekannte Werk, in dem die Geometrie der Himmelskugel
eine Rolle spielt, stammt von AUTOL’YCUS VON PITANE (ca. 330 v. Chr.) und ist zum Thema des
Auf- und Untergangs von Fixsternen geschrieben. Es enthilt allerdings noch keine Kenntnisse

iiber sphérische Trigonometrie.

Im 1. Jahrhundert erschien die ,,Sphérik“ des MENELAOS, die von KLAUDIUS
PTOLOMAUS VON ALEXANDRIA (etwa 90 bis 160 n. Chr.) sofort auf die Astrono-
mie angewandt wurde. Dem lag das geozentrische Weltbild (auch ptoloméisches
Weltbild genannt) zugrunde, welches die Himmelskorper als auf einer Sphére
um die Erde rotierend ansah. Fiir bestimmte Anwendungen der sphérischen
Geometrie (sphérische Astronomie, Positionsbestimmung mit Hilfe von Fixster-
nen) wird bis heute erfolgreich das Modell von der Himmelskugel genutzt (siehe
Abschnitt 1.5.1). Fiir geographische Anwendungen der sphirischen Geometrie
stellte das geozentrische Weltbild jedoch naturgemifl ein Hindernis dar. Zwar
vertraten schon Philosophen des Altertums die Ansicht, dafl die Erde eine Kugel
sei, doch blieben sie in der Minderheit, wenngleich der berithmte ARISTOTELES
(384 — 322 v. Chr.) zu ihnen gehorte.

Als wichtigstes Theorem der antiken (griechischen) Trigonometrie wird das in
der Sphérik des MENELAOS sowohl fiir die ebene als auch fiir die sphérische
Geometrie formulierte ,, Regula Sex Quantitatum® angesehen. Dabei handelt es
sich um folgende Beziehungen zwischen den einzelnen Seitenldngen der in den
Abbildungen und dargestellten ebenen bzw. sphérischen Figuren:

Ebene: Sphire:

|ICE| _|CF| |DB| sinCE|  [sinCF| |sinDB]
|AE| ~ |DF| |AB| |sin AE|  [sin DF| |sin AB|
|CA| _ |CD| |FB] |sinCA|  [sinCD| |[sin FB|
|AE| |DF| |BE| |sin AE|  |sin DF| |[sin BE| '

Dafl die angegebenen Gleichungen richtig sind, 148t sich sehr einfach mit Hilfe des ebenen
bzw. sphérischen Sinussatzes zeigen. Die Bezeichnung ,,Regula Sex Quantitatum® fiir diese

Beziehungen kam zustande, weil in jeder der Gleichungen sechs Streckenlédngen auftreten.

Mit NikoLAUS KOPERNIKUS (1473 — 1543) begann sich das heliozentrische Welt-
bild (auch kopernikanisches Weltbild genannt) durchzusetzen und das geozen-
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Abbildung 1.32: Abbildung 1.33:

trische Weltbild abzul6sen, auch wenn die katholische Kirche dem noch lange
Zeit erbitterten Widerstand entgegensetzte. Mit dem heliozentrischen Weltbild
(nach dem die Erde als um die Sonne rotierende Kugel angesehen wird) und
mit den groflen geographischen Entdeckungen des 15. und 16. Jahrhunderts be-
kam die sphérische Geometrie eine wichtige Bedeutung fiir die Beschreibung der
Erdoberfliche und wurde vielfiltig in der Schiffahrt angewendet.

Entstanden ist die sphérische Trigonometrie jedoch nicht in Europa. Ihre grund-
legenden Formeln wurden von Gelehrten des Ostens gefunden. Der syrische
Mathematiker und Astronom AL-BATTANI stellte im 9. Jahrhundert die heu-
te durch den Seitenkosinussatz beschriebenen Beziehungen auf. Der sphérische
Sinussatz wurde fast gleichzeitig von den mittelasiatischen Mathematikern und
Astronomen des 10. Jahrhunderts IBN IRAK VON CHORESM, ABU’L WAFA VON
CHORASSAN und AL-CHODSHANDI VON CHODSHENT entdeckt. Die durch den
Winkelkosinussatz beschriebenen Beziehungen fand (mit Hilfe des Polardrei-
ecks) im 13. Jahrhundert der Aserbaidshaner NASTR-ED-DIN AT-TUsI. Von ihm
stammt auch die erste vollstdndige Darlegung der sphérischen Trigonometrie.

In Europa erfolgte erst wesentlich spéter eine breite Beschéiftigung mit der
sphérischen Trigonometrie, ndmlich als hier das tiefste Mittelalter zu iiberwin-
den begonnen wurde und die Mathematik einer Bliite entgegen ging (nachdem
die européische Mathematik iiber Jahrhunderte nahezu Brachland war). Dazu
trugen auch die oben geschilderten Rahmenbedingungen (Entstehung des ko-
pernikanischen Weltbildes, Aufblithen der Seefahrt) bei.

Die fithrende mathematische Personlichkeit des 15. Jahrhunderts in Europa
war der Rechner, Instrumentenbauer, Drucker und Wissenschaftler REGIOMON-
TANUS (Johannes Miiller, 1436 — 1476) aus Konigsberg (Franken), der 1464
das Werk ,,De triangulis omnimodis libri quinque“ verfafite, das allerdings erst
1533(!) gedruckt wurde. Es enthélt eine vollsténdige Einfiihrung in die Trigono-
metrie und den Sinussatz fiir sphérische Dreiecke. Dieses Werk erlangte grofiten
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Einflul auf die européische Mathematik und ermdoglichte die Entwicklung der
Trigonometrie zu einer von der Astronomie unabhéngigen, eigensténdigen Wis-
senschaft, die von da an einen groflen Aufschwung erlebte.

Einen grofien Beitrag zur Entwicklung der sphérischen Trigonometrie leistete
auch der Engldnder JOHN NAPIER (1550 — 1617). Er entwickelte effektive Be-
rechnungsmethoden fiir die trigonometrischen Funktionen und fafite weiterhin
die Berechnungsregeln fiir rechtwinklige sphérische Dreiecke zu der nach ihm
benannten Neper’schen Regel zusammen. Dies war vor allem in Hinblick dar-
auf bedeutsam, dafl die heute benutzte Kurzschreibweise fiir trigonometrische
Funktionen noch nicht existierte. Ebenfalls von Napier unternommene Versu-
che, eine solche symbolhafte Kurzschreibweise einzufiithren, fanden zu seiner Zeit
noch keine Akzeptanz, obwohl der zu dieser Zeit bereits entwickelte algebraische
Symbolismus dies moglich gemacht hétte.

Kurzzeichen fiir trigonometrische Funktionen wurden erst im 18. Jahrhundert gebr&uchlich,

als EULER seinen Einluf in dieser Richtung geltend machte.

Im Jahre 1626 verwendete ALBERT GIRARD erstmals den sphérischen Exzef3 zur
Berechnung des Flécheninhalts eines sphérischen Dreiecks. Ebenfalls geschah
dies in den Werken , Direktorium Generale“ (1632) und ,, Trigonometria plana
und et spherica“ (1643) von BONAVENTUREA CAVALIERI. In der Folgezeit hatte
die sphérische Trigonometrie eine wichtige Stellung innerhalb der Mathematik
inne und wurde in der ersten Hélfte unseres Jahrhunderts in vielen europiischen
Landern an den hoheren Schulen gelehrt.

Heute scheint sie allméhlich wieder in Vergessenheit zu geraten. So war die Redaktion einer
groflen Tageszeitung bei der Entfithrung einer Lufthansa-Maschine im Jahre 1977 nicht in der
Lage, die Entfernung zwischen Bonn und Mogadischu anhand der geographischen Koordinaten
dieser beiden Orte zu berechnen oder zumindest eine kundige Person zu finden, die dazu in

der Lage gewesen wiére.
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1.7 Wege des Aufbaus der sphirischen Geome-
trie

1.7.1 Uberblick iiber mogliche Varianten, sphirische Geo-
metrie zu betreiben

Neben dem in den Abschnitten 1.1 bis 1.3 beschrittenen Weg des Aufbaus der
sphérischen Geometrie und Trigonometrie (welcher der weitaus gebriuchlichste
ist) gibt es noch andere, davon zum Teil grundlegend verschiedene mogliche
Vorgehensweisen. Prinzipiell kann zwischen fiinf Moglichkeiten der Behandlung
der sphérischen Geometrie unterschieden werden:

1. Bei der elementargeometrisch-euklidischen Behandlung werden die
Eigenschaften und Sétze der sphérischen Geometrie sowie die Grund-
formeln der sphérischen Trigonometrie unter Zuhilfenahme der Zusam-
menhénge zwischen den geometrischen Objekten der Sphére und denen
des die Sphére einbettenden euklidischen Raumes sowie der trigonometri-
schen Beziehungen in ebenen Dreiecken hergeleitet. Euklidische Behand-
lung heiflt also nicht, dafy darauf verzichtet wird, die sphérische Geometrie
als eigenstéindige, nichteuklidische Geometrie aufzubauen, bedeutet aber,
daf fiir den Aufbau die euklidische Geometrie genutzt wird. Der Begriff
»euklidisch” bezieht sich also auf den Weg, nicht auf das Ergebnis der
Behandlung der sphérischen Geometrie. Bei der elementargeometrisch-
euklidischen Behandlung werden Mittel der euklidischen Elementargeo-
metrie unter (zumindest weitgehendem) Verzicht auf die Vektorrechnung
angewendet.

2. Bei der vektoriellen euklidischen Behandlung wird ebenfalls von der
Geometrie des dreidimensionalen euklidischen Raumes ausgegangen, wo-
bei dieser Raum als Punkt-Vektorraum aufgefalit wird und die Eigen-
schaften der Geometrie der Sphéire mit Hilfe des Vektorkalkiils hergeleitet
werden. Dabei ist es durchaus moglich, Elemente eines elementargeome-
trischen Vorgehens nach Variante 1. und eines vektoriellen Vorgehens mit-
einander zu verbinden (vgl. Abschnitt 1.7.2).

3. Bei einer nichteuklidischen synthetischen Behandlung wird auf die
Verwendung der euklidischen Geometrie und der ebenen Trigonometrie
verzichtet. Statt dessen wird die sphérische Geometrie synthetisch-axio-
matisch aufgebaut. Hierzu konnen Axiomensysteme verwendet werden,
die mit herkdmmlichen Axiomensysteme der euklidischen Geometrie ver-
gleichbar sind. Verkiirzt ausgedriickt werden bei diesem Vorgehen Grund-
eigenschaften der sphérischen Geometrie wie z. B. S 1 bis S 5 (siehe Ende
des Abschnitts 1.1), die wir uns bei der hier praktizierten Vorgehensweise
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mit Hilfe der Raumgeometrie hergeleitet haben, unbewiesen an den An-
fang gestellt und auf Grundlage dieser Aziome die weiteren Eigenschaften
der sphérischen Geometrie sowie die trigonometrischen Formeln hergelei-
tet.

Eine ausfiihrliche Behandlung der axiomatischen Arbeitsweise in der Geometrie erfolgt
im zweiten Kapitel. Insbesondere wird in Abschnitt 2.7.5 eine Moglichkeit beschrieben,

die sphérische Geometrie nichteuklidisch-axiomatisch aufzubauen.

4. Auch bei einer vektoriellen nichteuklidischen Behandlung wird die
sphérische Geometrie axiomatisch aufgebaut. Hierbei werden jedoch Axio-
mensysteme verwendet, die den Aufbau einer Vektorstruktur auf der Sphére
ermoglichen. Mit Hilfe der so eingefiihrten Kugelvektoren konnen auch die
trigonometrischen Beziehungen auf der Sphére hergeleitet werden (siehe
z. B. [1]).

Die durch derartige Axiomensysteme gegebene Vektorstruktur auf der Sphére erfiillt
jedoch nicht alle Eigenschaften eines Vektorraums (und kann dies auch prinzipiell nicht
tun). In der Literatur wird dennoch der Begriff Kugelvektor verwendet, wenngleich
dieser nicht ganz korrekt ist, da z. B. die Addition derartiger Kugelvektoren nicht
kommutativ ist. Korrekter wire es also, von einer vektordhnlichen Struktur auf der

Sphére und von vektordhnlichen Objekten zu sprechen.

5. Schliellich kann die Geometrie der Sphére als innere Geometrie mit dif-
ferentialgeometrischen Mitteln der Flichentheorie untersucht wer-
den. Dabei wird davon ausgegangen, dafl es sich bei der Sphére um eine
Flidche konstanter positiver Kriimmung handelt (vgl. Abschnitt 3.6.1). Ei-
ne solche Vorgehensweise setzt jedoch umfangreiche Kenntnisse der Diffe-
rentialgeometrie voraus.

Wihrend sich die Varianten 1. und 2. nur durch die Art des verwendeten mathe-
matischen Instrumentariums voneinander unterscheiden, stellen 4. und 5. eine
prinzipiell andere Herangehensweise an die Betrachtung eines mathematischen
Gebiets dar, die im 2. Kapitel ndher erlautert wird.

1.7.2 Vektorielle Behandlung der sphirischen Geometrie

Gegeniiber der elementargeometrischen Behandlung der sphérischen Geometrie
und Trigonometrie ermdoglicht es die Verwendung der Vektorrechnung, einige Be-
weise und Herleitungen einfacher und kiirzer zu fithren. Ein konsequent vektori-
eller Aufbau der sphiirischen Geometrie mit dem Bestreben, alle Sitze vektoriell
zu beweisen, erscheint jedoch nicht sinnvoll, da der hierfiir benotigte Aufwand
grofler als bei dem elementargeometrischen Vorgehen ist. So wére beispielweise
ein vektorieller Beweis von Satz 1 erheblich aufwendiger als der im Abschnitt
1.1.2 gefithrte elementargeometrische Beweis.
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Im folgenden werden wir einige Sétze der sphirischen Geometrie und Trigo-
nometrie auf vektoriellem Wege beweisen, bei denen dies tatséchliche Vorteile
gegeniiber der elementargeometrischen Beweisfithrung bringt. Wir gehen dazu
von einer Sphére mit dem Radius R = 1 und einem kartesischen Koordinaten-
system (O, Z, f, l;) aus, dessen Koordinatenursprung O mit dem Mittelpunkt der
Sphére identisch ist. Mit d, 5, C...bezeichnen wir die Ortsvektoren von Punkten
A, B, C...der Sphire. Wegen R = 1 haben alle diese Ortsvektoren den Betrag
|@ = |b| = |& = 1. Der Kosinus des Winkels zwischen zwei (beliebigen) dieser
Vektoren @ und b ist demzufolge gleich ihrem Skalarprodukt (d, 5> Um Sitze
der sphérischen Geometrie vektoriell zu beweisen, benétigen wir einige Eigen-
schaften des Vektorprodukts @ x b zweier Vektoren, die im folgenden aufgefiihrt
sind.

1. Fiir zwei beliebige Vektoren @ und b steht der Vektor @x b senkrecht sowohl
auf @ als auch auf b und das Vektortripel (@, b, d x b) ist positiv orientiert,
hat also die gleiche Orientierung wie die Basis (;, 7, k).

2. Fiir beliebige Vektoren @ und Egilt
@xb=—-bxa und |@xb|=|al-|b-|sins(@,b) .

3. Fiir drei beliebige Vektoren &, bund @ gilt die Grassmann - Identitt:
ax(bxd)=(ad -b—(ab) c.

4. Fiir vier beliebige Vektoren @, 5, c¢und d gilt die Lagrange - Identitdt:
(@ x b,&x dy = (@,&) - (b,dy — (@d) - (b, ) -

Es sei nun ABC ein beliebiges sphiirisches Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ und
den jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkeln «, 4 und . Wegen der Beziehun-
gen zwischen den Stiicken dieses Dreiecks und denen des zugehorigen Dreikants
(siehe Abschnitt 1.2.2) lassen sich die Seitenléingen des Dreiecks ABC folgen-
dermaflen ausdriicken:

—

cos|AB| = cosZ(a, _‘) = (@, bz = (a, 5) ) (1)
|l - [o]

cos|BC| = (b,&, (2)

cos|AC| = (@0 , (3)

sin|AB| = |a@xb|, (4)

sin|BC| = |bxd und (5)

sin|AC| = |ax . (6)
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Da die MaBe der Innenwinkel eines sphérischen Dreiecks gleich den Winkelma-
Ben zwischen den Ebenen sind, in denen die benachbarten Dreiecksseiten liegen
und sich diese als Winkel zwischen Vektoren berechnen lassen, die auf den ent-
sprechenden Ebenen senkrecht stehen, ergibt sich

cosa = Exbdxq 7)
|d@ x b - |d@x

cosf = M7 8)
|bxdl-|bxd

cosy — CxbhExd (9)
| x b|-|¢x d|

dng — \(axblx( ><E)\7 (10)
|@ x b - |d@x &

sinf = \(b_}xa)x&bxé’)\ sowie (11)
|bxdl-|bxd
- l‘)’ - —

siny = |(¢ % Zx(cxa)\. (12)
|€xb]-|¢x d

Wir beweisen zunéchst die Sétze 10 und 11, deren Herleitung auf elementargeo-
metrischem Wege recht aufwendig war (sieche Abschnitt 1.2.3).

Satz 10: Jedes FEulersche Dreieck ist das Polardreieck seines Polardreiecks.

Beweis: Gegeben sei ein Eulersches Dreieck ABC, dessen Eckpunkte so bezeich-
net seien, dafl das Vektortripel (@, g,é) der zugehorigen Ortsvektoren positive
Orientierung besitzt. Nach Def. 15 und der oben aufgefiihrten Eigenschaft 1. des
Vektorprodukts erhalten wir als Ortsvektoren der Eckpunkte des Polardreiecks
A'B'C":

S

U

- Exb - qxé -
a = i =, v = # und cd =
| x b |a@ x ¢

X

ST

X

gt

Der Ortsvektor a” _des Eckpunktes A" des Polardreiecks zu A’B’C’ steht senk-
recht auf ' sowie ¢ und ergibt sich durch

L @xx(xa)
a = ——,
|d@ % ¢]-|bx d]
was nach Anwendung von Eigenschaft 3. (Grassmann - Identitét) zu
L, {@x@&ad)-b—(@x&by-a  —{@xé&b)-a
(@ x &a)-b— (@ x &bl (@ x &,b) - d
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fithrt. Der Punkt A” des Polardreiecks des Polardreiecks des Dreiecks ABC' ist
also mit dem Punkt A des Ausgangsdreiecks identisch, was sich analog fiir die
Punkte B und B” sowie C' und C” zeigen liefe. O

Satz 11: Die Seiten (Winkel) eines Eulerschen Dreiecks erginzen sich mit den
entsprechenden Winkeln (Seiten) seines Polardreiecks zu jeweils zwei Rechten.

Beweis: Unter Nutzung der bereits im Beweis von Satz 10 hergeleiteten Aus-
driicke fiir o/ und o’ ergibt sich wegen (1):

cos|A'B/| = (a’,b') _ (€xbyaxeé
/|- V| |&x b] - |a x ¢
—(E@x b, x @)
= = = —cosy
|€xb|-|¢x d
und somit
d = |AB| = 180°—+~.

Analog liefle sich zeigen, dafl ¢’ = 180° — o und b’ = 180° — (3 gilt. Wegen Satz
10 ergénzen sich auch die Seiten des Dreiecks ABC' mit den entsprechenden
Winkeln des Polardreiecks A’ B’C’ zu jeweils zwei Rechten. O

Besonders vorteilhaft lassen sich mit Hilfe der Vektorrechnung die trigonome-
trischen Beziehungen fiir sphérische Dreiecke herleiten. Im Gegensatz zum ele-
mentargeometrischen Vorgehen in Abschnitt 1.3 ist es dabei nicht erforderlich,
zunéchst Beziehungen fiir rechtwinklige sphérische Dreiecke herzuleiten, der Si-
nussatz und die Kosinussiitze kénnen vielmehr direkt bewiesen werden. (Die
trigonometrischen Formeln fiir rechtwinklige Dreiecke ergeben sich daraus als
Spezialfille.)

Vektorieller Beweis des Sinussatzes (Satz 14):

Es sei ABC' ein sphérisches Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ und den jeweils ge-
geniiberliegenden Innenwinkeln «, 3, 7. Wegen (11) und (12) gilt unter Nutzung
der Eigenschaft 2. des Vektorprodukts (Grassmann - Identitét):

g - B Exd) (%, -5— (b xab-d
i = = = = = =
|bxd|-|bxdl |bxdl-|bxdl
_ exaal-pl __|(bxaad)
|bx al-[bxé |bx dl|-|bxé
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sowie analog dazu

) cxbcxda X @,c )
siny = |§'><13]7~75><;L’ = 5|><< 7 76'><|5L' und somit
sinf|@xb|-|éxa  |éxd  sinb
siny m N b % @ ~ sine’
was gerade zu zeigen war. O

Vektorieller Beweis des Seitenkosinussatzes (Satz 15):

Wir beweisen die Gleichung
cosa = cosb-cosc + sinb-sinc-cosa
die beiden anderen Gleichungen werden auf dieselbe Weise nachgewiesen. Wegen

(4), (6) und (7) ist

sinb-sinc-cosa = |@xb|-|axd-

woraus sich durch Anwendung der Lagrange - Identitét und Einsetzen von (1),
(2) und (3)
sinb-sinc-cosa = (@,a)-(b,& — (@& - (b,a)
- <l_):E> - <636‘> : <5,CT>
= cosa — cosb-cosc
ergibt, was gerade der zu beweisenden Gleichung entspricht. d

Der Beweis des Winkelkosinussatzes kann entweder vollig analog gefiihrt
oder mittels der Polarbeziehung (Sétze 10 und 11) aus dem Seitenkosinussatz
abgeleitet werden.



Kapitel 2

Axiomatischer Aufbau der
(Geometrie

2.1 Einfiihrung in die Axiomatik der Geometrie

2.1.1 Die Anfinge der Geometrie und die Herausbildung
der axiomatischen Arbeitsweise

Bereits sehr friith in ihrer Entwicklungsgeschichte haben sich die Menschen mit
Geometrie beschiftigt. Dies ist vor allem anhand von Fundstiicken, auf denen
Ornamente und Muster auftreten, nachweisbar. So wurden Ornamente gefun-
den, die aus der Steinzeit stammen und fiir deren Gestaltung geometrische Be-
ziehungen zwischen Figuren wie Kongruenz, Ahnlichkeit und Symmetrie Ver-
wendung fanden (um 4000 v. Chr.).

Die n#chste Stufe in der Entwicklung der Geometrie stellten Messungen von
Strecken und Winkeln sowie Messungen und Berechnungen an geometrischen
Figuren wie Drei- und Vierecken dar. Bereits um 1550 v. Chr. erfolgte die Be-
rechnung des Fldcheninhalts von Dreiecken als Hélfte des Produkts der Lénge
der Grundseite und der Lénge der entsprechenden Hohe. Der Flicheninhalt ei-
nes Kreises wurde zu dieser Zeit nach einer Vorschrift berechnet, die in unserer
heutigen Schreibweise der Formel F' = (d — %)2 entspricht, das bedeutet, dafl
fiir 7 der Ndherungswert 3,16 Verwendung fand. Zahlreiche Satze und Zusam-
menhiinge der Geometrie waren im alten Agypten und im babylonischen Reich
ebenfalls bereits bekannt, wobei diese der Anschauung entnommen wurden.

51
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Eine vollig neue Qualitét erhielt die Beschéftigung mit Mathematik (und da-
bei spielte die Geometrie eine herausragende Rolle) im alten Griechenland. Das
Studium der Mathematik in der frithen griechischen Periode hatte das Ziel, eine
ableitbare Einsicht in die Stellung des Menschen innerhalb des Kosmos zu ge-
winnen. Die Idee, intuitiv gefundene Zusammenhénge zu beweisen, ist erstmals
bei THALES VON MILET (etwa 624 — 547 v. Chr.) zu finden, der als , Vater der
griechischen Mathematik* angesehen wird. Er bewies sechs geometrische Sétze,
die wahrscheinlich alle schon vorher bekannt waren. Sein Verdienst bestand al-
so nicht so sehr darin, dafl er neue geometrische Zusammenhénge entdeckte,
sondern vielmehr in der Entwicklung der Methode des Beweisens bestimmter
Behauptungen als Mittel der Erkenntnissicherung. Die Arbeit des Thales wur-
de so nicht nur zur Grundlage der modernen Mathematik, sondern zu einer
wesentlichen Grundlage der modernen Wissenschaft {iberhaupt.

Einen mathematischen Satz zu beweisen bedeutet, ihn auf bereits bekannte Aus-
sagen, Sétze oder andere Sachverhalte zuriickzufiihren. So konnte beispielsweise
in der Aufgabe 7 im ersten Kapitel festgestellt werden, dafl fiir den Beweis des
Innenwinkelsatzes die Sdtze iiber Stufen-, Wechsel-, Scheitel- und Nebenwinkel
und dariiber hinaus eine Reihe anderer Aussagen benétigt werden, wobei letzte-
re meist so selbstverstindlich zu sein scheinen, dafl man sie beim Fiihren eines
Beweises kaum zur Kenntnis nimmt. (Bei dem angesprochenen Beispiel handelt
es sich u. a. darum, daf} zu jeder Geraden durch jeden nicht auf ihr liegenden
Punkt genau eine Parallele existiert.) Die verwendeten Sitze kénnen ebenfalls
bewiesen, d. h. auf andere Aussagen zuriickgefithrt werden, die ihrerseits wie-
derum aus gewissen Aussagen ableitbar sind und so weiter.

Bei einem solchen Vorgehen lassen sich letztendlich alle geometrischen Zusam-
menhéinge auf sehr einfache, der Anschauung unmittelbar zugéngliche Sach-
verhalte zuriickfithren. Dabei treten jedoch insofern Probleme auf, als iiber die
Beweisnotwendigkeit eines Satzes durchaus unterschiedliche Auffassungen beste-
hen konnen. Wihrend eine Person der Meinung ist, ein gewisser Sachverhalt sei
selbstversténdlich, mag einer anderen Person diese Selbstverstédndlichkeit nicht
einleuchten. Des weiteren kénnen natiirlich nicht alle nur denkbaren geometri-
schen Aussagen bewiesen werden, da fiir jeden Beweis bereits bekannte Aussa-
gen notig sind, auf welche die Behauptung zuriickgefiihrt wird. Wollte man fiir
jede Aussage einen Beweis angeben, so miifite man zumindest eine davon aus
dem ,,Nichts“ beweisen. Um einen wirklich wissenschaftlichen Aufbau der Geo-
metrie betreiben zu konnen, miissen also bestimmte Grundaussagen (Axziome)
formuliert werden, die man als gegeben ansieht und aus denen dann die anderen
geometrischen Eigenschaften und Sétze ableitbar sind.

Der ernsthafte Versuch, ein geordnetes System der ebenen Geometrie zu schaf-
fen, also bestimmte Grundaussagen festzulegen (,,zu postulieren®) und die Geo-
metrie aus diesen Grundaussagen ohne Zuhilfenahme der Anschauung auf rein
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logischem Wege aufzubauen, wurde ungefihr 200 Jahre nach THALES erstmals
unternommen. Eine besondere Bedeutung erlangten in diesem Zusammenhang
die SOPHISTEN. Die Angehorigen dieser philosophischen Schule betrachteten
mathematische Probleme sehr konsequent im Geiste des Verstehens und nur
sehr untergeordnet unter dem Aspekt einer vordergriindigen Niitzlichkeit. Die-
se Herangehensweise ermoglichte es, zu den Grundlagen des exakten Denkens
vorzustoBen. Leider sind fast keine mathematischen Arbeiten der SOPHISTEN
iiberliefert. Ein Fragment eines ihrer bedeutendsten Vertreter, des HIPPOKRA-
TES VON CHIOS, belegt jedoch den hohen wissenschaftlichen Stand, der erreicht
wurde. Dieses Fragment beschéftigt sich mit den Monden oder Sicheln, die von
zwei Kreisbégen begrenzt werden (,,Lunulae“). Das Werk belegt, dafl das Prin-
zip der logischen Deduktion vollstindig zum Tragen kam und bereits Anfinge
einer geometrischen Axiomatik vorhanden waren.

Einen besonderen Einflul auf die Nachwelt erlangten die mathematischen Arbei-
ten der SOPHISTEN indes nicht, um so mehr jedoch die um 325 v. Chr. geschrie-
benen ELEMENTE des EUKLID VON ALEXANDRIA (ca. 365 — 300 v. Chr.). Die
ELEMENTE werden als das erste umfassende mathematische Lehrbuch der Welt-
geschichte angesehen. Seit der Erfindung der Buchdruckerkunst (1482) sind sie in
mehr als 1000 Auflagen erschienen und damit nach der Bibel das am zweithéufig-
sten gedruckte Buch iiberhaupt. Bis in das vorige Jahrhundert stellten sie die
wesentliche Grundlage des Mathematikunterrichts an héheren Schulen dar. Die
ELEMENTE bestehen aus 13 Biichern, in denen alle damals bekannten Gebie-
te der Mathematik abgehandelt werden. Sie enthalten den ersten iiberlieferten
Versuch, die Geometrie als theoretisches System darzustellen, indem die damals
bekannte Geometrie aus einer Reihe von Grundaussagen auf rein deduktivem
Wege aufgebaut wird.

EUKLID teilte seine Grundlagen in drei Kategorien, die Erklirungen (Definitio-
nen) der auftretenden Begriffe, die Aziome (Grundaussagen, die fiir alle Wissen-
schaften interessant sind) und die Postulate (Grundaussagen, die sich speziell
auf die Geometrie beziehen). Im folgenden sind die Definitionen von EUKLID
auszugsweise und seine Axiome sowie Postulate vollstindig aufgefiihrt.

Definitionen:
1. Was keine Teile hat, ist ein Punkt.
FEine Linge ohne Breite ist eine Linie.

Die Enden einer Linie sind Punkte.

> W N

Eine Linie ist gerade, wenn sie gegen die in ihr befindlichen Punkte auf
einerlei Art gelegen ist.

5. Was nur Ldnge und Breite hat, ist eine Fldche.
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Axiome:
1. Dinge, die demselben Dinge gleich sind, sind einander gleich.
2. Fiigt man zu Gleichem Gleiches hinzu, so sind die Summen gleich.
3. Nimmt man von Gleichem Gleiches hinweg, so sind die Reste gleich.
4. Was zur Deckung miteinander gebracht werden kann, ist einander gleich.

5. Das Ganze ist grofier als sein Teil.

Postulate:

1. Es soll gefordert werden, dafl sich von jedem Punkte nach jedem Punkte
eine gerade Linie ziehen lasse.

2. Ferner, daf$ sich eine begrenzte Gerade stetig in gerader Linie verlingern
lasse.

3. Ferner, daf$ sich mit jedem Mittelpunkt und Halbmesser ein Kreis beschrei-
ben lasse.

4. Ferner, daf8 alle rechten Winkel einander gleich seien.

5. Endlich, wenn eine Gerade zwei Geraden trifft und mit thnen auf derselben
Seite innere Winkel bildet, die zusammen kleiner sind als zwei Rechte, so
sollen die beiden Geraden, ins Unendliche verlingert, schlieflich auf der
Seite zusammentreffen, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner
sind als zwei Rechte.

Die Trennung in Axiome und Postulate ist inhaltlich nicht unbedingt sinnvoll.
Die Axiome erhalten ndmlich nur dann eine Relevanz fiir die Geometrie, wenn
konkrete geometrische Begriffe eingesetzt werden. Dann handelt es sich aber
wiederum um geometrische Aussagen. Dafl dhnliche Aussagen auch in anderen
Disziplinen gelten mogen, ist fiir die Geometrie nicht interessant. In neueren Ar-
beiten wird daher nicht mehr zwischen Axiomen und Postulaten unterschieden,
sondern nur von Axiomen gesprochen, worunter alle unbewiesenen Grundaussa-
gen verstanden werden. Wir werden bei unseren Betrachtungen zur Axiomatik
der Geometrie ebenso verfahren.

Trotz einiger Probleme, auf die im nichsten Abschnitt nidher eingegangen wird,
war das System von EUKLID mehr als 2000 Jahre lang Grundlage jeglicher
Beschiftigung mit der Geometrie. Das erste logisch vollstindig exakte Axio-
mensystem stellte DAVID HILBERT (1862 — 1943) im Jahre 1899, also etwa 2300
Jahre (!) nach den ELEMENTEN des EUKLID, vor (sieche Abschnitt 2.7.2).
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2.1.2 Einige Probleme bei der euklidischen Axiomatik

Das Axiomensystem von EUKLID (gemeint ist damit die Menge von Aussagen,
die aus den Definitionen, den Axiomen und den Postulaten besteht) weist (zu-
mindest aus heutiger Sicht) einige Méngel auf:

1. Das Axiomensystem ist nicht vollstindig. Nicht alle relevanten Aussagen
der Geometrie lassen sich aus den Axiomen 1. — 5. und den Postulaten 1.
— 5. ableiten.

2. Die Definitionen der Begriffe Punkt, Gerade usw. geniigen nicht den An-
spriichen logischer Exaktheit. Fiir diese Definitionen werden Begriffe wie
,Teile“, ,Breite“, ,Enden“ und andere benétigt, die ihrerseits nicht defi-
niert sind und auch nicht hinreichend klar gefaf3t werden kénnen.

3. Die sprachliche Exaktheit der Formulierungen (vor allem der Axiome)
geniigt heutigen Anspriichen nicht, was jedoch in Hinblick auf den Ent-
stehungszeitraum des Systems von EUKLID kaum verwundern kann und
auch recht leicht zu beheben ist.

Das interessanteste von den genannten drei Problemen ist das zweite. Die Frage
der Definition grundlegender geometrischer Begriffe hat die Mathematiker (die
im Altertum zumeist auch Philosophen waren) sehr lange Zeit beschiiftigt. Das
zeigen einige Versuche, die im Laufe der Jahrhunderte angestellt wurden, um
den Begriff ,,Punkt“ zu definieren:

PLATO (ca. 380 v. Chr.): Ein Punkt ist der Anfang einer Linie.

ARISTOTELES (ca. 340 v. Chr.): Ein Punkt ist eine unteilbare Einheit,
die eine Position besitzt.

EUKLID (ca. 325 v. Chr.): Was keine Teile hat, ist ein Punkt.

HERON (ca. 50 n. Chr.): Ein Punkt ist, was keine Teile hat oder eine Be-
grenzung ohne Dimension oder die Grenze einer Linie.

SIMPLICIUS (6. Jh. n. Chr.): Punkte sind Anfinge von Grifien und das,
woraus diese erwachsen. Weiterhin sind Punkte die einzigen Objekte, die
tiber eine Position verfiigen.

Offenbar geniigt keine dieser Definitionen den Anspriichen logischer Exaktheit,
sie stellen vielmehr alle den Versuch dar, den Begriff Punkt zu beschreiben. Fiir
die Verwendung in mathematischen Beweisen sind alle diese Definitionen unge-
eignet. Diese Tatsache mufl EUKLID bereits bemerkt haben. In seinen Beweisen
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und Herleitungen greift er ndmlich auf die Definitionen nie zuriick, sondern
benutzt nur die Axiome und Postulate. Erst im 19. Jahrhundert stellte man
fest, daf} die angegebenen Definitionen génzlich iiberfliissig sind, mehr noch: Es
ist iiberhaupt nicht méglich, alle mathematischen Begriffe in der uns vertrau-
ten (expliziten) Weise zu definieren. Um dies zu verdeutlichen, miissen wir uns
zunéchst ansehen, wie eine mathematische Definition im allgemeinen aufgebaut
ist.

Die meisten Definitionen bestehen aus einem Oberbegriff und artbestimmen-
den Merkmalen, d. h. Begriffe werden definiert, indem von bereits bekannten
Objekten (die allgemeiner sind als die zu definierenden Objekte) bestimmte Ei-
genschaften gefordert werden, die den zu definierenden Begriff bestimmen. Bei
genauem Hinschauen zeigt sich, dafl alle Definitionen von EUKLID und auch alle
im vergangenen Abschnitt aufgefithrten Definitionen des Begriffes Punkt nach
diesem Schema aufgebaut sind, falls man

Ein Punkt ist, was keine Teile hat.
als
Ein Punkt ist ein Ding (Objekt), das keine Teile hat.

liest. Hier offenbart sich schon die Schwierigkeit bei der Definition so grundle-
gender Begriffe wie zum Beispiel ,,Punkt“ und , Gerade*: Es stehen noch keine
Oberbegriffe (was ist ein Ding oder Objekt?) und auch keine Eigenschaften, die
zur Definition genutzt werden konnten, zur Verfiigung (was bedeutet ,keine
Teile haben“?).

Kurz gesagt: Bestimmte Objekte und Relationen miissen ,aus dem Nichts® de-
finiert werden. Erst wenn einige grundlegende Begriffe zur Verfiigung stehen,
kann die Definition anderer Objekte auf die bekannte Weise erfolgen.

Wie aber erfolgt eine Definition ,,aus dem Nichts“, also ohne Zuriickfiihrung des
zu definierenden Begriffs auf andere, bereits bekannte Begriffe? Das geschieht,
indem Eigenschaften postuliert (gefordert) werden, denen die auf diese Weise zu
bestimmenden Objekte geniigen sollen. Konkret bedeutet dies, dafl die grundle-
genden Begriffe durch die Axiome festgelegt werden. Sie werden also azxiomatisch
definiert, was aber keiner Definition im gewohnlichen Sinne entspricht. Die so
eingefithrten Begriffe heilen daher nichidefinierte Begriffe oder Grundbegriffe.

Beispiel 1: Die Objekte Punkt und Gerade werden beispielsweise durch die
Eigenschaften (Axiome) E 1 bis E 4 aus Abschnitt 1.1.2. ausgezeichnet.
Die Bestimmung dieser Begriffe kann also folgendermafien vorgenommen
werden:

Es existieren Punkte und Geraden. Diese besitzen folgende Eigenschaften:
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E 1: Geraden sind Mengen von Punkten.

E 2: Zwei voneinander verschiedene Geraden haben hdchstens einen ge-
meinsamen Punkt.

E 3: Durch jeden Punkt der Ebene gibt es zu jeder Geraden, die diesen
Punkt nicht enthdlt, genau eine Gerade, die mit der gegebenen Gera-
den keinen gemeinsamen Punkt hat.

E 4: Zu zwei verschiedenen Punkten existiert genau eine Gerade, die diese
beiden Punkte enthdlt.

Die Forderung ,,Es existieren. . .  ist aus dem Grunde sinnvoll, daf} es ansonsten
moglich sein konnte, {iber gar nicht vorhandene Objekte zu sprechen, was der
Miihe nicht wert sein diirfte. Dafl es allerdings tatséchlich Objekte gibt, wel-
che die entsprechenden Eigenschaften erfiillen, ist damit noch nicht abgesichert.
Werden nidmlich Forderungen gestellt, die einander widersprechen, dann kénnen
offenbar keine Objekte existieren, welche die geforderten Eigenschaften besitzen.
Beispielweise existieren keine Punkte und keine Geraden, welche den Axiomen
E 1 - E 4 und zusétzlich der Forderung:

E 5: Geraden sind keine Punktmengen.

geniigen. Die Axiome E 1 und E 5 stehen zueinander im Widerspruch. Da-
durch hat das ganze System aus den Axiomen E 1 — E 5 keinen Sinn, denn
es beschreibt nichts, da keine entsprechenden Objekte mit diesen Eigenschaf-
ten existieren konnen. Eine grundlegende Forderung an ein Axiomensystem ist
daher die nach der Widerspruchsfreiheit. Oftmals sind allerdings Widerspriiche
innerhalb eines Axiomensystems nicht so leicht zu erkennen wie in diesem Bei-
spiel. Die Uberpriifung der Widerspruchsfreiheit eines Axiomensystems ist eine
wichtige Aufgabe bei der Beschéiftigung mit Axiomatik und mitunter sehr kom-
pliziert. Vor allem im dritten Kapitel werden wir uns mit dieser Frage noch zu
beschéftigen haben.
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2.1.3 Forderungen an ein Axiomensystem; geometrische
Axiomatik und Realitit

Neben der Widerspruchsfreiheit ist eine weitere wichtige (wenn auch nicht unbe-
dingt notwendige) Forderung an ein Axiomensystem die nach der Unabhingig-
keit bzw. Minimalitit. Dies bedeutet, dafl ein Axiomensystem nur so viele Axio-
me enthalten soll, wie notwendig sind, um daraus alle relevanten Aussagen der
entsprechenden Theorie abzuleiten. Aussagen, die aus anderen Axiomen be-
weisbar sind, sollen entsprechend dieser Forderung nicht als Axiome formuliert,
sondern als Sitze bewiesen werden. Die Eigenschaft E 2 aus dem Beispiel 1 aus
Abschnitt 2.1.2 ist eine Aussage, die aus den anderen Eigenschaften (E 1, E 3
und E 4) beweisbar ist:

Behauptung: Die Aussage E 2 (Zwei voneinander verschiedene Geraden haben
héchstens einen gemeinsamen Punkt.) kann auf der Grundlage von E 1, E
3 und E 4 bewiesen werden.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, es mogen zwei ver-
schiedene Geraden g und h und zwei verschiedene Punkte P und @ existie-
ren mit P € g,Q € g, P € hund @ € h. Nach E 4 existiert zu den beiden
Punkten P und @ genau eine Gerade, die diese beiden Punkte enthélt.
Die Geraden g und h miissen somit identisch sein, was im Widerspruch
zur Annahme steht.

Da die Aussage E 2 aus E 1, E 3 und E 4 beweisbar ist (bendtigt wird fiir den
Beweis nur E 4), ist es nicht nétig, sie als Axiom zu formulieren, sondern sie
kann als Satz bewiesen werden. Das System aus den Aussagen E 1 — E 4 ist
damit nicht unabhéngig bzw. nicht minimal, denn es ist mit dem (kleineren)
System aus den Aussagen E 1, E 3 und E 4 dquivalent.

Auch die Untersuchung der Unabhéngigkeit eines Axiomensystems kann mitun-
ter sehr schwierig sein. Mit der Frage, ob das System von Euklid unabhéngig
ist, haben sich Mathematiker iiber 2000 Jahre lang beschéftigt. Konkret ging es
dabei darum, ob das 5. Postulat (Parallelenpostulat) aus den anderen Axiomen
und Postulaten ableitbar ist. Im dritten Kapitel werden wir uns ausgiebig mit
diesem Problem (dem sogenannten Parallelenproblem) befassen.

Die dritte der grundlegenden Forderungen an ein Axiomensystem ist schlielich
die nach der Volilstindigkeit. Fin Axiomensystem ist im Sinne der mathemati-
schen Logik vollstindig, wenn es die Axiome ermoglichen, alle formulierbaren
Aussagen der axiomatisch aufzubauenden Theorie zu beweisen oder zu wider-
legen (d. h. ihr Gegenteil zu beweisen). Die vier Axiome aus Beispiel 1 sind
offenbar kein vollstdndiges Axiomensystem der Geometrie. So kann beispiels-
weise die Aussage
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Jede Gerade enthdlt mindestens drei Punkte.

auf der Grundlage dieser Axiome weder bewiesen noch widerlegt werden.

Welche Aussagen iiberhaupt formuliert werden kénnen, hingt von der Menge
der verwendeten Begriffe ab. Selbst wenn die Axiome aus Beispiel 1 zu einem
vollstindigen Axiomensystem (in Bezug auf die dort verwendeten Begriffe) er-
weitert wiirden, lieBen sich daraus noch keine Aussagen iiber Abstdnde oder die
Kongruenz geometrischer Figuren ableiten. Der oben beschriebene Vollstandig-
keitsbegriff im Sinne der mathematischen Logik reicht also nicht aus, um zu
gewihrleisten, dafl tatsichlich alle interessierenden geometrischen Aussagen aus
einem Axiomensystem abgeleitet werden kénnen. Dazu ist es neben der logischen
Vollstandigkeit des Axiomensystems notwendig, dafl ein hinreichendes System
von Begriffen betrachetet wird. Die Forderung nach der Vollstdndigkeit in die-
sem inhaltlichen Sinne ist also (anders als die nach der Widerspruchsfreiheit oder
die nach der Unabhingigkeit) keine rein logische Forderung. Die Zielstellung
bei der Axiomatisierung der Geometrie besteht ja gerade darin, ein Axiomen-
system zu schaffen, aus dem sich die aus der Anschauung bekannten und durch
praktische Verfahren (z. B. Messungen) erhaltenen Eigenschaften und Sétze der
Geometrie ableiten lassen. Die axiomatisch aufgebaute Geometrie soll also den
uns umgebenden Raum beschreiben.

An dieser Stelle driangt sich die Frage nach dem Verhdltnis einer axiomatisch-
deduktiv aufgebauten Theorie und der Realitit, also dem Verhiltnis von axio-
matischer Geometrie und dem real existierenden Raum sowie der Anschauungs-
geometrie, auf.

Wir differenzieren an dieser Stelle nicht zwischen dem realen Raum und unserer Anschauung
von diesem Raum. Dies bedeutet aber nicht, da Raum und Anschauung a priori gleichzusetzen
wiren. Die Frage, mit welcher Genauigkeit uns unsere Anschauung tatséichlich ein getreues
Abbild des Raumes liefert, mufl durchaus diskutiert werden. Wir werden uns damit im dritten
Kapitel beschiftigen. Wenn wir jetzt vom realen Raum sprechen, meinen wir damit zunéchst
den Anschauungsraum. Dieses Raumverstandnis ist fiir die Beschéftigung mit der euklidischen

Geometrie sinnvoll.

Wie im vorangegangenen Abschnitt ausgefiihrt, entstand die axiomatische Me-
thode, um Geometrie losgelost von der Anschauung auf rein deduktivem Wege
betreiben zu konnen. Sitze der Geometrie werden also nicht mehr der Anschau-
ung entnommen oder durch ,,Experimente“ gewonnen, sondern sie werden nach
logischen Regeln aus den Axiomen abgeleitet. Hat die Geometrie damit also
ihren Bezug zur Realitét verloren? Diese Frage kann verneint werden, denn bei
der Aufstellung eines Axiomensystems spielt die Betrachtung der Realitéit bzw.
die Anschauung eine wichtige Rolle, und das in zweierlei Hinsicht:
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1. Die Axiome miissen den Gegebenheiten des realen Raumes (bzw. unse-
ren Erfahrungen damit, also unserer Anschauung) Rechnung tragen und
diirfen diesen nicht widersprechen.

2. Die Axiome miissen ,ausreichend“ sein, um alle uns aus der Anschaung
oder der Praxis bekannten geometrischen Eigenschaften abzuleiten.

Diese beiden Gesichtspunkte miissen bei der Aufstellung eines Axiomensystems
der Geometrie beachtet werden. Dabei ist die Formulierung der Geometrie nicht
unproblematisch, denn die Geometrie gibt es nicht. Das Axiomensystem héngt
also immer davon ab, welche geometrischen Strukturen und Sachverhalte be-
schrieben werden sollen. Im ersten Kapitel haben wir bereits gesehen, dafl es
sinnvoll sein kann, sich mit einer ganz anderen als der ,,gewthnlichen* Geome-
trie zu beschéftigen, wobei dann natiirlich auch andere Axiome zugrundezulegen
sind. Die Geometrie, mit der wir uns in diesem Kapitel befassen, also die ,,nor-
male®, anschaulich zugéngliche Geometrie der Ebene bzw. des Raumes wird
euklidische Geometrie genannt.

Es soll nicht der Eindruck erweckt werden, dafl die Bedingungen 1. und 2. fiir
jedes Axiomensystem relevant sein miissen. So ist es mitunter durchaus sinn-
voll, mathematische Theorien zu untersuchen und axiomatisch aufzubauen, die
zunéchst keinen unmittelbaren praktischen oder anschaulichen Bezug haben. Im
dritten Kapitel werden wir uns mit einer Geometrie beschéiftigen, fiir die das
Axiom

E 3’: Es existiert eine Gerade g und ein Punkt P, der g nicht angehdort, so dafs
durch P zwei verschiedene Geraden verlaufen, die zu g parallel sind.

zutrifft. Die Beschéftigung mit einer solchen Geometrie war zunéchst rein in-
nermathematisch motiviert. Der Anschauung widerspricht das genannte Axiom.
Trotzdem hat diese nichteuklidische Geometrie eine Bedeutung fiir die Beschrei-
bung unserer realen Welt erlangt. Der Weg, einen bereits bekannten Gegenstand
(wie die ,gewthnliche* Geometrie) durch Axiomatisierung zu einer mathemati-
schen Theorie zu entwickeln, ist also durchaus nicht der einzig sinnvolle. In den
folgenden Abschnitten werden wir diesen Weg fiir die euklidische Geometrie
jedoch beschreiten.
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2.1.4 Ein Axiomensystem der euklidischen Geometrie

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir herausgearbeitet, dafl bei ei-
nem axiomatischen Aufbau zwei grundlegend verschiedene Arten von Begriffen
auftreten:

e (undefinierte) Grundbegriffe, deren Inhalt durch die Axiome bestimmt
wird, und

e definierte Begriffe, fiir die auf der Basis der Grundbegriffe Definitionen
angegeben werden koénnen.

Ebenso gibt es zwei Kategorien von Aussagen:
e Axiome (unbewiesene Grundaussagen) und

e S#tze (Aussagen, die aus den Axiomen auf logischem Wege abgeleitet
werden).

Es ist nicht von vornherein zwingend vorgegeben, welche Begriffe als Grund-
begriffe deklariert und welche definiert werden. So ist es zum Beispiel moglich,
den Begriff Kongruenz als Grundbegriff aufzufassen und den Begriff Bewegung
zu definieren, aber ebenso gibt es Axiomensysteme der euklidischen Geometrie,
bei denen der Grundbegriff Bewegung auftritt und auf dieser Grundlage die
Kongruenz definiert wird. Wir werden in diesem Buch einen ganz anderen Weg
withlen und den Begriff Abstand als Grundbegriff verwenden und daraus Bewe-
gungen und Kongruenz definieren. Auswahlméglichkeiten bestehen auch bei der
Festlegung der Axiome - hier ist zu entscheiden, welche Aussagen aus welchen
Aussagen bewiesen werden sollen.

Fiir ein und dieselbe mathematische Theorie kann es also recht unterschiedliche
Axiomensysteme geben. Fiir die euklidische Geometrie gibt es eine sehr grofie
Zahl von Axiomensystemen, die alle zueinander dquivalent sind, aber vollig ver-
schiedene Grundbegriffe und Axiome enthalten (siehe auch Abschnitt 2.7). Wel-
ches Axiomensystem benutzt wird, hingt von speziellen verfolgten Zielstellun-
gen ab und ist auch eine ,,Geschmacksfrage“. Oft steht ,,mathematische Eleganz*
dem leichten Verstindnis eines Axiomensystems gegeniiber. So ist beispielwei-
se die Forderung nach einem unbedingt minimalen Axiomensystem mit einigen
recht schwer verstédndlichen Axiomen verbunden.

Im Interesse der Einfachheit unseres Axiomensystems setzen wir die Mengen-
lehre und die reellen Zahlen als bekannt voraus und beschrénken uns zunéchst
auf die Geometrie der Ebene. Das Axiomensystem 148t sich aber leicht zu ei-
nem Axiomensystem der rdumlichen Geometrie weiterentwickeln, worauf im Ab-
schnitt 2.7.4 eingegangen wird. Als Grundbegriffe verwenden wir Punkt, Gerade
und Abstand. Alle anderen Begriffe konnen dann definiert werden. Die Axiome



62 KAPITEL 2. AXIOMATISCHER AUFBAU DER GEOMETRIE

lassen sich in 5 Aziomengruppen zusammenfassen, die sich jeweils auf bestimmte
Aspekte der Geometrie beziehen:

I. Inzidenzaxiome (2.2.1),

II. Abstandsaxiome (2.3.1),
III. Anordnungsaxiome (2.4.1),
IV. Bewegungsaxiom (2.5.1) sowie
V. Parallelenaxiom (2.6.1).

Die Zahlen in Klammern geben an, in welchen Abschnitten die Axiome der entsprechenden

Gruppen aufgefiihrt sind.

Die Gruppe der Inzidenzaxime beschiftigt sich mit der elementarsten geo-
metrischen Relation, ndmlich mit der Zusammengehorigkeit von Punkten und
Geraden. Das Wort Inzidenz kommt aus dem Lateinischen (incidere) und be-
deutet ,Hineinfallen“. Die Axiome I/1 und I/2 sind als Grundeigenschaften der
euklidischen Geometrie bereits aus dem Abschnitt 1.1.2 und aus Beispiel 1. in
Abschnitt 2.1.2 bekannt. Axiom I/3 ist notwendig, um zu gewihrleisten, dafl
Geraden nicht die leere Menge sein konnen, wihrend 1/4 verhindert, daf alle
Punkte auf einer Geraden liegen, was bedeuten wiirde, dal moglicherweise keine
ebene sondern lediglich eine ,lineare” Geometrie aufgebaut wird. Aulerdem si-
chert I/4 erst die Existenz von Punkten und in Verbindung mit I/2 die Existenz
von Geraden.

Auch die zweite Axiomengruppe (Abstandsaxiome) diirfte den Leserinnen
und Lesern nicht ganz unbekannt sein, da die Axiome den in der Definition 2
des ersten Kapitels (allgemeine Abstandsdefinition) geforderten Eigenschaften
entsprechen.

Die dritte Axiomengruppe (Anordnungsaxiome) enthélt das Axiom I11/1 der
linearen Anordnung, also der Anordnung der Punkte einer Geraden und ein
Axiom (III/2) der Anordnung der Punkte der Ebene. Dieses Axiom wird u. a.
zur Einfiihrung des Winkelbegriffs bendtigt. In den Anordnungsaxiomen treten
die Begriffe Strahl und Strecke auf. Diese beiden Begriffe sind jedoch keine
Grundbegriffe, sondern werden auf der Grundlage der Axiomengruppen I und
II definiert (siche Abschnitt 2.3.2).

Die Axiomengruppe IV (Bewegungsaxiom) besteht nur aus einem Axiom, das
wir in der sphiirischen Geometrie bereits als Satz kennengelernt haben (Satz 4
in Abschnitt 1.1.3). Wir werden dieses Axiom, das die Existenz und Eindeu-
tigkeit von Bewegungen sichert, benotigen, um Kongruenzgeometrie betreiben
zu konnen. Auch der Begriff der Bewegung ist in unserem Axiomensystem kein
Grundbegriff und kann mit Hilfe des Abstands zweier Punkte definiert werden.
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Das letzte Axiom (Parallelenaxiom) ist eine Teilaussage von E 3 aus Abschnitt
1.1.2 (bzw. aus Beispiel 1 in Abschnitt 2.1.2). Der andere Teil der Aussage von
E 3 (Existenz von Parallelen) kann aus den Axiomengruppen I — IV hergeleitet
werden, so dafl nur die Eindeutigkeit der Parallelen als Axiom formuliert werden
mufl.

Die Reihenfolge der Axiomengruppen ist nicht beliebig, da sie aufeinander auf-
bauen, zum Beispiel miissen fiir die Axiome der Gruppen III und IV die ersten
beiden Axiomengruppen vorausgesetzt werden.

Eine Ausnahme bildet das Parallelenaxiom (Axiomengruppe V), welches auch bereits in die
erste Axiomengruppe eingeordnet werden kénnte. Wir tun dies deshalb nicht, weil es interes-
sant ist, zu untersuchen, welche Aussagen aus den Axiomengruppen I — IV (ohne V) folgen
und weil wir im dritten Kapitel eine Geometrie untersuchen wollen, in der alle Axiome aufler

dem Parallelenaxiom gelten.

Mit den Axiomengruppen I — V steht ein vollstindiges Axiomensystem der (ebe-
nen) euklidischen Geometrie zur Verfiigung. Entwickelt wurde dieses Axiomen-
system in den sechziger Jahren von dem russischen Mathematiker und Mathe-
matikdidaktiker KOLMOGOROV (siehe [23]), der vor allem durch seine Arbei-
ten auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannt wurde. Wesentliche
Grundideen, auf denen das Axiomensystem aufgebaut ist, wurden jedoch von
KAGAN bereits 1902 vorgestellt (siehe [19]).
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2.2 Inzidenzgeometrie

In diesem Abschnitt sowie in den Abschnitten 2.3 — 2.6 werden wir die wich-
tigsten Sdtze und Eigenschaften der euklidischen Geometrie aus den Axiomen
I/1 = V herleiten. Wir beginnen dabei mit denjenigen geometrischen Aussagen,
die allein mit Hilfe der Inzidenzaxiome bewiesen werden kénnen und betrei-
ben danach durch schrittweise Hinzunahme der Gruppen II, III, IV und V einen
ystufenweisen“ Aufbau der Geometrie. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dafl von
einfacheren zu komplizierten Aussagen ,aufgestiegen® wird und die Ubersicht-
lichkeit besser gewahrt bleibt als dies der Fall wire, wenn sofort alle Axiomen-
gruppen betrachtet wiirden. Vor allem ist es aber auch eine sehr interessante
Frage, welche Axiomengruppen fiir den Beweis bestimmter S#tze ausreichen.
Insbesondere interessiert in Vorbereitung auf das dritte Kapitel, welche Satze
ohne das Parallelenaxiom bewiesen werden kénnen und fiir welche dieses Axiom
unverzichtbar ist. Dieser Frage 148t sich bei bei einem stufenweisen Aufbau sehr
gut nachgehen.

Da ein logisch-deduktiver Aufbau der Geometrie aus den Axiomen betrieben
werden soll, darf fiir Beweise und Herleitungen nicht die Anschauung herange-
zogen werden.

Bei einigen Beweisen wird dennoch mit Skizzen gearbeitet. Diese dienen jedoch ausschliellich
der Findung der Beweisidee bzw. der Erlduterung des Beweisgedankens und sind kein Teil
des eigentlichen Beweises, der durch Zuriickfithrung der Behauptung auf Axiome oder bereits

bewiesene Siatze erfolgt.

Ein streng logisch-deduktives Arbeiten stellt in der Geometrie eine besondere
Schwierigkeit dar, da geometrische Begriffe immer anschauliche Vorstellungen
hervorrufen, was abstraktes Arbeiten in der Geometrie erschwert. Aus dem er-
sten Kapitel wurde jedoch deutlich, dafl Begriffe wie beispielsweise Strecke und
Gerade auch in einer anderen als der zunéchst naheliegenden Art gedeutet wer-
den koénnen.

Neben der Frage, welche Sétze der Geometrie aus bestimmten Axiomengrup-
pen folgen, ist auch interessant, welche geometrischen Eigenschaften aus den
entsprechenden Axiomen heraus noch nicht gegeben sind. Dazu werden Modelle
einzelner Axiomengruppen betrachtet, die verdeutlichen, welche , Spielrdume*
diese Axiomengruppen offenlassen. Je mehr Axiome hinzugezogen werden, de-
sto kleiner werden diese ,,Spielrdume* und demnach die Vielfalt der moéglichen
Modelle.

Alle Definitionen und Sétze in diesem Kapitel sind mit einer rémischen und einer arabischen
Ziffer bezeichnet, wobei die Romische Ziffer angibt, auf der Grundlage welcher Axiomengruppe
der entsprechende Begriff definiert oder der entsprechende Satz bewiesen wurde.

Unter Inzidenzgeometrie wird die Herleitung von Folgerungen aus den Inziden-
zaxiomen und die Betrachtung von Modellen dieser Axiomengruppe verstanden.
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Dariiber hinaus ist der Begriff Inzidenzgeometrien als Bezeichnung fiir einzelne
konkrete Modelle der Inzidenzaxiome gebréuchlich.

2.2.1 Folgerungen aus den Inzidenzaxiomen

I. Inzidenzaxiome
I/1 Jede Gerade ist eine Punktmenge.

1/2 Zu zwei beliebigen, voneinander verschiedenen Punkten gibt es ge-
nau eine Gerade, welche diese beiden Punkte enthdlt.

1/3 Jede Gerade enthilt mindestens einen Punkt.

1/4 Es existieren (mindestens) drei Punkte, die nicht einer Geraden
angehdren.

Bevor die wichtigsten Sétze auf Grundlage der Axiome I/1 —I/4 bewiesen wer-
den, sind einige Bezeichnungen und Sprechweisen zu kliren.

e Punkte werden mit Grofibuchstaben A, B, Q. .., Geraden mit Kleinbuch-
staben a,b,g,...oder durch zwei Punkte, die der entsprechenden Gera-
den angehoren (AB, PQ usw.), bezeichnet. Die Rechtfertigung fiir letzte-
re Schreibweise stellt das Axiom I/2 dar, wonach durch zwei verschiedene
Punkte eine Gerade eindeutig bestimmt wird.

e P ist die Menge aller Punkte, G die Menge aller Geraden. Die Menge aller
Punkte wird auch Ebene genannt.

e Folgende Schreibweisen werden synonym verwendet:

— Der Punkt P ist Element der Geraden g (P € g).

P inzidiert mat g.

— P gehort g an.
— P liegt auf g.

P ist ein Punkt der Geraden g.

e Ebenfalls synonym gebraucht werden:

— P ist ein gemeinsamer Punkt der Geraden g und h.
— P ist Schnittpunkt der Geraden g und h.

— P e gnh oder (falls g und h nur den einen Punkt gemeinsam haben,
also nicht identisch sind) {P} = g N h.
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o Zwei Geraden schneiden sich, falls sie einen gemeinsamen Punkt haben
und heiflen parallel, falls sie keinen gemeinsamen Punkt haben oder iden-
tisch sind. (Identisch sind zwei Geraden, wenn es sich bei beiden um die-
selbe Punktmenge handelt.)

Def. 1.1: Die Punkte P, Q, R... heiffen kollinear, falls es eine Gerade g gibt,
der alle diese Punkte angehdren.

Wir beweisen im folgenden die beiden einzigen einigermaflen interessanten Sétze,
die sich aus den Inzidenzaxiomen ableiten lassen.

Satz I.1:

a) Zwei Geraden, die nicht identisch sind, haben hichstens einen Punkt ge-
meinsam.

b) Sind g und h Geraden und existieren zwei voneinander verschiedene Punk-
te P und Q, die beide sowohl auf g als auch auf h liegen, so sind g und h
tdentisch.

Beweis: Die Aussage b) ist die Kontraposition zu Aussage a). Beide Aussagen
sind somit dquivalent und es geniigt, b) zu zeigen. Wegen Axiom I/2 existiert
genau eine Gerade, die P und @ enthilt. Daher muf} es sich bei ¢ und h um
ein- und dieselbe Gerade handeln. g

Satz 1.2: Es existieren (mindestens) drei paarweise voneinander verschiedene
Geraden.

Beweis:

e Nach Axiom I/4 existieren drei Punkte A, B und C, die nicht kollinear
sind.

e Diese Punkte sind paarweise voneinander verschieden, denn wére beispiels-
weise A = B, so wiirde B auf der (nach I/2 existierenden) Geraden AC
liegen, die Punkte A, B und C wéren somit kollinear. Ebenso kann nicht
B = C oder A =C sein.

e Durch A und B gibt es nach I/2 eine Gerade AB, durch A und C eine
Gerade AC sowie durch B und C eine Gerade BC.

e Die Geraden AB und AC sind voneinander verschieden, denn wéiren sie
identisch, so wiirden die Punkte A, B und C' auf einer Geraden liegen.
Diese drei Punkte sollten aber gerade nichtkollineare Punkte sein. Mit
derselben Begriindung gilt auch, dal AB und BC sowie AC und BC
voneinander verschieden sind. Die Geraden AB, AC' und BC erfiillen also
unsere Behauptung. O
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Zugegebenermafien enthalten die Sdtze 1 und 2 keine besonders ,,weltbewegen-
den®“ Aussagen. Das liegt daran, dafl die Inzidenzaxiome allein zu ,;schwach®
sind, um interessantere geometrische Sachverhalte daraus abzuleiten. Um dies
zu verdeutlichen, betrachten wir im folgenden einige Modelle dieser Axiomen-

gruppe.
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2.2.2 Modelle der Inzidenzaxiome

Unter einem Modell einer mathematischen Theorie (im hier vorliegenden Fall
der Axiome I/1 — I/4) verstehen wir die Interpretation dieser Theorie in ei-
ner bereits bekannten (mathematischen oder nichtmathematischen) Struktur.
Das bedeutet, dafl die in der Theorie verwendeten Grundbegriffe innerhalb der
bekannten Struktur eine konkrete Bedeutung zugewiesen bekommen und un-
tersucht wird, ob bei dieser Interpretation der Grundbegriffe die Axiome der
Theorie erfiillt sind. Wir betrachten dazu ein Beispiel:

Modell 1:

Gegeben seien vier Halbkugeln H;... Hy. Setzt man zwei dieser Halbkugeln H;
und H; zusammen, so ergibt sich daraus eine Kugel K;;, wobei wir die Halb-
kugeln als Elemente der Kugel und die Kugel als Vereinigungsmengen jeweils
zweier Halbkugeln auffassen (K12 = Hy U Hj). Unsere Struktur besteht also aus
vier Halbkugeln und der ,,Operation“, Halbkugeln zu Kugeln zusammenzufiigen.
Diese Struktur darf als (zumindest intuitiv) bekannt vorausgesetzt werden. Die
Grundbegriffe unserer Theorie interpretieren wir in dieser Struktur folgender-
maflen:

P := Menge der Halbkugeln H;,... Hy ,
G := Menge aller moglichen Kugeln, die sich durch diese vier Halbkugeln zu-
sammensetzen lassen, also Ko, K13, K14, Ko3, K24 und Kay.

Die Axiome der Gruppe I sagen fiir dieses Modell nun folgendes aus:
I/1 Jede Kugel ist eine Menge von Halbkugeln.

I/2 Zu zwei beliebigen, voneinander verschiedenen Halbkugeln gibt es genau
eine Kugel, welche diese beiden Halbkugeln enthélt.

I/3 Jede Kugel enthélt mindestens eine Halbkugel.

I/4 Es existieren (mindestens) drei Halbkugeln, die nicht einer Kugel an-
gehoren.

Offensichtlich gelten alle diese Aussagen. Modell 1 ist also tatséchlich ein Modell
der Inzidenzaxiome.

Innerhalb des Modells 1 wurden die Grundbegriffe ,, Punkt* und ,, Gerade* defi-
niert. Kénnen Grundbegriffe also doch definiert werden? Die Antwort auf diese
Frage ergibt sich daraus, dal die Definitionen fiir Punkt und Gerade nur auf
das spezielle Modell bezogen sind. Es handelt sich dabei also nicht um allge-
meingiiltige Definitionen dieser Begriffe sondern lediglich um modellbezogene
Interpretationen. In anderen Modellen werden diese Begriffe vollig anders defi-
niert (interpretiert).
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Eine Versténdnisschwierigkeit diirfte sich aus der Formulierung ,,Interpretation
in einer bekannten Struktur® ergeben. Wahrend fiir den theoretisch-axiomatischen
Aufbau der Geometrie die streng deduktive Herleitung aller Aussagen gefor-
dert wird, machen wir innerhalb des Modells von anschaulich einleuchtenden
Tatsachen Gebrauch. Dies ist daher gerechtfertigt, daff mit der Betrachtung
von Modellen ein vollig anderes Ziel verfolgt wird, als mit dem axiomatischen
Aufbau einer Theorie. Da wir bei dem Aufbau einer Theorie bildlich gespro-
chen ,Neuland“ betreten, ist hierbei, also bei der Ableitung allgemeingiiltiger
SchluBlfolgerungen, ein besonders exaktes Vorgehen notig. Bei der Betrachtung
von Modellen bewegen wir uns hingegen auf , vertrautem Terrain®“. Ein Ziel
der Betrachtung von Modellen besteht in der Veranschaulichung bestimmter
Aspekte einer Theorie. Aus dem Modell kénnen unter keinen Umsténden allge-
meingiiltige Schluflfolgerungen fiir die Theorie abgeleitet werden.

Ein zweites Ziel bei der Betrachtung von Modellen besteht darin, die Wider-
spruchsfreiheit einer Theorie zu belegen. Lassen sich ndmlich die Grundbegriffe
einer Theorie innerhalb einer bekannten Struktur in einer Weise interpretieren,
dafl die Axiome wahre Aussagen ergeben, dann kann diese Theorie keine Wider-
spriiche enthalten, falls nicht in der Struktur an sich Widerspriiche auftreten.
In Hinblick auf den Aspekt des Nachweises der Widerspruchsfreiheit ist es also
giinstig, auf ,,abgesichertere” Strukturen zuriickzugreifen als im Modell 1. Dafiir
bietet sich beispielsweise die Mengenlehre an.

Modell 2:

Wir betrachten eine Menge M, die aus vier Elementen A, B, C und D besteht.
Diese Elemente nennen wir Punkte, alle Zweiermengen von (verschiedenen) Ele-
menten dieser Menge Geraden. Mit den zu Beginn des Abschnitts eingefiihrten
Bezeichnungen ist also

P =M und
G = {{A,B},{A,C},{A,D},{B,C},{B,D},{C,D}}.
Der Leser kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl auch fiir das Modell 2 die

Axiome I/1 — I/4 erfiillt sind, es handelt sich bei diesem Modell lediglich um
eine ,,schmucklose“ Version von Modell 1.

Zur Veranschaulichung von Modellen werden hiufig Skizzen genutzt. Eine mogli-
che Veranschaulichung von Modell 2 zeigt die Abbildung BXT1 Die Punkte des
Modells sind dabei als Punkte der Zeichenebene dargestellt und die Zweiermen-
gen von Punkten (Geraden) durch Verbindungsstriche zwischen den Punkten
angedeutet.

Es sei an dieser Stelle noch einmal auf die nunmehr drei verschiedenen Bedeu-
tungen des Begriffs Punkt verwiesen:

e Punkt in der Theorie = Durch die Axiome bestimmte Objekte,
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e Punkt im Modell 2 = Element einer beliebigen Vierermenge sowie

e Punkt in der Zeichnung = , Farbhiigel“ auf dem Papier.

Aufgabe 1: Weisen Sie nach, dal durch P = {A, B,C,D} (beliebige vier-
elementige Menge) und G = {{A4, B,C},{A,B,D},{A,C,D},{B,C, D}} (alle
dreielementigen Teilmengen von P) kein Modell der Axiomengruppe I gegeben
ist! Welche Axiome der Gruppe I sind nicht erfiillt?

In jedem Modell der Axiomengruppe I miissen selbstverstdndlich die Sétze 1
und 2 gelten, da diese Sétze allgemeingiiltig aus den Axiomen bewiesen wurden.

Die Giiltigkeit der genannten S#tze innerhalb der Modelle liele sich leicht nachpriifen, diese
Uberpriifung ist jedoch nicht notwendig.

Prinzipiell gelten in einer Struktur, in der eine Menge von Axiomen erfiillt ist,
auch alle Folgerungen aus diesen Axiomen. Diese Tatsache ist vor allem deshalb
interessant, weil daraus resultiert, dafl Aussagen, die in irgendeinem Modell nicht
zutreffen, aus den Axiomen nicht herleitbar sein kénnen. (Wéren sie némlich
allgemeingiiltig herleitbar, so miifiten sie in jedern Modell gelten.)

In den Modellen 1 und 2 existieren 4 Punkte und 6 Geraden, wobei jede Gerade
zwei Punkte enthilt. Diese Eigenschaften der beiden Modelle sind natiirlich
nicht allgemeingiiltig aus den Axiomen ableitbar (in anderen Modellen gibt es
andere Anzahlen von Punkten, Geraden usw.). Trotzdem lassen sich aus der
Tatsache, daf} es in einem konkreten Modell nur endliche Anzahlen von Punkten
und Geraden gibt, interessante Schlufolgerungen ziehen:

Es kann aus den Axiomen I/1 —I/4 nicht abgeleitet werden, daf
e unendlich viele Punkte existieren,

e unendlich viele Geraden existieren und

{C,D} c
D C
{A,C}
{A.C} {B.C}
{4, D} {B,C}
{B.D}
A B ¢ ®
{A, B} A {A, B} B

Abbildung 2.1: Abbildung 2.2:



2.2. INZIDENZGEOMETRIE 71

o jede Gerade unendlich viele Punkte enthilt.

Mit Hilfe von Modellen lassen sich also Nichtableitbarkeitsaussagen treffen. Da
unser letztendliches Ziel darin besteht, eine mathematische Theorie aufzubau-
en, welche die Anschauungsgeometrie widerspiegelt, wird es also notwendig sein,
durch weitere Axiomengruppen die Existenz von unendlich vielen Punkten, Ge-
raden usw. zu sichern. Zunédchst wenden wir uns jedoch der Frage zu, ob die
Modelle 1 und 2 minimal sind oder ob noch weniger Punkte und Geraden exi-
stieren konnen. Dazu untersuchen wir noch ein weiteres Modell.

Modell 3:
Es sei M = {A, B,C} eine beliebige dreielementige Menge. Die Elemente von
M seien Punkte, alle zweielementigen Teilmengen von M Geraden:

P = M,
G := {{A,B},{A,C},{B,C}} (siehe Abb.[Z3Z).
Aufgabe 2:

a) Begriinden Sie, dafl in Modell 3 die Axiome der Gruppe I gelten!

b) Begriinden Sie, dafi es keine Modelle der Axiomengruppe I geben kann,
die weniger Punkte oder Geraden enthalten als Modell 3!

Bei allen bisher betrachteten Modellen handelte es sich um endliche Modelle
(d. h. Modelle mit endlich vielen Punkten). Diese Modelle sollten veranschauli-
chen, wie vielfiltig die Begriffe Punkt und Gerade interpretiert werden kénnen,
solange nur die Inzidenzaxiome betrachtet werden. Natiirlich gibt es auch Mo-
delle fiir diese Axiomengruppe, die ,normalen“ geometrischen Vorstellungen
weitaus mehr entsprechen. Geeignete Strukturen, die dafiir zugrundegelegt wer-
den konnen, lassen sich in der linearen Algebra finden.

Modell 4:

Punkte und Geraden werden, wie in der analytischen Geometrie des R? {iblich,
definiert, wobei mit R? der zweidimensionale reelle Zahlenraum, also die Menge
aller Paare reeller Zahlen bezeichnet wird:

P = R’={(z,y)|z,yc R},
G = {{@y)|ax+by+c=0; a,bccR;a®+b>#0}}.

Aufgabe 3. Weisen Sie nach, dal Modell 4 tatséchlich ein Modell der Inziden-
zaxiome ist, dafl also die Axiome I/1 —I/4 erfiillt sind!

Offenbar wird der Begriff Modell in der Mathematik in recht unterschiedlicher
Weise gebraucht. Im ersten Kapitel haben wir mit der sphérischen Geometrie
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ein mathematisches Modell fiir einen realen Sachverhalt entwickelt, also einen
Aspekt, der uns umgebenden Wirklichkeit mathematisch modelliert, wihrend
die in diesem Abschnitt betrachteten Modelle mit dem Ziel behandelt wurden,
eine mathematische Theorie zu interpretieren, zu veranschaulichen und ihre Wi-
derspruchsfreiheit nachzuweisen. Der Ausgangspunkt fiir die Aufstellung dieser
Modelle war also ein véllig anderer (die Modelle haben auch eine génzlich an-
dere Funktion). Die folgende Bezugnahme auf die sphirische Geometrie soll
verdeutlichen, dafl es dennoch mdoglich ist, ein und denselben Gegenstand aus
sehr verschiedenen Blickwinkeln zu betrachten. Wir werden jetzt untersuchen,
inwiefern die sphérische Geometrie ein Modell der Axiomengruppe I ist oder
durch leichte Variationen zu einem solchen gemacht werden kann.

Aus den Vergleichen zwischen den Grundeigenschaften der sphérischen und der
ebenen Geometrie in Abschnitt 1.1.2 geht hervor, dafl nicht alle Axiome der
Gruppe I in der sphérischen Geometrie gelten. Durch eine andere Definition des
Begriffs Punkt auf der Sphire (ndmlich als diametrales Punktepaar) kann die
sphérische Geometrie jedoch zu einem Modell dieser Axiomengruppe ,,angepaf3t*
werden:

Modell 5:

P sei die Menge aller diametralen Punktepaare einer Sphéire. Da Groflkreise zu
jedem Punkt der Sphére auch den dazugehorigen diametralen Punkt enthalten,
ist es gerechtfertigt, G als die Menge aller Grofikreise zu definieren. Die Giiltig-
keit der Axiome I/1 — I/4 liegt bei dieser Definition von Punkten und Geraden
auf der Hand.

Die Vielfalt der moglichen Modelle ist fiir die Axiomengruppe I also noch sehr
grof3. Durch die Hinzunahme weiterer Axiomengruppen in unsere Betrachtungen
wird die Zahl der Modelle immer kleiner werden und die Gestalt der Modelle
wird immer mehr den Vorstellungen von einer Geometrie der Ebene entsprechen.
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2.3 Abstandsaxiome, Folgerungen und Modelle

2.3.1 Modelle der Inzidenz- und Abstandsaxiome

Wir untersuchen im folgenden, welche der im letzten Abschnitt behandelten
Modelle zu Modellen ausgebaut werden koénnen, die neben den Inzidenzaxio-
men auch die Abstandsaxiome erfiillen.

II. Abstandsaxiome

II/1 Zu zwei beliebigen Punkten A und B gibt es eine nichtnegative
reelle Zahl d mit d=0 <= A= B. (Diese Zahl wird als Abstand
| AB| der Punkte A und B bezeichnet.)

I1/2 Fiir zwei beliebige Punkte A und B gilt | AB|=|BA].
I1/3 Fir drei beliebige Punkte A, B und C' gilt

|AB|+|BC| > [|AC] .

Falls A, B und C auf einer Geraden liegen, so gilt eine der drei

Gleichungen
|AB|+|BC| = |AC|
|AC|+|CB| = [AB],
|BA[+[AC| = |BC| ;

ist umgekehrt eine dieser drei Gleichungen erfillt, so liegen A, B
und C auf einer Geraden.

Um Modelle der Axiomengruppe I zu Modellen der Axiomengruppen I und
IT zu erweitern, muf} in diesen Modellen der Abstandsbegriff geeignet festgelegt
werden. Wir betrachten zunéchst die endlichen Modelle 1, 2 und 3. Diese Modelle
enthalten jeweils drei (Modell 3) bzw. vier Punkte (Modelle 1 und 2). Da sich
die Modelle 2 und 3 sehr d&hneln und Modell 1 lediglich einen Spezialfall von
Modell 2 darstellt, definieren wir den Abstand fiir alle drei Modelle auf die
gleiche Weise.

Definition des Abstands fiir die Modelle 1, 2 und 3:

Es seien P, @ € P, also Punkte innerhalb der entsprechenden Modelle, in Modell
1 dementsprechend Halbkugeln sowie in den Modellen 2 und 3 Elemente einer
beliebigen vier- bzw. dreielementigen Menge. Als Abstand | PQ | der Punkte P
und @ legen wir fest:
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e Die Zahl 1, falls P und Q verschieden sind.
e Die Zahl 0, falls P und Q identisch sind.

Die Leserinnen und Leser kénnen sich leicht davon iiberzeugen, dafl alle drei
Modelle mit dieser Abstandsdefinition den Axiomen II/1 — II/3 geniigen. Der
zweite Teil der Aussage des Axioms II/3 wird dadurch gesichert, dafl in allen
drei Modellen Geraden jeweils aus nur zwei Punkten bestehen. Der Begriff des
Abstands hat in diesen Modellen natiirlich eine sehr abstrakte Bedeutung und
nichts mit rdumlicher Entfernung oder d&hnlichem zu tun. Der Abstand zweier
Punkte kann nur zwei Werte (0 und 1) annehmen und beschreibt lediglich die
Tatsache, ob diese Punkte identisch oder voneinander verschieden sind.

Erweiterung des Modells 4 zu einem Modell der Inzidenz- und Ab-
standsaxiome:

Es seien P,Q € R? mit P = (p1,p2) und Q = (q1,q2). Als Abstand der Punkte
P und () bezeichnen wir die Zahl

| PQ |:== v/ (¢1 — p1)2+ (g2 — p2)? .

Aufgabe 4:

a) Weisen Sie nach, dafi das Modell 4 mit dieser Festlegung des Abstands ein
Modell der Axiomengruppen I und II ist!

b) Zeigen Sie, dafl dies auch dann zutrifft, wenn der Abstand durch

| PQ =7 /(g1 —p1)? + (g2 — p2)?
(mit 7 € R und 7 > 0) definiert wird!

Im folgenden wird untersucht, ob der R? auch mit einer anderen als der oben
angegebenen (gemeinhin iiblichen) Abstandsdefinition ein Modell der Inzidenz-
und Abstandsaxiome ist. Besonders interessant ist die Frage, ob fiir den Abstand
zweier Punkte P und ) auch

| PQ |:==|q1 —p1 |+ |2 —p2 |

gesetzt werden kann. Eine solche Definition des Abstands kann durchaus durch
praktische Uberlegungen motiviert sein. Der Abstand der Punkte P und Q
entspricht in diesem Falle nidmlich gerade der Summe der (,,gewthnlichen®)
Streckenlingen der (zueinander senkrechten) Strecken PX und X@Q, wobei X
die Koordinaten (qi,p2) hat (siehe Abbildung 23). Diesen Abstand hat ein
Autofahrer zuriickzulegen, der in einer Stadt mit parallelen bzw. zueinander
senkrechten Straffen vom Punkt P zum Punkt @ gelangen méchte (sofern nicht
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Verkehrsschilder Umwege erzwingen). Die Geometrie des R? (oder einer diskre-
ten Teilmenge des R?, z. B. N2 — Menge aller Paare natiirlicher Zahlen) mit
dieser Abstandsdefinition wird daher auch als Tazigeometrie bezeichnet.

Natiirlich ist auch eine Stadt mit senkrechten und parallelen Straflen ein idealisierendes Modell
realer Verhéltnisse. Jedoch stellt die Taxigeometrie ein wesentlich besseres Modell in Hinblick
auf den im Verkehr zuriickzulegenden Abstand zweier Punkte dar, als die gewdhnliche ebene
Geometrie, da nach deren Abstandsdefinition das Einschlagen des kiirzesten Weg stets das

Durchdringen von Héusern voraussetzt.

Offensichtlich geniigt die Tazigeometrie den Abstandsaxiomen IT/1 und IT/2 (die
Inzidenzaxiome sind ohnehin erfiillt, wie bereits im vorigen Abschnitt gezeigt
wurde) und auch der erste Teil der Aussage des Axioms II/3 (Dreiecksunglei-
chung) trifft auf dieses Modell zu. Die zweite Bedingung dieses Axioms wird
jedoch verletzt, denn offensichtlich gilt fiir die Punkte P, @ und X in Abbildung
die Gleichung |PX |+ | XQ| = | PQ]|, wobei P,Q und X nicht auf einer
Geraden liegen.

Es stellt sich die Frage, ob es fiir die Taxigeometrie sinnvoll ist, die Geraden
anders zu definieren als in Modell 4. In der Tat erscheint die ,, herkémmliche
Geradendefinition hierfiir wenig geeignet, da von Strecken (die ja Teile von Ge-
raden sind) im allgemeinen verlangt wird, daf sie die kiirzeste Verbindung zwi-
schen zwei Punkten darstellen. Eben diese Uberlegung lag auch der Einfithrung
der sphérischen Strecken im ersten Kapitel zugrunde.

In unserem axiomatischen Aufbau der Geometrie haben wir den Begriff Strecke noch nicht
eingefithrt. An dieser Stelle, also bei der Behandlung eines Modells, verwenden wir diesen
Begriff im Sinne der Anschauungsgeometrie bzw. der analytischen Geometrie des R?, die dem
Modell als bereits bekannte Struktur zugrundeliegt.

Die Eigenschaft, kiirzeste Verbindung zweier Punkte zu sein, besitzen die gewthn-
lichen Strecken in der Taxigeometrie offensichtlich nicht. In Hinblick darauf er-

Qla1,q2) Q

]

P(p1,p2) X(q1,p2) P

Abbildung 2.3: Abbildung 2.4:
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scheint es sinnvoller, Gebilde wie in Abbildung auf Seite [75] als Strecken
zu definieren. Dabei gehort jeder Punkt innerhalb des Rechtecks mit den (ge-
geniiberliegenden) Eckpunkten P und @ einer Strecke mit diesen beiden Punk-
ten als Endpunkten an.

Aufgabe 5: Geben Sie eine den vorangegangenen Uberlegungen entsprechende
Definition des Begriffs Gerade an und weisen Sie nach, dafl die Taxigeometrie
bei dieser Definition der Geraden alle Abstandsaxiome erfiillt!

Zu einem Modell der Axiomengruppen I und II wird die Taxigeometrie auch bei
einer derartigen , praxisnahen“ Definition von Strecken und Geraden nicht, da
solche Geraden natiirlich nicht eindeutig durch zwei Punkte festgelegt werden
und somit Axiom I.2 in diesem Modell nicht gilt. Die Eindeutigkeit der Zu-
ordnung einer Geraden zu zwei Punkten entspricht auch nicht der praktischen
Intention dieses Modells, da es im allgemeinen méglich ist, den kiirzesten Weg
zwischen zwei Punkten auf verschiedenen Strecken zuriickzulegen.

2.3.2 Folgerungen aus den Axiomengruppen I und II;
Strecken und Halbgeraden

Die Tatsache, dafl es méglich ist, die (gewdhnlicher geometrischer Vorstellung
kaum entsprechenden) Modelle 1, 2 und 3 sowie 5 durch eine geeignete Ab-
standsdefinition zu Modellen der Axiomengruppen I und II auszubauen, 148t
vermuten, dafl auch aus diesen beiden Axiomengruppen nur wenige Folgerungen
iiber die geometrische Struktur der Ebene abgeleitet werden kénnen. Insbeson-
dere die Tatsache, da3 Abstéinde in derart abstrakter Weise aufgefait werden
konnen wie in den Modellen 1 — 3, deutet darauf hin, daf§ kaum Eigenschaf-
ten des Abstands, die iiber die Axiome hinausgehen, nachweisbar sind. Dazu
wird es also weiterer Axiomengruppen bediirfen. Allerdings ermdoglichen es die
Abstandsaxiome, die Zwischenrelation fiir Punkte einzufithren und darauf auf-
bauend die Begriffe Strecke und Halbgerade zu definieren sowie diesbeziiglich
einige elementare Aussagen zu beweisen. Es sei hierbei darauf verwiesen, dafl
diese Betrachtungen bereits in den Bereich der Anordnungsgeometrie gehoren.
Da wir im Gegensatz zum Aufbau anderer Axiomensysteme jedoch die Abstand-
saxiome direkt nach die Inzidenzaxiome gestellt haben, ergeben sich daraus auch
einige Eigenschaften der Anordnungsgeometrie, die ansonsten erst mit Hilfe der
Anordnungsaxiome bewiesen werden kénnen oder selbst als Axiome formuliert
werden miissen.

Def. 11.1: Ein Punkt B liegt zwischen zwei Punkten A und C, falls | AB| +
| BC'| = | AC| gilt sowie B von A und C verschieden ist. Falls B zwischen A
und C liegt, so wird dafiir die Schreibweise Zw(A, B, C) verwendet.

Folgerung II.1: Falls ein Punkt B zwischen zwei Punkten A und C liegt, so
liegt er auch zwischen C und A, aus Zw(A, B,C) folgt also Zw(C, B, A).
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Beweis: Zw(A, B, C) bedeutet nach Def. II.1, dal | AB |+ | BC'| = | AC'| gilt,
was wegen Axiom II.2 mit |CB|+ |BA| = | CA| gleichbedeutend ist, woraus
sich die Behauptung sofort ergibt. O

Folgerung I1.2: Falls Zw(A, B,C) gilt, so sind die Punkte A, B und C kolli-
near.

Folgerung I1.3: Von drei verschiedenen kollinearen Punkten liegt stets (min-
destens) einer zwischen den beiden anderen.

Daf3 stets genau einer von drei kollinearen Punkten zwischen den beiden anderen liegt, folgt

erst unter Heranziehung des Anordnungsaxioms III/1.
Aufgabe 6: Beweisen Sie die Folgerungen II.2 und II.3!

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dafl keinesfalls die Ezistenz dreier Punkte A, B
und C mit Zw(A, B, C) nachgewiesen werden kann. Dies 148t sich leicht dadurch
begriinden, dafl in den Modellen 1, 2 und 3 Geraden jeweils nur zwei Punkte
enthalten und drei kollineare Punkte deshalb iiberhaupt nicht vorhanden sind.
Selbstverstindlich gelten in allen Modellen der Axiomengruppen I und II die
drei oben aufgefithrten Folgerungen. Bei genauer Betrachtung 1483t sich jedoch
feststellen, daf die Voraussetzungen fiir diese Folgerungen nicht erfiillt sind, falls
nicht drei kollineare Punkte existieren. Somit gelten diese Folgerungen zwar,
beinhalten aber fiir bestimmte Modelle nur eine Aussage iiber die leere Menge.

Def. 11.2:

a) Als offene Strecke (AB) zwischen den (voneinander verschiedenen) Punk-
ten A und B wird die Menge aller Punkte X bezeichnet, die zwischen A
und B liegen:

(AB) ={X | X €P; Zw(A,X,B)} .
b) Als abgeschlossene Strecke AB (oder kurz Strecke) wird die Vereini-

gungsmenge der offenen Strecke (AB) mit den Punkten A und B bezeich-
net:

AB := (AB)U{A,B} .

¢) Die Punkte A und B heiffen Endpunkte der Strecke AB .

d) Eine Strecke AB wird auch Verbindungsstrecke der beiden Punkte A
und B genannt.

e) Der Abstand | AB | heifit Linge der Strecke AB .
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Die Bezeichnung Linge der Strecke fiir die Zahl | AB| ist nicht ganz korrekt,
aber weithin verbreitet. Korrekt wire es, diese Zahl als Ldngenmaj$ oder Majf-
zahl zu bezeichnen. Eine Streckenléinge ist streng genommen keine Zahl, sondern
eine Aquivalenzklasse kongruenter Strecken. Um unnétige Schwierigkeiten zu
vermeiden und in Anbetracht der Tatsache, dafl in der Umgangssprache (aber
auch im Mathematikunterricht) Lingenmaflzahlen einfach nur Lingen genannt
werden, benutzen wir diese Bezeichnung ebenfalls.

Aufgabe 7: Formulieren Sie die Folgerungen I1.1 — I1.3 so, daf} sie zu Aussa-
gen tiber Strecken werden (statt iiber die Zwischenrelation von Punkten), und
begriinden Sie, daB die offenen Strecken (AB) und (BA) sowie die Strecken AB
und BA jeweils identisch sind! Geben Sie alle Strecken an, die in den Modellen
2 und 3 auftreten!

Def. I1.3: Es seien O und A zwei verschiedene Punkte
a) Die Mengen OA™ und OA~ mit

OAT :={P|PecP, Zw(OAP)V Zw(OPA) vV P = A} und
OA™ :={P|PeP, Zw(POA)}

heiffen offene Halbgeraden mit dem Anfangspunkt O.

b) Die Vereinigungsmenge einer offenen Halbgerade mit ihrem Anfangspunkt
heifst abgeschlossene Halbgerade.

Statt des Begriffs Halbgerade wird auch der Begriff Strahl verwendet. Im folgen-
den bezeichnen wir Halbgeraden auch mit Kleinbuchstaben p, ¢,...und, wenn p
= QAT ist, die Halbgerade OA™ mit p~.

Satz II.1: Ist O ein beliebiger Punkt einer Geraden g, A ein weiterer (von

O wverschiedener) Punkt dieser Geraden, dann gilt fir die offenen Halbgeraden
OA*T und OA~:

a) OATNOA™ =10 und
b) OAT UOA™ = ¢\{O}.
Beweis:

a) Wir nehmen an, ein Punkt P mdge sowohl zu OA* als auch zu OA~
gehoren. Dann gilt nach Def. I11.3 a) Zw(OAP) oder Zw(OPA) oder P =
A sowie Zw(POA). Wegen Folgerung 11.3 kann jedoch von drei Punkten
nur einer zwischen den beiden anderen liegen, was unsere Annahme fiir den
Fall P # A sofort zum Widerspruch fithrt. Da fiir O # A nicht Zw(AOA)
gelten kann, gehort der Punkt A nicht zu OA™ und die Behauptung ist
somit bewiesen.
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b) Es sei @ ein beliebiger (von O verschiedener) Punkt der Geraden g. Wie-
derum nach Folgerung I1.3 liegt dann von den Punkten O, A und @ einer
zwischen den beiden anderen oder () ist mit A identisch. In beiden Féllen
gehort @ einer der beiden Halbgeraden OA™ und OA~ und somit der
Vereinigungsmenge OAT UOA™ an. Da @ beliebig gew#hlt war, ist damit
auch die Behauptung b) gezeigt. O

Hiufig 148t sich Satz II.1 auch in der folgenden Formulierung finden, die in
einigen Axiomensystemen auch als Anordnungsaxiom auftritt:

Satz I1.1°: Ein beliebiger Punkt O einer Geraden a teilt die Menge aller von O
verschiedenen Punkte dieser Geraden in zwei disjunkte Mengen derart, dafs

a) fiir zwei beliebige Punkte A und B, die verschiedenen Mengen angehdren,
der Punkt O zwischen den Punkten A und B liegt,

b) wenn die Punkte A und B ein- und derselben Menge angehdren, einer von
thnen zwischen O und dem anderen Punkt liegt.

Die beiden Mengen, iiber die in Satz I1.1° eine Aussage getroffen wird, entspre-
chen gerade den in Def. I1.3 definierten offenen Halbgeraden. Mit den bisher
zugrundegelegten Axiomen 13t sich nicht nachweisen, daf} es sich bei diesen of-
fenen Halbgeraden um nichtleere Mengen handelt. So kann anhand der Modelle
1 — 3 nachgepriift werden, dal Halbgeraden auch die leere Menge sein kénnen.
Dieser Fall wird erst durch die im néchsten Abschnitt behandelten Anordnungs-
axiome ausgeschlossen.



80 KAPITEL 2. AXIOMATISCHER AUFBAU DER GEOMETRIE

2.4 Anordnungsgeometrie

2.4.1 Folgerungen aus den Axiomengruppen I — III

Neben den Inzidenz- und Abstandsaxiomen wird fiir die in diesem Abschnitt
gefiithrten Beweise und Herleitungen auch auf die folgenden Axiome zuriickge-
griffen.

ITI. Anordnungsaxiome

II1/1 Zu jeder nichtnegativen reellen Zahl a und jedem Punkt O der Ebe-
ne existiert auf jedem Strahl mit dem Anfangspunkt O genau ein
Punkt A mit |OA| = a.

II1/2 Eine beliebige Gerade g teilt die Menge der ihr nicht angehorenden
Punkte der Ebene in zwei nichtleere, disjunkte Mengen derart, daf

a) die Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte, die verschie-
denen Mengen angehdren, die Gerade g schneidet und

b) die Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte, die derselben
Menge angehiren, die Gerade g nicht schneidet.

Unmittelbar aus dem Axiom III.1 und den Definitionen II1.2 und II.3 resultiert
die nachstehende Folgerung.

Folgerung I11.1: Jede Gerade, jede Strecke und jede Halbgerade enthdlt unend-
lich viele Punkte.

Aus dieser Folgerung ergibt sich sofort, dafy die endlichen Modelle 1, 2 und 3
keine Modelle fiir die Axiomengruppen I — III sind. Wegen dem Axiom III.1
ist auch das Modell 5 (Sphére) kein Modell dieser drei Axiomengruppen (siehe
Eigenschaft S 5 in Abschnitt 1.1.2). So bleibt als einziges Modell fiir die Inzidenz-
, Abstands- und Anordnungsaxiome das Modell 4.

Aufgabe 8: Weisen Sie nach, dafi das Modell 4 (siche Abschnitt 2.2.2) mit dem
in Abschnitt 2.3.1 definierten Abstand ein Modell der Axiomengruppen I — III
ist!

Def. II1.1: Die beiden durch Aziom II1.2 ausgezeichneten nichtleeren disjunkten
Mengen heifien offene Halbebenen mit der Randgeraden g.

Sind A und B zwei Punkte der Randgeraden einer Halbebene H sowie C ein
Punkt von H, so wird diese Halbebene mit ABC™T oder gC* und die andere
Halbebene beziiglich g mit ABC™ bzw. gC~ bezeichnet.
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Def. II1.2: Fualls A, B und C drei nichtkollineare Punkte sind, so heifit die
Punktmenge, die aus den Punkten A, B und C sowie den offenen Strecken (AB),
(BC) und (AC) besteht, Dreieck ABC. Die offenen Strecken (AB), (BC) und
(AC) heifien offene Seiten, die Strecken AB, BC sowie AC' Seiten und die
Punkte A, B und C Eckpunkte des Dreiecks ABC.

Satz III.1 (Satz von Pasch) Es sei ABC ein Dreieck und g eine Gerade,
die keinen der Eckpunkte dieses Dreiecks enthdlt. Hat g mit der Seite AB einen
Punkt gemeinsam, so hat g auch mit genau einer der beiden Seiten AC und AB
einen gemeinsamen Punkt.

Beweis: Da A, B und C nicht auf g liegen und die Verbindungsstrecke AB
die Gerade g schneidet, liegen A und B nach Axiom III.2 und Def. III.1 in
unterschiedlichen Halbebenen beziiglich g. Der Punkt C' mufl nun nach dem
Axiom III.2 einer dieser beiden Halbebenen angehoren. Es sind also die beiden
Fille moglich, dafl C' mit A oder mit B in einer Halbebene beziiglich g liegt.

1. C und A liegen in einer Halbebene beziiglich g; dann schneidet AC die Ge-
rade g nicht aber da in diesem Fall B und C in verschiedenen Halbebenen
liegen miissen, hat g mit BC einen gemeinsamen Punkt.

2. Falls C mit B in einer Halbebene liegt, dann gilt ¢ N BC = ) und da C
nicht in derselben Halbebene wie A liegt, existiert ein Punkt P mit {P}
= g N AC. In beiden Fillen schneidet ¢ also genau eine der beiden Seiten
AC und BC. O

Der Satz von Pasch tritt in einer etwas schwécheren Formulierung in vielen
Axiomensystemen als Anordnungsaxiom ( ,,Pasch-Aziom*) auf. Ein solches Axi-
om kann statt unseres Axioms III.2 verwendet werden. Es ist namlich moglich,
Axiom III.2 auf Grundlage von Satz III.1 und den iibrigen Axiomen zu beweisen.
Die beiden Aussagen sind somit dquivalent.

2.4.2 Winkel

Def. II1.3: Eine 2-Menge {p, q} von Halbgeraden p und q mit einem gemeinsa-
men Anfangspunkt O heifst Winkel Z(p, q) zwischen p und q, die Halbgeraden
p und q werden als Schenkel, der Punkt O als Scheitel des Winkels Z(p, q) be-
zeichnet. Sind p und q verschiedene Halbgeraden einer Geraden, so wird Z(p, q)
gestreckter Winkel, bei p = q wird Z(p, q) Nullwinkel genannt. Ist (p, q) ein
Paar von Halbgeraden, so heifst ihr Winkel auch gerichteter oder orientierter
Winkel.
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Falls A ein Punkt von g und B ein

Punkt von A ist, so wird fiir den
Winkel Z(p,q) mit dem Scheitel O
auch die Bezeichnung Z(AOB) ver-
wendet.

Def. 111.4:

Als Inneres (int) eines Winkels
Z(AOB) wird die Schnittmenge der
Halbebenen AOBY und BOA™ be-

zeichnet:
int Z(AOB) := AOBT™ N BOA™ Abbildung 2.5:
(siehe Abb. ).

Bemerkungen:

1. Die Definitionen III1.3 und III.4 beinhalten offenbar nicht die aus der

Anschauungsgeometrie bekannten iiberstumpfen Winkel, sondern nur die
spitzen, rechten, stumpfen und gestreckten Winkel. Um die {iberstumpfen
Winkel in den Begriff aufzunehmen, wére eine wesentlich komplizierte-
re und schwerer handhabbare Winkeldefinition erforderlich, was jedoch
nicht lohnenswert erscheint, so dafl wir den einfachen wenn auch etwas
einschrinkenden Winkelbegriff nach Definition II1.3 benutzen.

Die Begriffe spitzer, stumpfer und rechter Winkel werden erst im Abschnitt 2.2.8. ein-
gefiihrt. Sie werden hier, ebenso wie der Begriff des iiberstumpfen Winkels nur zur

Erlduterung im Sinne anschaulicher Vorstellungen genutzt.

. Das Innere eines gestreckten Winkels /(p, q) wird durch Definition I11.4

nicht beschrieben und kann auch nicht eindeutig definiert werden. Nahelie-
gend wére es, darunter eine der beiden Halbebenen beziiglich der Geraden
pU ¢ zu verstehen, allerdings ist durch Z(p, ¢) keine davon ausgezeichnet.
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2.5 Bewegungen und Kongruenz
2.5.1 Bewegungen

Die vorangegangenen Abschnitte haben deutlich gemacht, dafl unter ausschlief3-
licher Zugrundelegung der Axiomengruppen I — III kaum interessante Aussagen
der Geometrie hergeleitet werden kénnen. Insbesondere wurde noch kein einziger
Satz der Schulgeometrie bewiesen. Das liegt vor allem daran, dafl die Kongruenz
geometrischer Figuren noch nicht zur Verfiigung stand. Wesentlich voranbrin-
gen beim axiomatischen Aufbau der Geometrie wird uns die Axiomengruppe
IV, auch wenn diese aus nur einem Axiom (Bewegungsaxiom) besteht. Bevor
wir dieses Axiom betrachten, werden wir zunéichst definieren, was unter einer
Bewegung zu verstehen ist und einige Eigenschaften von Bewegungen nachwei-
sen.

Def. IV.1: Als Bewegungen werden Abbildungen der Ebene auf sich bezeich-
net, die Abstinde beliebiger Punktepaare unverdindert lassen.

Definition IV.1 liegt der aus der Mengenlehre bekannte Abbildungsbegriff zu-
grunde. Eine Abbildung ¢ von P auf sich ist demnach eine Teilmenge des
Mengenprodukts P x P, wobei die Eindeutigkeit gegeben sein muf}, d. h. falls
(A,B) € pund (A, C) € ¢, so ist B=C.

Satz IV.1: Jede Bewegung ist eine eineindeutige Abbildung.

Beweis: Es sei ¢ eine Bewegung sowie A und B zwei beliebige voneinander
verschiedene Punkte. Wegen Axiom II.1 gilt dann | AB| > 0 und aufgrund von
Definition IV.1 folgt daraus | p(A)¢(B) | = | AB| > 0. Wiederum nach Axiom
III.1 sind somit ¢(A) und ¢(B) zwei verschiedene Punkte, was bedeutet, daf
bei einer Bewegung zwei beliebige voneinander verschiedene Punkte auf zwei
ebenfalls voneinander verschiedene Punkte abgebildet werden. O

Bemerkung: Unmittelbar aus der Definition IV.1 und dem Satz IV.1 folgt,
dafl jede Bewegung eine Umkehrabbildung (inverse Abbildung) besitzt und diese
wiederum eine Bewegung ist. Weiterhin ist (wie ebenfalls sehr leicht gezeigt
werden kann) die Hintereinanderausfithrung zweier Bewegungen eine Bewegung
und es gilt die Assoziativitét fiir die Hintereinanderausfithrung von Bewegungen.
Da die identische Abbildung selbstverstéindlich eine Bewegung ist, ist die Menge
aller Bewegungen eine Gruppe.

Satz IV.2: Bei einer beliebigen Bewegung ¢ wird

a) jede Gerade auf eine Gerade,
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b) jede Strecke auf eine Strecke, deren Endpunkte die Bilder der Endpunkte
der Originalstrecke sind, sowie

¢) jede Halbgerade mit einem Anfangspunkt O auf eine Halbgerade mit dem
Anfangspunkt ¢(0)

abgebildet.

d) Falls zwei Geraden, Strecken, Halbgeraden oder zwei verschiedene dieser
Figuren einen Punkt P gemeinsam haben, so haben die Bildfiguren den
Punkt ¢(P) gemeinsam.

Beweis: a) Es sei g eine beliebige Gerade, A und B seien zwei Punkte dieser
Geraden. Durch (die wegen Satz IV.1) voneinander verschiedenen Punkte ¢(A)
und ¢(B) wird wegen Axiom I/2 genau eine Gerade ¢’ bestimmt. Wir weisen
nach, dafl die Gerade g auf die Gerade ¢’ abgebildet wird. Dazu ist zu zeigen, daf}
erstens jeder Punkt von g auf einen Punkt von ¢’ abgebildet wird und zweitens
ein beliebiger Punkt auf ¢’ ein Urbild auf g besitzt. Ist P ein beliebiger Punkt
der Geraden g , so gilt nach Axiom I11/3

| AP|+|PB| = |AB| oder
|AB|+|BP| = |AP| oder
|PA|+|AB| = |PB]|.

Wegen Definition IV.1 ist dann auch eine der drei Gleichungen

[9(A)o(P) [+ |o(P)(B)| = [¢(A)o(B)] ,
[6(A)o(B) | +[o(B)o(P)| = [¢(A)p(P)| und
[o(P)¢(A) [+ [6(A)p(B)| = [6(P)o(B) ]

erfiillt, was wiederum nach Axiom II/3 bedeutet, dafl ¢(P) auf der Geraden ¢’
liegt. Ist umgekehrt ) ein Punkt von ¢’, so kann aufgrund der Tatsache, daf} die
inverse Abbildung ¢! von ¢ auch eine Bewegung ist, auf gleiche Weise gezeigt
werden, dafl das Urbild ¢~1(Q) des Punktes Q auf g liegt. O

Aufgabe 9: Beweisen Sie Satz IV.2 b), ¢) und d)!

Satz IV.3: Bei jeder Bewegung ¢ wird

a) jede Halbebene mit einer Randgeraden g auf eine Halbebene mit der Rand-
geraden ¢(g) und

b) jeder Winkel auf einen Winkel sowie das Innere eines beliebigen Winkels
auf das Innere des zugehdrigen Bildwinkels
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abgebildet.

Beweis:

a) Es sei ABCT (mit A # B und C ¢ AB) eine beliebige Halbebene, P
ein beliebiger Punkt dieser Halbebene. Dann hat die Gerade g = AB mit
CP nach Axiom I11/2 keinen Punkt gemeinsam. Wegen Satz IV.2 d) so-
wie der Bemerkung zu Satz IV.1 gibt es auch keinen Schnittpunkt der
Bildgeraden ¢’ = ¢(A)¢(B) mit der Strecke ¢(C)o(P). Ist weiterhin @
mit Q ¢ g ein beliebiger Punkt, der nicht in ABC™T liegt, so schneidet
die Verbindungsstrecke CQ die Gerade g (Axiom III/2), und nach Satz
IV.1 d) schneiden sich auch g’ und ¢(C)¢(Q). Alle Punkte der Halbebene
ABC™ werden also auf Punkte der Halbebene ¢(A)¢(B)p(C)T abgebil-
det. Bildpunkte von Punkten, die nicht zu ABCY gehoren, liegen daher
auch nicht in ¢(A4)p(B)p(C)T. Somit wird die Halbebene ABC™ auf die
Halbebene ¢(A)p(B)p(C)™ abgebildet, deren Randgerade g’ = ¢(A)¢p(B)
die Bildgerade der Randgeraden g der Halbebene ABC™ ist.

b) Unmittelbar aus Def. III.3 und Satz IV.2 ¢) und d) folgt, dal Winkel
bei Bewegungen wieder auf Winkel abgebildet werden. Ist weiterhin C' ein
Punkt im Innern eines beliebigen Winkels Z(AOB), so liegt nach Def. 111.4
C in AOB™ sowie in BOA' und wegen dem soeben bewiesenen Teil a)
dieses Satzes gilt ¢(C) € ¢p(A)p(0)p(B)*T und ¢(C) € ¢(B)p(0)p(A)T,
woraus sich wiederum nach Def. II1.4 ¢(C) € intZ(¢(A)p(O)p(B)) er-
gibt. Weil die Umkehrabbildung einer beliebigen Bewegung wieder ei-
ne Bewegung ist (siehe Bemerkung zu Satz IV.1), ist jeder Punkt aus
intZ(p(A)p(0)p(B)) Bildpunkt eines Punktes aus dem Inneren von Z(AOB).
Das Innere des Winkels Z(AOB) wird somit auf das Innere des Winkels
Z($(A)p(0)¢(B)) abgebildet. O

Mit den Séatzen IV.1 — IV.3 haben wir einige wesentliche Eigenschaften von
Bewegungen nachgewiesen, die wir beispielsweise fiir die Kongruenzgeometrie
benoétigen werden. Allerdings sind alle diese Eigenschaften gegenstandslos, falls
keine Abbildungen existieren, welche der Definition IV.1 geniigen. In der Tat ist
die Ezistenz von Bewegungen (auBer der identischen Abbildung) bisher nicht
gegeben. Erst das nachfolgende Axiom sichert ab, daf} tatsidchlich weitere Bewe-
gungen existieren und dafl Strecken gleicher Lénge stets durch eine Bewegung
aufeinander abgebildet werden kénnen, was in der Anschauungsgeometrie zwar
evident ist, in unserem Aufbau unter Anwendung der bisher zur Verfiigung ste-
henden Axiome aber nicht bewiesen werden kann.
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IV. Bewegungsaxiom

Wenn der Abstand zweier Punkte A und B positiv und gleich dem Ab-
stand zweier Punkte C' und D ist, dann gibt es genau zwei Bewegungen,
die A auf C und B auf D abbilden. Eine Halbebene beziiglich der Geraden
AB wird bei jeder dieser beiden Bewegungen auf eine andere Halbebene
beziiglich C'D abgebildet.

Aufgabe 10: Weisen Sie nach, daf§ fiir das Modell 4 aus Abschnitt 2.2.2 (sie-
he auch Aufgabe 4 in Abschnitt 2.3.1 und Aufgabe 8 in Abschnitt 2.4.1) das
Bewegungsaxiom gilt!

Hinweis: Verwenden Sie die folgende Gleichungsdarstellung fiir Bewegungen
im R?, die den Zusammenhang zwischen einem Urbildpunkt P(x,y) und dem
zugehorigen Bildpunkt P’(2',y’) angibt:

(x’) (tl) (cosa sina> (m)
, = + . . bzw.
Y to sin o cos & Y

z’ t1 cos o sin av T

/ + . o .

Y ta sin o CoS o Y

a )

mit 1y eR? ac(—mmnl.

Um die Aussage des Bewegungsaxioms deutlicher zu machen, fithren wir den
Begriff der Fahne ein und beweisen danach einen zu diesem Axiom dquivalenten
Satz.

Def. IV.2: Als Fahne F = (O, p, H) wird die Menge bezeichnet, die aus einem
Punkt O, einer offenen Halbgerade p mit O als Anfangspunkt und einer offenen
Halbebene H, deren Randgerade die Halbgerade p angehirt, besteht (siehe Abb.
).

Satz IV.4: Sind F = (O,p, H) und F' = (O',p', H') zwei Fahnen, so existiert
genau eine Bewegqung ¢ , die F auf F', das heifit O auf O', p auf p’ und H auf
H' abbildet.

Beweis: Es sei P ein Punkt auf p und P’ ein Punkt auf p’, der von O’ den
Abstand | OP | hat (ein solcher Punkt existiert nach Axiom III.1). Wegen
Axiom IV existiert genau eine Bewegung, die O auf O’, P auf P’ und H auf
H' abbildet. Diese Bewegung bildet nach Satz IV.2 ¢) auch die Halbgerade
p = OP* auf die Halbgerade p’ = O'P'T ab. O

Es lieBe sich umgekehrt zeigen, dafl bei Zugrundelegung der Axiomengruppen I
—IIT und des Satzes IV.4 das Axiom IV beweisbar ist. Das Bewegungsaxiom und
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Abbildung 2.6: Fahne

der Satz IV.4 sind somit (auf der Grundlage der Axiomengruppen I — IIT) dqui-
valent. In vielen Axiomensystemen wird auch die hier als Satz IV.4 formulierte
Aussage als Bewegungsaxiom verwendet.

Der Begriff der Bewegung 18t sich auch anders als hier (wo er als abstandstreue
Abbildung definiert wurde) einfithren. So werden im Mathematikunterricht der
Sekundarstufe I zuniichst spezielle Bewegungen (Verschiebungen, Spiegelungen
und Drehungen) behandelt und Bewegungen als Hintereinanderausfithrungen
dieser speziellen Abbildungen definiert, ein Weg, den wir auch im ersten Kapitel
bei der Einfiihrung der sphirischen Bewegungen gegangen sind. Bei einem sol-
chen Weg kann dann die Abstandstreue der Bewegungen nachgewiesen werden.
Unser Weg der Einfithrung der Bewegungen mag zwar etwas abstrakter anmu-
ten, ist aber recht effektiv, da die Sitze der Kongruenzgeometrie auf Grundlage
von Def. IV.1, Axiom IV und der Sitze IV.1 — IV .4 relativ problemlos bewie-
sen werden konnen, wie sich im néchsten Abschnitt zeigen wird. Dariiberhinaus
konnen wir auf Grundlage unseres Bewegungsbegriffs auch die speziellen Bewe-
gungen betrachten. Die folgenden Definitionen der Verschiebungen, Drehungen
und Spiegelungen, weichen von den in der Sekundarstufe I behandelten ab, da
die dort zugrundegelegten Begriffe nicht zur Verfiigung stehen, sie sind aber
dazu dquivalent.

Def. IV.3:

a) Fine Bewegung, bei der alle Punkte einer Geraden g auf sich und die
Punkte der beiden offenen Halbebenen beziiglich g auf Punkte der jeweils
anderen Halbebene abgebildet werden, heifst Geradenspiegelung an g.

b) Eine Bewegung, bei der genau ein Punkt P auf sich abgebildet wird, heift
Drehung um P.
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¢) Eine Bewegunyg, die alle Punkte einer Geraden g auf Punkte dieser Gera-
den und keinen Punkt der Ebene auf sich selbst abbildet und bei der alle
Punkte einer Halbebene H beziiglich g wieder auf Punkte von H abgebildet
werden, heifst Verschiebung entlang der Geraden g.

Mit Hilfe der bisher behandelten Axiome kénnen alle wichtigen bekannten Ei-
genschaften der Spiegelungen und Drehungen hergeleitet werden. Wir verzichten
hier darauf, da wir auf diese speziellen Bewegungen nicht mehr zuriickgreifen
werden. Die entscheidenden Eigenschaften der Verschiebungen (mitunter auch
als Parallelverschiebungen bezeichnet) lassen sich allerdings nur unter Hinzuzie-
hung des Parallelenaxioms beweisen. Ebenfalls nur zur Information (und deshalb
ohne Numerierung und ohne Beweis) sei der folgende Satz angefiihrt, der die
Verbindung zwischen unserem Bewegungsbegriff und der in der Schule {iblichen
Behandlung der Bewegungen herstellt.

Satz: Jede Bewegung lif$t sich als Hintereinanderausfiihrung héchstens einer
Geradenspiegelung, einer Drehung und einer Verschiebung darstellen.

Da sich jede Verschiebung und jede Spiegelung aus Geradenspiegelungen zusam-
mensetzen 1aft, wiirden diese allein bereits reichen, um Bewegungen zu charak-
terisieren:

Satz: Jede Bewegung lafit sich als Hintereinanderausfiihrung von héchstens drei
Geradenspiegelungen darstellen.

Da wir auf diesen Satz ebenfalls nicht zuriickgreifen werden, verzichten wir auch
hier auf einen Beweis, der zudem recht aufwendig wire.

Ein wichtiger Hinweis zum prinzipiellen Charakter der Bewegungen erscheint
an dieser Stelle notwendig. Die beiden vorangegangenen Sitze sagen aus, dafl
sich jede Bewegung als Hintereinanderausfithrung von speziellen Bewegungen
darstellen 148t, und daf} es dafiir mehrere Moglichkeiten gibt. Eine Bewegung
im Sinne einer mathematischen Abbildung wird jedoch nur durch die Menge
aller Punkte und deren Bildpunkte bestimmt; sie ist also nichts anderes als
eine Menge von Punktepaaren (P, ¢(P)). Eine Hintereinanderausfithrung von
drei Spiegelungen und eine Hintereinanderausfithrung einer Spiegelung, einer
Verschiebung und einer Drehung stellen also, ein- und dieselbe Bewegung dar,
wenn nur alle Punkte genauso abgebildet werden. Hier liegt ein wesentlicher Un-
terschied zwischen einer Bewegung im Sinne einer mathematischen Abbildung
und einer physikalischen Bewegung. Wihrend bei einer physikalischen Bewegung
selbstverstindlich der Weg, also die Art und Weise des , Bewegungsprozesses®,
von Bedeutung ist, wird eine solche Bewegung im mathematischen Sinne nur
durch ,Anfangs- und Endzustand“ (Punkte und Bildpunkte) beschrieben.

Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen einer mathematischen und einer
physikalischen Bewegung (bei der beispielsweise die Bewegung eines Korpers
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betrachtet wird und die anderen Punkte ,fest bleiben“) besteht darin, daf bei
einer Bewegung im hier betrachteten (mathematischen) Sinne immer alle Punk-
te der Ebene abgebildet werden. Bei einer geometrischen Bewegung wird also
niemals nur ein Dreieck auf ein anderes Dreieck, eine Strecke auf eine Strecke
u.s.w. abgebildet (auch wenn mitunter nur die Bildpunkte bestimmter Punkt-
mengen von Interesse sind), sondern immer die gesamte Ebene auf die gesamte
Ebene.

2.5.2 Kongruenz geometrischer Figuren

Def. IV.4: Zwei Punktmengen My und Ms heifien zueinander kongruent
(My = Ms), falls eine Bewegung ¢ existiert, die My auf My abbildet.

Bemerkungen:

1. Darunter, daf§ eine Bewegung die Punktmenge M; auf die Punktmenge
M, abbildet, versteht man, dafl jedem Punkt von M; ein Punkt von Ms
zugeordnet wird und jeder Punkt von My ein Urbild in M; besitzt.

2. Statt des Begriffs Punktmenge wird auch der Begriff der geometrischen Fi-
gur verwendet, insbesondere bei ,,geometrisch interessanten* Punktmen-
gen wie Strecken, Dreiecken, Kreisen u.s.w..

3. Streng genommen miifite in Definition 1 stehen ,,M; heifit kongruent zu
Ms“. Da jedoch die Umkehrabbildung jeder Bewegung wieder eine Bewe-
gung ist, und daher aus der Kongruenz von M; zu M sofort die Kongru-
enz von My zu M; folgt, wurde die obige Formulierung verwendet, welche
die Symmetrie der Kongruenzrelation bereits impliziert.

4. Unmittelbar aus den Gruppeneigenschaften der Bewegungen folgt, dafl die
Kongruenzrelation auch reflexiv und transitiv ist. Somit handelt es sich
bei der Kongruenz um eine Aquivalenzrelation.

5. Bei der Kongruenz von Dreiecken (und analog dazu bei beliebigen n-
Ecken) verwenden wir die Bezeichnung ABC = DEF nur dann, wenn
der Punkt A dem Punkt D, der Punkt B dem Punkt E und der Punkt
C dem Punkt F' entspricht, bei der entsprechenden Bewegung also A auf
D, B auf E und C auf F abgebildet wird. Die Reihenfolge der Punkte bei
der Bezeichnung eines Dreiecks ist in diesem Fall somit von Bedeutung.

6. Aus Definition IV.4 folgt sofort, dafl bei Kongruenz zweier geometrischer
Figuren auch alle Teilfiguren dieser Figuren (zum Beispiel Seiten und Win-
kel von Dreiecken) zueinander kongruent sein miissen.
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Folgerung IV.1: Zwei Strecken AB und CD sind dann und nur dann zuein-
ander kongruent, wenn |AB| = |CD| gilt.

Folgerung I'V.2 (Moglichkeit und Eindeutigkeit des Winkelantragens):
Zu jedem Winkel Z(p,q) und zu jeder Halbgeraden p’ gibt es in jeder Halbebene
beziiglich p' genau eine Halbgerade ¢' mit Z(p',q") = Z(p, q).

Aufgabe 11: Beweisen Sie die Folgerungen IV.1 und IV.2!

Hinweis: Benutzen Sie fiir die Folgerung IV.1 die Definition der Bewegungen

und das Bewegungsaxiom sowie fiir den Beweis der Folgerung IV.2 den Satz
V.4!

Satz IV.5 (Winkeladdition): Es seien p,q und r Halbgeraden mit einem ge-
meinsamen Anfangspunkt O sowie p',q" und v’ Halbgeraden mit einem Punkt
O’ als Anfangspunkt. Liegt die Halbgerade v im Innern des Winkels Z(p,q) und
die Halbgerade v’ im Innern des Winkels Z(p',q’) und gilt Z(p,r) = Z(p',7") so-
wie Z(r,q) = Z(r',q"), so sind auch die Winkel Z(p,q) und Z(p',q") zueinander
kongruent (Abbildung[2.7).

Abbildung 2.7:

Beweis: Nach Voraussetzung existiert eine Bewegung ¢, die den Winkel Z(p, r)
auf den Winkel Z(p’, r") abbildet und eine Bewegung ¢o, die Z(r, q) auf Z(/,¢")
abbildet. Beide Bewegungen bilden r auf r’ sowie O auf O ab. ¢; bildet die
Halbebene bzgl. r, in der p liegt, auf die Halbebene bzgl. v’ ab, in der p’ liegt.
Weil ¢ sowie ¢’ nach Voraussetzung in jeweils anderen Halbebenen bzgl. r bzw.
r’ liegen, als p und p’, bildet ¢; die Halbebene bzgl. r, in der ¢ liegt auf die
Halbebene bzgl. r’ ab, in der ¢’ liegt. Da sich ¢ in Bezug auf die Abbildung
dieser Halbebene ebenso verhalten muf}, handelt es sich bei ¢; und ¢o um die-
selbe Bewegung (Axiom IV). Diese Bewegung bildet p auf p’ sowie ¢ auf ¢’ ab
und somit den Winkel Z(p, q) auf den Winkel Z(p’, ¢'). O

Satz IV.6 (Winkelsubtraktion): Es seien p,q und r Halbgeraden mit einem
gemeinsamen Anfangspunkt O sowie p',q und v’ Halbgeraden mit einem Punkt
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O’ als Anfangspunkt. Liegt die Halbgerade q im Innern des Winkels Z(p,r) und
die Halbgerade q' im Innern des Winkels Z(p',r") und gilt Z(p,r) = ZL(p',7’") so-
wie Z(q,r) = Z(¢', "), so sind auch die Winkel Z(p,q) und Z(p',q') zueinander
kongruent.

Aufgabe 12: Beweisen Sie Satz IV.6!

Satz IV.7 (_Kon&lenzs;atz »sws*): Sind ABC und DEF zwei Dreiecke und
ist AB = DE, AC = DF sowie Z(BAC) = Z(EDF), so sind die beiden
Dreiecke ABC' und DEF kongruent zueinander.

Beweis: Wegen £(BAC) = Z(EDF) existiert eine Bewegung ¢, die den Win-
kel Z(BAC) auf den Winkel Z(EDF') abbildet. Wegen Satz IV.2 c) bildet diese
Bewegung den Punkt A auf den Punkt D, die Halbgerade AB™ auf die Halbge-
rade DE* sowie ACt auf DFT ab. Da wegen AB = DE der Punkt E von D
den Abstand |AB| hat, der Bildpunkt ¢(B) nach der Definition der Bewegun-
gen ebenfalls diesen Abstand von D hat und nach Axiom III.1 auf DE' genau
ein Punkt existiert, der von D den Abstand |AB| hat, ist £ = ¢(B). Anhand
derselben Uberlegungen ergibt sich F =¢(C). Die Eckpunkte des Dreiecks ABC'
werden durch ¢ also auf die Eckpunkte des Dreiecks DEF abgebildet. Wegen
Satz IV.2 b) werden somit auch die Seiten des Dreiecks ABC auf die Seiten des
Dreiecks DEF abgebildet. Die beiden Dreiecke sind daher nach Definition IV.4
kongruent. O

Satz IV.8: (Kongruenzsatz ,wsw*): Sind ABC und DEF zwei Dreiecke
und ist AB = DE, Z(BAC) = Z(EDF) sowie Z(ABC) = Z(DEF), so sind
die beiden Dreiecke ABC und DEF kongruent.

Beweis: Ist P ein Punkt auf der Halbgeraden DFT, der von D den Ab-
stand |AC| hat, so sind nach Satz IV.7 die Dreiecke ABC und DEP kongru-
ent und nach Bemerkung 6 zu Def. IV.4 gilt Z(ABC) = Z(DEP). Da aber
nach Voraussetzung auch die Winkel Z(ABC) und Z(DEF) kongruent sind,
gilt /(DEF) = Z/(DEP). Wegen Folgerung IV.2 sind die Halbgeraden EF'™
und EPT somit identisch. Die Punkte F' und P gehéren daher beide sowohl
der Gerade E'P als auch der Gerade DP an. Da diese beiden Geraden nicht
identisch sind (D € DP aber D ¢ EP, sonst wire DEP kein Dreieck), mufl
nach Satz 1.1 P=F sein. Aus der Kongruenz der Dreiecke ABC' und DEP folgt
die Kongruenz der Dreiecke ABC und DEF. g

Fiir den Beweis weiterer Kongruenzsétze werden noch einige zusétzliche Voraus-
setzungen bendétigt, die wir in den folgenden Abschnitten herleiten. Die Kon-
gruenzsitze ,sss“ und ,ssw* werden daher erst in den Abschnitten 2.5.3. und
2.5.5. behandelt.

Satz IV.9 (Basiswinkelsatz): Ist ABC ein Dreieck und gilt AC = BC, so
sind die Winkel Z(BAC) und Z(ABC) kongruent.



92 KAPITEL 2. AXIOMATISCHER AUFBAU DER GEOMETRIE

Aufgabe 13: Beweisen Sie den Basiswinkelsatz! Beachten Sie dabei die Be-
merkung 5 zu Definition IV.4, da die dort getroffene Vereinbarung eine sehr
rationelle Beweisfithrung ermoglicht!

2.5.3 Mittelpunkt, Winkelhalbierende, spezielle Winkel,
Lot

Def. IV.5: Ist AB eine Strecke und P ein Punkt von AB mit AP=PB, so heifit
P Mittelpunkt der Strecke AB.

Satz IV.10: Jede Strecke besitzt genau einen Mittelpunkt.

Beweis: Fiir jeden Punkt P einer Strecke AB gilt nach Def. II.1 und Def. I1.2:
|AP| + |PB| = |AB|. P ist demzufolge genau dann Mittelpunkt von AB, falls
|AP| = |PB| = @ gilt. Nach Axiom III.1 gibt es jedoch genau einen Punkt
P der diese Bedingung erfiillt. O
Def. IV.6: Fine Halbgerade r mit einem Anfangspunkt O heiffit Winkelhal-
bierende eines Winkels Z(p,q) mit dem Scheitel O, falls die Winkel Z(p,r)
und £(r,q) kongruent sind.

Um nachzuweisen, daf} jeder Winkel eine Winkelhalbierende besitzt, benttigen
wir den folgenden Satz.

Satz IV.11: Gegeben sei ein Winkel Z(AOB) (der kein gestreckter Winkel ist),
es gelte OA = OB, und es sei P ein Punkt der Strecke AB. Dann z's_tOPJr genau
dann Winkelhalbierende von Z(AOB), wenn P Mittelpunkt von AB ist.

Aufgabe 14: Beweisen Sie Satz IV.11! (Verwenden Sie den Basiswinkelsatz und
den Kongruenzsatz , sws“!)

Satz IV.12: Jeder Winkel, der kein gestreckter Winkel ist, besitzt genau eine
Winkelhalbierende.

Satz IV.12 ist eine unmittelbare Folgerung aus den beiden vorangegangenen
Satzen. Der gestreckte Winkel wurde ausgenommen, da in diesem Falle Satz
IV.11 nicht angewendet werden kann. Aber auch dieser Fall wird im Zusam-
menhang mit der Existenz rechter Winkel noch betrachtet. Zuvor fithren wir
jedoch einige Begriffe ein, unter anderem mit dem Ziel, rechte Winkel zu unter-
suchen.

Def. IV.7: Ist Z(p,q) ein Winkel, so heiflen die Winkel Z(p,q~) und Z(p~,q)
Nebenwinkel sowie der Winkel Z(p~,q~) Scheitelwinkel zu Z(p,q) (Abbil-
dung [Z38).
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Satz IV.13:

a) Sind die Winkel Z(p,q) und £(p',q") kongruent, so ist jeder Nebenwinkel
des Winkels Z(p,q) zu jedem Nebenwinkel von Z(p',q") kongruent.

b) Jeder Winkel ist zu seinem Scheitelwinkel kongruent.

Aufgabe 15: Beweisen Sie Satz IV.13!

Hinweis: Benutzen Sie fiir den Beweis von Teil a) den Satz IV.4 und wenden Sie
fiir den Beweis von b) den Teil a) auf einen Nebenwinkel des zu untersuchenden
Winkels an.

Def. IV.8: FEin Winkel, der zu einem seiner Nebenwinkel kongruent ist, heifst
rechter Winkel.

Satz IV.14: Zu jeder Halbgerade p existiert in jeder Halbebene beziiglich p genau
ein rechter Winkel, dessen einer Schenkel p ist.

Beweis: Es sei p = OA™ eine Halbgerade, g die Gerade, der p angehort, H eine
Halbebene beziiglich g und P ein Punkt in H, der nicht auf g liegt (Abbildung
Z9). Wir betrachten nun die Bewegung ¢, die O auf O, p auf p— und H auf
sich abbildet (nach Satz IV.4 existiert genau eine solche Bewegung). Es kénnen
zwei Fille auftreten:

1. Der Punkt P wird durch die Bewegung ¢ auf sich selbst abgebildet. Dann
sind die Nebenwinkel Z(p, OP™) und Z(p’,OP'") kongruent und somit
ist Z(p, OP™) ein rechter Winkel.

2. Das Bild von P sei ein von P verschiedener Punkt P’. Der Winkel Z(POP’)
ist kein gestreckter Winkel, da P und P’ in derselben Halbebene H beziiglich
g liegen und O ein Punkt von g ist. Dieser Winkel besitzt deshalb nach

H

P’ P

p- 9 0 p

Abbildung 2.8: Abbildung 2.9:
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Satz IV.12 genau eine Winkelhalbierende ¢q. Wir weisen nach, dafi Z(p, q)
ein rechter Winkel ist. Da die Bewegung ¢ den Punkt P auf P/, O auf
sich und die Halbgerade p auf p~ abbildet, sind die Winkel Z(p, OP™)
und Z(p~,0OP'") kongruent und da g Winkelhalbierende des Winkels
Z(OP*T,0OP'"™") ist, gilt Z(q,OP") = Z(q,OP~). Wegen Satz IV.5 sind
somit auch die Winkel Z(p, ¢) und Z(p~, q) kongruent und Z(p, q) ist nach
Def. IV. 7 ein rechter Winkel. O

Aufgabe 16: Weisen Sie nach, daB die rechten Winkel genau eine Aquivalenz-
klasse von Winkeln in Bezug auf die Kongruenzrelation bilden, dafl also

a) jeder zu einem rechten Winkel kongruente Winkel wiederum ein rechter
Winkel ist und

b) je zwei rechte Winkel kongruent sind!

Def. IV.9:

a) FEin Winkel Z(p, q) heifit spitzer Winkel, falls ein rechter Winkel Z(p,r)
mit gleichem Scheitel und einem gemeinsamen Schenkel p existiert, in
dessen Inneren der Strahl q liegt.

b) Ein Winkel, der weder ein rechter noch ein spitzer noch ein gestreckter
Winkel ist, heifst stumpfer Winkel.

Folgerung IV.3:
a) Jeder stumpfe Winkel enthdlt einen rechten Winkel.

b) Jeder Nebenwinkel eines spitzen Winkels ist ein stumpfer Winkel und uwm-
gekehrt.

¢) Kein spitzer Winkel enthdlt einen rechten Winkel.

Aufgabe 17: Beweisen Sie die Folgerungen IV.3 a) und b)!

Def. IV.10: Zwei Geraden g und h heiffen senkrecht aufeinander stehend
(9 L h) oder rechtwinklig zueinander, falls g eine Halbgerade p und h eine
Halbgerade q enthdlt, so dafi Z(p,q) ein rechter Winkel ist.

Def. IV.11: Es sei P ein Punkt und g eine Gerade. Dann heifit eine Gerade h
mit P € h und g L h Lot vom Punkt P auf die Gerade g und der Punkt QQ mit
{Q} = g N h Fufpunkt des Lotes von P auf g.

Satz IV.15: Fir jeden Punkt P und jede Gerade g ezistiert genau ein Lot von
P auf g.
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Beweis: Falls P auf g liegt, folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz IV.14.
Anderenfalls betrachten wir eine Bewegung ¢, die jeden Punkt von g auf sich
abbildet und die beiden Halbebenen beziiglich g vertauscht. Wegen Satz IV.4
existiert genau eine solche Bewegung. Es sei nun P’ der Bildpunkt von P und Q
der Schnittpunkt der Geraden g und P@(P) (Abbildung 2:10). Der Bildpunkt
von @ bei ¢ ist wegen @) € g der Punkt @ selbst. Dementsprechend wird die
Halbgerade QP* auf die Halbgerade QP'T und eine Halbgerade QRT von g
auf sich abgebildet. Die Winkel Z(QR™,QP") und Z(QR*,QP'") sind somit
kongruente Nebenwinkel, und die Existenz eines Lotes von P auf g ist gesichert.

O

Aufgabe 18: Beweisen Sie die Eindeutigkeitsaussage von Satz IV.15!

Satz 1V.16 (Kongruenzsatz ,sss“): Sind ABC und DEF Dreiecke mit
AB = DE, AC = DF und BC = EF, so sind die Dreiecke ABC und DEF
kongruent.

Beweis: Nach Axiom IV existiert ein zu DEF kongruentes Dreieck ABP, das
mit ABC die Eckpunkte A sowie B gemeinsam hat, wobei P in der Halbebene
ABC™ liegt. Wegen der Transitivitit der Kongruenz geniigt es, zu zeigen, daf}
die Dreiecke ABC und AB kongruent sind. Dazu sei M der Mittelpunkt der
Strecke PC' (Abbildung [ZIT)). Nach dem Basiswinkelsatz folgt, da die Win-
kel Z(ACM) und Z(APM) sowie Z(BCM) und Z(BPM) jeweils zueinander
kongruent sind. Aus dem Kongruenzsatz sws ergibt sich ACM = APM sowie
BCM = BPM und somit (nach der Definition des rechten Winkels) AM 1 PC
sowie BM 1 PC'. Aus der Eindeutigkeit des Lotes auf PC im Punkt M folgt
M € AB, woraus sich Z(ABC) = £Z(MBC), £(ABP) = Z(M BP) sowie (da
aus den hergeleiteten Dreieckskongruenzen /(M BP) = Z(MBC) resultiert)
Z(ABC) = Z(ABP) ergibt. Nach dem Kongruenzsatz sws sind daher die Drei-

P
P

P/

P
Abbildung 2.10: Abbildung 2.11:
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ecke ABC und ABP und folglich auch die Dreiecke ABC und DEF kongruent.
O

Def. IV.12: Eine Gerade g heist Mittelsenkrechte einer Strecke AB, falls g
den Mittelpunkt von AB enthdlt und auf der Gerade AB senkrecht steht.

Bemerkung: Unmittelbar aus den Sétzen IV.10 und IV.14 folgt, dafl jede
Strecke genau eine Mittelsenkrechte besitzt.

Satz IV.17: Die Mittelsenkrechte m einer Strecke AB ist die Menge aller Punk-
te P mit | AP| =|BP]|.

Beweis: Es ist zu zeigen, daf

1. fiir jeden Punkt P € m die Beziehung | AP | = | BP| gilt und

2. jeder Punkt @ mit | AQ | = | BQ| auf m liegt.

p Q
A C B
m
A C B
Abbildung 2.12: Abbildung 2.13:

1. Es sei C der Mittelpunkt der Strecke AB und P € m, dann sind die
Dreiecke ACP und ABC (siehe Abbildung [2:12)) nach dem Kongruenzsatz
sws kongruent und somit gilt | AP| = | BP|.

2. Ist @ ein beliebiger Punkt mit | AQ| = | BQ|, so sind nach dem Kon-
gruenzsatz sss die Dreiecke ACQ und BCQ kongruent (Abbildung [ZT3).
Demnach gilt Z(ACQ) = Z(BCQ), nach der Definition des rechten Win-
kels sind also Z(ACQ) und Z(BCQ) rechte Winkel und QC Mittelsenk-
rechte der Strecke AB. Da jede Strecke genau eine Mittelsenkrechte besitzt
(siehe Bemerkung zu Satz IV.12), ist daher QC' = m und somit @ € m. O
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2.5.4 Winkelgrofle und Winkelmaf3

Wie bereits in Abschnitt 2.5.2 festgestellt wurde, ist die Kongruenz geome-
trischer Figuren eine Aquivalenzrelation. Durch eine solche Relation wird die
Menge aller Figuren in nichtleere, disjunkte Teilmengen (Aquivalenzklassen)
zerlegt, die jeweils aus zueinander kongruenten Figuren bestehen. Diese Aqui-
valenzklassen beziiglich der Kongruenzrelation werden auch Kongruenzklassen
genannt. Wir betrachten in diesem Abschnitt die Aquivalenzklassen kongruenter
Winkel. Eine spezielle dieser Klassen fand bereits im vergangenen Abschnitt
Erwéhnung, ndmlich die der rechten Winkel. Es 148t sich weiterhin auch sehr
leicht zeigen, dafl die gestreckten Winkel und die Nullwinkel jeweils eine Kon-
gruenzklasse bilden.

Def. IV.13: Als Gréfle a = g(£(p, q)) eines Winkels Z(p, q) wird die Menge
aller zu Z(p,q) kongruenten Winkel bezeichnet (also die Kongruenzklasse des
Winkels Z(p,q) ):

a=g(4(p,q) == {L(x,y) | L(z,y) = £(p,q)}

Gehort ein Winkel Z(p, ¢) einer Winkelgréle « an, so heifit Z(p, ¢) Reprdsentant
dieser Winkelgrofle. Dafiir sind folgende Sprechweisen iiblich:

e /(p,q) ist ein Winkel (mit) der Grifie o ,
o die Grifle des Winkels Z(p,q) ist a sowie

o der Winkel Z(p,q) hat die Grife .

Die Definition IV.13 mag etwas abstrakt und ungewohnlich erscheinen, ist jedoch sinnvoll.
Letztendlich beinhaltet diese Definition eine Zusammenfassung aller jeweils kongruenten Win-
kel zu Klassen, abstrahiert also von der konkreten Lage eines Winkels und stellt die Eigenschaft
der ,,GroBe“ heraus, im Sinne der Kongruenz zu anderen Winkeln. Der anschauliche Begriff
der Grofle ist dazu durchaus konform, bedeutet doch ,gleichgrofi“ nichts anderes als kongru-
ent. Natiirlich ist die Grole eines Winkels, anders als oft aufgefalt, im Sinne von Definition
IV.13 keine Zahl, sondern zunichst eine Kongruenzklasse (Zahlen werden den Winkeln erst
mit ihren MaBen zugeordnet). Jedoch ist es méglich, derartige Kongruenzklassen zu addieren,

zu subtrahieren und auch zu vergleichen.

Def. IV.14: Sind « und [ Winkelgrifien, Z(p,q) und Z(p,r) Reprisentanten
von a bzw. 3 mit einem gemeinsamen Scheitel und einem gemeinsamen Schenkel
p und liegt p im Innern des Winkels Z(q,r), so heifst die Winkelgrofie v =
9(Z(q,r)) Summe der Winkelgrélen o« und 5 (v = a + (; siehe Abbildung
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q
p
@
B
r
Abbildung 2.14: Abbildung 2.15:
Bemerkungen:

1. Aufgrund unserer Winkeldefinition (vgl. Bem. 1 zu Def. I11.4) ist es nicht

moglich, beliebige Winkelgroien zu addieren (siehe Abbildung [ZT5]). Wenn
bei der Addition zweier Winkel (z. B. zweier stumpfer Winkel) kein Winkel
entsprechend Def. II1.4 entsteht, dann ist die Summe der entsprechenden
Winkelgréfen nicht erklart.

. Damit die Addition zweier Winkelgréflen iiberhaupt ausfithrbar ist, miissen

beide Aquivalenzklassen Reprisentanten besitzen, die den Voraussetzun-
gen von Def. IV.14 geniigen, die also einen gemeinsamen Scheitel und
einen gemeinsamen Schenkel besitzen. Nach Folgerung IV.2 (Moglichkeit
und Eindeutigkeit des Winkelantragens ist diese Bedingung erfiillt.

. Eine weitere Bedingung dafiir, dal Def. IV.14 {iberhaupt sinnvoll ist,

stellt die Reprdsentantenunabhdngigkeit dar, die bei jeder Definition von
Klassen mittels Représentanten zu beweisen ist. Zu Definition IV.14 muf3
gezeigt werden, dafl die Summe der Winkelgrofien unabhingig von der
Wahl der Repriisentanten Z(p,q) und Z(gq,r) ist, dafi also fiir beliebi-
ge Winkel Z(p',¢') aus der Klasse g(Z(p,q)) und Z(p',r") aus g(ZL(p,r))
auch Z(r',q") € g(L(r,q)) gilt. Diese Bedingung ist jedoch gleichbedeu-
tend damit, daf aus Z(p',q") = Z(p,q) und Z(p',7") = Z(p,r) auch
L(r',q") = Z(r,q) folgt, was aber nach Satz IV.5 gegeben ist. Die Re-
prasentantenunabhéingigkeit von Def. IV.4 wurde also mit diesem Satz
schon nachgewiesen.

. Das Zeichen ,,+“, welches hier fiir die Winkelgréenaddition verwendet

wird, beschreibt eine andere Operation als das ,,+“ bei der Addition von
Zahlen, da WinkelgréBen andere Objekte sind als reelle Zahlen. (Ebenso
ist das ,,+“ bei der Vektoraddition ein anderes als bei der Addition reeller
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Zahlen.) Wir verwenden dieses Zeichen, da die Addition von Winkelgréfien
eine Reihe von Eigenschaften hat, die mit den Eigenschaften der Addition
reeller Zahlen iibereinstimmen (siehe Aufgabe 19).

Aufgabe 19: Begriinden Sie, dafl die Addition von Winkelgréfien assoziativ
und kommutativ ist!

Aufgabe 20: Definieren Sie in geeigneter Weise die Subtraktion von Winkel-
groffen und begriinden sie die Représentantenunabhéngigkeit der Definition!

Def. IV.15: Eine Winkelgrifie a heifst kleiner als eine Winkelgrifie 8 (o < 3),
falls eine Winkelgrifie v mit a + v = ( existiert, wobei vy nicht die Klasse der
Nullwinkel ist.

Es kann leicht nachgewiesen werden, dal @ < (§ genau dann erfiillt ist, falls
Winkel Z(p, q) € a und Z(p,r) € B mit einem gemeinsamen Scheitel und einem
gemeinsamen Schenkel p existieren, so dafl ¢ im Innern des Winkels Z(p, r) liegt

(Abbildung R.16]).

Ist Z(p,q) ein Winkel der Grofie o sowie Z(r,s) ein Winkel der Gréfie 8 und
ist a < 0, so ist es {iblich, zu sagen, dafi der Winkel Z(p, ¢) kleiner ist als der
Winkel Z(r, s).

Zu Definition IV.15 muf3 weiterhin die Bemerkung gemacht werden, daf} auch die
»<*“ — Relation fiir Winkelgréflen nicht mit der ,,<“ — Relation auf den reellen
Zahlen gleichzusetzen ist, allerdings besitzen beide Relationen im wesentlichen
die gleichen Eigenschaften, es handelt sich bei beiden Ordnungsrelationen um
irreflexive, totale Ordnungen auf der jeweils betrachteten Menge.

Aufgabe 21: Weisen Sie nach, daf§ die ,<“ — Relation auf der Menge der
Winkelgrofien irreflexiv, transitiv und konnex (und damit also eine irreflexive
totale Ordnung) ist!

Abbildung 2.16: Abbildung 2.17:
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Satz IV.18 (Beziehung ,groflere Seite — groflerer Winkel“): Ist ABC
ein beliebiges Dreieck, so ist die Linge der Seite AC' genau dann kleiner als
die Linge der Seite BC, wenn der Winkel Z(ABC) kleiner ist als der Winkel

Z(BAC) (Abbildung[2.17).
Aufgabe 22: Beweisen Sie Satz I'V.18!

Wir kommen nun zur Einfiihrung des Winkelmafles. Ziel ist es dabei, je-
dem Winkel Z(p,q) eine reelle Zahl zuzuordnen, die wir Maff bzw. Mafzahl
m(Z(p,q)) dieses Winkels nennen. Dabei sollen folgende Bedingungen erfiillt
sein:

1. Kongruente Winkel (und nur diese) haben die gleiche Mafzahl. Fiir zwei
Winkel Z(p,q) und Z(r,s) gilt m(Z(p,q)) = m(L(r,s)) also genau dann,
wenn die WinkelgréBen g(Z(p,q)) und g(£(r,s)) tibereinstimmen. Jeder
Winkelgrofle soll somit in eineindeutiger Weise eine reelle Zahl zugeordnet
werden.

0)), 9(£(r, 5)) und g(£(u,v)) die Bezie-
(u,v)) erfiillt ist (und nur dann), soll
v)) gelten (Additivitat des Winkelma-

2. Falls fiir drei WinkelgroBen g(Z(p,
hung g(Z(p, q)) + g(£(r,s)) = g(£
Zl(j(z), q)) + m(£(r,s)) = m(£(u,

3. Es soll fiir beliebige Winkel Z(p,q) und Z(r,s) gelten, daff, falls
g(ZL(p,q)) < g(£L(r,s)) erfillt ist, auch m(Z(p,q)) < m(L(r,s)) gilt und
umgekehrt.

Zu den Bedingungen 1. — 3. sei angemerkt, dafl die Bedingung 3. nach Def.
IV.15 immer erfiillt ist, wenn die 2. Bedingung zutrifft. Die Bedingung 3. miifite
also nicht gestellt werden. Sie wurde hier trotzdem aufgenommen, da sie eine
wichtige Forderung an ein Winkelmaf} darstellt und bei einer anderen Definition
der ,,<“ — Relation fiir Winkelgrofen nicht sofort aus Bedingung 2. folgen wiirde.

Um einem beliebigen Winkel Z(p, ¢) mit einem Scheitel S eine Mafizahl gemifl
den oben formulierten Bedingungen 1. — 3. zuzuordnen, verwenden wir ein Ver-
fahren, das einer Intervallschachtelung entspricht. Dabei werden wir eine fort-
laufende Halbierung eines gestreckten Winkels vornehmen, den Winkel Z(p, q)
also durch 2-fach geteilte gestreckte Winkel ,,einschachteln“ und ihm natiirliche
Zahlen ¢; (die den Wert 0 oder 1 haben) zuordnen (und zwar in Abhéngigkeit
davon, wieviele der 2'-fach geteilten gestreckten Winkel in das Innere von Z(p, q)
»passen*). Zunéchst legen wir fest:

Die Maf$zahl eines gestreckten Winkels ist w, die eines Nullwinkels Null.

Ist Z(p, q) weder ein gestreckter Winkel noch ein Nullwinkel, so setzen wir:

py:=p., po:=p , €:=0.
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Weiterhin sei hg ein Strahl mit dem Anfangspunkt S, der zu p senkrecht ist und
beziiglich p in derselben Halbebene liegt wie ¢ (Abbildung [2.18]).

ho q

1

Po S D Abbildung 2.18:

So
Il
i

Es konnen nun drei Fille auftreten:

1. ¢ = hp, dann setzen wir €; := 1 und brechen das Verfahren ab,

2. q € intZ(p, ho), dann setzen wir

pli=pS, pli=ho, €:=0 (Abbildung 2.79) sowie

3. q € intL(ho,p}), dann setzen wir

pli=ho, pri=py, €:=1 (Abbildung 220).

In den Fillen 2 und 3 bezeichnen wir mit h; die Winkelhalbierende des Winkels
Z(pY,p1)-

Wir fithren das Verfahren weiter, indem wir erneut drei Félle untersuchen:
1. ¢ = h;, dann setzen wir €5 := 1 und brechen das Verfahren ab,

1
p1 = ho
! q q p? = ho

h1 Iy

Py S Py =pd pi =) s Py

Abbildung 2.19: Abbildung 2.20:
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2. g € intZ(pY, h1), dann setzen wir

0._ .0 1. o ;
Py =Dpi, Py:=h1, €:=0 sowie

3. q € intZ(h1,p}), dann setzen wir

pg::hl, pé::p%, € :=1.

Bei beliebig langem Weiterfithren dieses Verfahrens gibt es zwei Moglichkeiten:

(i) Das Verfahren bricht bei einem Schritt (den wir den k-ten nennen) ab indem
der Strahl ¢ mit der Winkelhalbierenden hy_; zusammenfillt, das heifit beim
k-ten Schritt des Verfahrens tritt der oben beschriebene Fall 1. ein. Als Maf} des
Winkels Z(p, q) bezeichnen wir dann die Zahl

-
NR|o

m(£(p,q)) =

=1

(ii) Das Verfahren bricht nie ab, es tritt immer einer der Félle 2. oder 3. ein. In
diesem Falle erhalten wir eine unendliche Folge von ¢;. Wir setzen

m(L( .WZ

i=1

22

Damit diese Definition sinnvoll ist, mufl die Summe
00 k
Z 5
kﬂoo 21
=1 =1

konvergieren, was sich jedoch mit Hilfe des Majorantenkriteriums sofort aus der
Konvergenz der Summe

>3
£ 2
ergibt, da ¢; nur die Werte 0 und 1 annimmt.

Aufgabe 23: Weisen Sie nach, dafi das durch (i) und (ii) definierte Winkelmafl
die eingangs gestellten Bedingungen 1. — 3. erfiillt!

Wir haben mit dem beschriebenen Verfahren jedem Winkel eindeutig eine reelle
Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [0, 7] zugeordnet. Um die Eineindeutig-
keit dieser Zuordnung zu gewihrleisten, benttigen wir den folgenden Satz, der
hier ohne Beweis angegeben wird.
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Satz IV.19: Es sei eine Folge von Winkeln Z(pn,qn) mit einem gemeinsa-
men Scheitel S gegeben, weiterhin gelte fiir alle natirlichen Zahlen i die Teil-
mengenbeziehung intZ(p;, q;) C intL(pi—1,¢i—1) und schlieflich existiere fiir je-
den (vom Nullwinkel verschiedenen) Winkel Z(u,v) eine natirliche Zahl k mit
9(L(pk, qx)) < g(L(u,v)). Dann existiert genau eine Halbgerade r, die fiir jeden
der Winkel Z(pn,qn) (mit n € N) entweder im Innern des Winkels Z(pn, gn)
liegt oder mit einem seiner Schenkel zusammenfaillt.

Bemerkung: Satz IV.19 ist eine Stetigkeitsaussage und weist eine Analogie zum
Cantor’schen Stetigkeitsaxiom der reellen Zahlen auf. Ein Beweis dieses Satzes
ist auf Grundlage der bisher behandelten Axiomengruppen I — IV moglich, aber
sehr aufwendig.

Da sich jede reelle Zahl zwischen Null und Eins durch eine Summe der Form

darstellen 148t, wird nach Satz IV.19 auch jeder reellen Zahl aus dem Intervall
[0, 7] eine Winkelgrole (also eine Kongruenzklasse von Winkeln) zugeordnet. Die
Zuordnung zwischen Winkelgréflen und Winkelmafien ist somit eineindeutig.

Ohne Beweis vermerken wir ferner, daf fiir €; keine Einerperiode auftritt, d. h. der Fall, daf} ab
einer bestimmten Stelle alle ¢; Eins werden und das Verfahren trotzdem unendlich lange lduft,
ist nicht moglich. Dieser Fall wire vergleichbar mit einer Neunerperiode bei Dezimalbriichen,

die ebenfalls bei der Dezimalbruchdarstellung von Briichen nicht vorkommt.

Die bei der Einfithrung des Winkelmafles unter (i) und (ii) vorgenommene Mul-
tiplikation mit der Zahl 7 ist natiirlich willkiirlich aber dadurch sinnvoll, dafl
sich daraus die Lange eines entsprechenden Kreisbogens eines Einheitskreises
ergibt. Das so definierte Winkelmafl wird als Bogenmajf§ bezeichnet und durch
a, B, 4,...symbolisiert. Ebenso hétte sich das sogenannte Gradmajf§ einfithren
lassen, wobei das Bogenmafl m dem Gradmaf} 180° entspricht. Fiir das Gradmaf
eines Winkel ist die Verwendung griechischer Buchstaben «, 3, v,. .. iiblich, fiir
die Umrechnung zwischen Bogen- und Gradmaf gilt die Formel

180°
o = .
s

Mit kleinen griechischen Buchstaben werden sowohl Winkelgréflen als auch Winkelmafie und
mitunter auch Winkel bezeichnet. Dies ist nicht besonders giinstig, da die jeweilige Bedeu-
tung dem Zusammenhang entnommen werden mufl. Da allerdings diese Bezeichnungsweise
weitverbreitet ist und auch in der Schule Verwendung findet, wurde sie hier ebenfalls genutzt.
Die Unterscheidung zwischen Winkelmafi und Winkelgréfe ist aus der Sicht des praktischen
Umgangs hiufig unwichtig und nur aus theoretischer Sicht erforderlich, da fiir Winkelgrofien
zum groflen Teil die gleichen Rechenregeln gelten, wie fiir die reellen Zahlen.
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Der Aufwand fiir die Einfithrung von Winkelgréflen und Winkelmaflen war, ge-
messen am Aufwand fiir die Einfithrung der Streckenlingen und Langenmafe,
erheblich. Dies liegt daran, dafl die Zuordnung von reellen Zahlen zu Punkte-
paaren und ihre wichtigsten Eigenschaften axiomatisch gefordert wurden. In der
Umgangssprache wird unter Streckenlénge und Streckenmaf} ein- und dasselbe
verstanden. Mathematisch korrekt ist es jedoch, die Lénge einer Strecke als Kon-
gruenzklasse von Strecken (analog zur Grofie von Winkeln) und das Lingenmaf
als reelle Zahl (mit dem Winkelmafl vergleichbar) zu erklidren. Bei den meisten
Axiomensystemen miissen Streckenléinge und Lingenmaf in vergleichbarer Wei-
se eingefiihrt werden wie hier die Winkelgréfie und das Winkelmaf (in Abschnitt
2.7.2 wird darauf niiher eingegangen). Hier wurde demgegeniiber ein Axiomen-
system gew#hlt, welches durch die Abstandsaxiome wesentliche Vereinfachungen
ermoglicht.
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2.5.5 Weitere Satze der absoluten Geometrie

Unter absoluter Geometrie versteht man die Axiomengruppen I — IV und die
daraus ableitbaren Eigenschaften und Sétze, d. h. also alle Aussagen der Geo-
metrie, die nicht auf dem Parallelenaxiom aufbauen. Diese Aussagen haben eine
besondere Bedeutung, und es ist insbesondere in Hinblick auf die Behandlung
der nichteuklidischen Geometrie (siehe 3. Kapitel) niitzlich, zwischen Aussagen
der absoluten Geometrie und solchen, fiir deren Herleitung das Parallelenaxiom
bendétigt wird, zu unterscheiden. Dies ist auch der Grund dafiir, dafl wir in die-
sem (wie auch in den vorangegangenen Abschnitten) Sitze auf Grundlage der
Axiomengruppen I — IV beweisen, die teilweise unter Hinzuziehung des Paralle-
lenaxioms einfacher zu beweisen wiren. Ebenfalls aus diesem Grunde formulie-
ren und beweisen wir den folgenden Satz IV.20 (Schwacher Auflenwinkelsatz),
obwohl auf Grundlage der Axiomengruppen I —V eine wesentlich aussagekrafti-
gere Version dieses Satzes gilt (némlich der gewdhnliche, auch in der Schule
behandelte Aulenwinkelsatz, siche Satz V.3 in Abschnitt 2.6.1.), dessen Beweis
zudem unkomplizierter ist, als an dieser Stelle der Beweis von Satz IV.20.

Def. IV.16: Ist ABC ein Dreieck,
so heifien die Winkel Z(AB*, ACT),
Z(BA*T,BC") sowie Z(CAT,CBY)
Innenwinkel wund alle Nebenwinkel

dieser drei Winkel Aulenwinkel des
Dreiecks ABC' (Abbildung ZZ1)).

Satz IV.20 (,,schwacher® Auflen-
winkelsatz): Jeder Innenwinkel ei- A B
nes beliebigen Dreiecks ABC' ist klei-

ner als jeder michtanliegende AujfSen-
winkel. Abbildung 2.21:

Beweis: Es sei ABC ein beliebiges Dreieck. Wir beweisen, daf8 der Innenwinkel
Z(AB™T, AC) kleiner ist, als der Auflenwinkel Z/(BA™, BC™), was gleichbedeu-
tend damit ist, dal im Innern des AuBlenwinkels Z(BA™, BC™) ein Punkt P
existiert mit Z/(ABT, ACT) = Z/(BAT, BPT). Dazu sei D der Mittelpunkt der
Strecke AB und P ein Punkt der Halbgeraden DC~ mit CD = DP (Abbil-
dung 223). Die Dreiecke ADC und BDP sind wegen AD = BD, DC = DP
und Z(DB*,DP*t) = Z(DA",DC™) (Scheitelwinkel) nach dem Kongruenz-
satz sws kongruent. Somit sind die Winkel Z(AB*, ACT) und Z(BA™, BP™")
zueinander kongruent.
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Es mu8 also noch
nachgewiesen werden, C
dal der Punkt P im
Innern des Auflenwin-
kels /(BAT,BC™)
liegt, was nach Def.
II1.4 bedeutet, dal P
den beiden (offenen)
Halbebenen @ BCAT
und ABC~ angehort.
Wegen P € DC™ ist
D ein (innerer) Punkt
der Strecke CP, da D
auch der Geraden AB
angehort, liegen C' und

P in unterschiedlichen P
Halbebenen beziiglich

dieser Geraden. Es gilt Abbildung 2.22:
also P € ABC™.

Da nun weiterhin C auf der Geraden BC liegt, D der Strecke C'P angehért und
dementsprechend (da die Punkte C, D und P verschieden sind) nicht C' € cpP
sein kann, haben die Strecke DP und die Gerade BC keinen gemeinsamen Punkt.
Die Punkte D und P liegen also in derselben Halbebene beziiglich dieser Gera-
den. Schliefflich liegen auch die Punkte A und D in einer Halbebene beziiglich
der Geraden BC, da der Schnittpunkt B der Geraden AB und BC nicht der
Strecke AD angehort. Somit sind also A und P Punkte ein- und derselben Halb-
ebene beziiglich BC, und es gilt P € BCAT. O

Aus dem schwachen Auflenwinkelsatz ergeben sich zwei interessante Folgerun-
gen:

Folgerung IV.4: In jedem Dreieck sind mindestens zwei Innenwinkel spitze
Winkel.

Folgerung IV.5: Die Summe zweier Innenwinkel eines beliebigen Dreiecks ist
stets kleiner als ein gestreckter Winkel.

Aufgabe 24: Beweisen Sie die Folgerungen IV.4 und IV.5 !

Um eine sinnvolle Definition des Abstandes eines Punktes von einer Geraden
angeben zu koénnen, (Def. IV.17) beweisen wir den folgenden Satz.

Satz IV.21: Ist g eine Gerade, P ein Punkt, der nicht auf g liegt und Q der
Fufpunkt des Lotes von P auf g, so existiert kein Punkt auf g, dessen Abstand
von P kleiner oder gleich dem Abstand | PQ | ist.
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Beweis: Es sei R ein beliebiger, von @) verschiedener Punkt auf g. Nach der
Folgerung IV .4 ist der Winkel Z(PRQ) ein spitzer und somit kleiner als der
Winkel Z(PQR), woraus sich nach dem Satz IV.18 unmittelbar | PR| > | PQ |
ergibt (Abbildung [2:23)). O

Def. IV.17: Als Abstand eines Punktes P von einer Geraden g wird der
Abstand der Punkte P und Q) bezeichnet, wobei QQ der Fufpunkt des Lotes von
P auf g ist.

Satz IV.22 (Kongruenzsatz ,,ssw*): Sind ABC und DEF Dreiecke mit
AB = DE, AC = DF und |AB| > | AC| sowie Z(ACB) = Z/(DFE) (d.
h. die der lingeren Seite gegeniiberliegenden Winkel sind kongruent), so gilt
ABC = DEF.

Beweis: Wir weisen nach, daB die Seiten BC' und EF kongruent sind, was nach
dem Kongruenzsatz sws die Kongruenz der beiden Dreiecke nach sich zieht.
Dazu sei G ein Punkt auf der Halbgeraden CB™ mit | CG | = | FE | (Abbildung
224). Nach dem Kongruenzsatz sws sind die Dreiecke DEF und AGC kongruent
und es gilt deshalb AG = DE = AB. Wir betrachten im folgenden den Fall,
daB der Punkt G der Strecke BC angehort (siehe Abbildung 2:24)), der andere
mogliche Fall (B € GC) ist analog nachzuweisen. Da die Basiswinkel /(ABG)
und Z(AGB) des gleichschenkligen Dreiecks AG B kongruent sind, folgt aus der
Voraussetzung |AB| > | AC| nach Satz IV.18 (Beziehung grofiere Seite — groflerer
Winkel) Z(ACB) > Z(AGB). Andererseits ergibt sich aber aus dem schwachen
Aulenwinkelsatz Z(AGB) > Z(ACB), was einen Widerspruch bedeutet. Somit
miissen die Punkte B und G identisch sein, woraus wegen der Kongruenz der
Dreiecke DEF und AGC' die Behauptung folgt. 0

Wir kommen nun zur Betrachtung paralleler Geraden und weisen dazu zwei
Sitze nach, fiir die das Parallelenaxiom nicht benétigt wird, bei denen es sich
also um Sétze der absoluten Geometrie handelt.

F c
Z(PQR)
Q P
R:
Z(PRQ) G
D E A B

Abbildung 2.23: Abbildung 2.24:
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C
T L(r,s) s
p
Z(p,q) p
Abbildung 2.25: Abbildung 2.26:

Def. IV.18: Zwei Geraden g und h heiffen zueinander parallel (g || h), wenn
ste keinen gemeinsamen Punkt besitzen.

Es sei darauf verwiesen, daf§ die Parallelitdt von Geraden nur in der ebenen Geometrie nach
Def. IV.18 aufgefafit wird (fiir die riumliche Geometrie fordert man zusétzlich, dal die beiden
Geraden in einer Ebene liegen) und daf diese Definition weiterhin auch nur in der euklidi-
schen Geometrie gebrduchlich ist. Im 3. Kapitel werden wir noch eine andere Definition der

Parallelitit zweier Geraden in einer Ebene behandeln.

Def. IV.19: Zwei Winkel Z(p,q) und Z(r,s) heiffen Stufenwinkel, falls ein
Schenkel r des einen Winkels eine Teilmenge eines Schenkels p des anderen
Winkels ist und die anderen beiden Schenkel ¢ und s in einer Halbebene beziiglich

der Geraden g liegen, die durch die beiden Schenkel p und r gegeben ist (siehe
Abbildung [223).

Satz IV.23 (Umkehrung des Stufenwinkelsatzes): Freie Schenkel an kon-
gruenten Stufenwinkeln sind parallel.

Beweis: Es seien Z(p,q) und Z(r,s) kongruente Stufenwinkel mit den Schei-
teln A und B (Abbildung [Z26]). Wir nehmen an, die Geraden, denen ¢ und s
angehoren, haben einen Schnittpunkt C, der 0.B.d.A. beziiglich g auf der Seite
von 7 und s liegen moge (anderenfalls kann der Beweis wegen des Scheitelwin-
kelsatzes ebenso gefithrt werden). Der Winkel Z(p,q) ist ein Innenwinkel des
Dreiecks ABC, der Winkel /(r, s) ist ein AuBenwinkel dieses Dreiecks oder um-
gekehrt. Wegen Z(p, q) = Z(r, s) ist dies jedoch ein Widerspruch zu Satz IV.20
(schwacher Auflenwinkelsatz). O

Bemerkung: Die Umkehrung von Satz IV.23, also der Stufenwinkelsatz selbst,
kann nicht auf Grundlage der Axiomengruppen I — IV bewiesen werden, dazu
ist das Parallelenaxiom erforderlich.
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Aufgabe 25: Definieren Sie in geeigneter Weise den Begriff Wechselwinkel und
weisen Sie nach, daf} freie Schenkel an kongruenten Wechselwinkeln parallel sind!

Satz IV.24 (Existenz von Parallelen): Zu jeder Geraden g und zu jedem
nicht auf g liegenden Punkt P gibt es mindestens eine Gerade h, die P enthdlt
und zu g parallel ist.

Beweis: Es sei f eine Gerade durch P. Ist f N g = (), dann ist f eine Gerade,
welche die Behauptung erfiillt. Anderenfalls sei fNg = {Q}, dann l&8t sich wegen
der Moglichkeit des Winkelantragens (Folgerung IV.2) durch P eine Gerade h
derart legen, dal g und A mit f kongruente Stufenwinkel bilden. Nach Satz
IV.23 sind die Geraden g und h somit parallel. O

Auch die Umkehrung von Satz IV.24 (die gerade das Parallelenaxiom beinhal-
tet) kann nicht auf Grundlage der bisher betrachteten Axiome nachgewiesen
werden, obwohl Mathematiker dies iiber 2000 Jahre lang versucht haben (siehe
3. Kapitel).
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2.6 Euklidische Geometrie
2.6.1 Das Parallelenaxiom und einige Folgerungen

Um eine Reihe von interessanten geometrischen Sétzen zu beweisen (u. a. auch
Sétze der Schulgeometrie), sind die Axiomengruppen I — IV nicht ausreichend,
wir bendtigen dazu noch ein weiteres Axiom, das Parallelenaxiom.

Dafl der Beweis der in diesem Abschnitt bewiesenen Sétze ohne Parallelenaxiom tatséchlich
nicht méglich ist, kann allerdings an dieser Stelle noch nicht nachgepriift werden. Dazu wire
die Betrachtung eines Modells notwendig, in dem die Axiomengruppen I — IV gelten, das
Axiom V jedoch nicht zutrifft. Derartige Modelle sind erheblich komplizierter als die Modelle
1 —4 aus dem Abschnitt 2.2.2. Wir werden uns damit deshalb erst im dritten Kapitel befassen.

V. Parallelenaxiom

Zu jeder Geraden g und zu jedem micht auf g liegenden Punkt A gibt es
hdchstens eine Gerade, die durch A verlduft und zu g parallel ist.

Satz V.1 (Stufenwinkelsatz): Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind
kongruent.

Beweis: Es seien g und h zwei pa-
rallele Geraden, die von einer dritten
Geraden f in den Punkten A bzw.
B geschnitten werden (Abbildung
2.27). Wir nehmen an, die Stufen-
winkel Z(PAQ) und Z(PBR) sei-
en nicht kongruent. Dann mufl we- f
gen Folgerung IV.2 eine Gerade h’
existieren, die durch B verlauft und P B
mit der Geraden f einen zu Z(PAQ)
kongruenten Winkel Z(PBS) bil-
det. Wegen Satz V.23 (Umkehrung
des Stufenwinkelsatzes) sind die Ge-
raden g und i’ parallel, was aber we-
gen g || h einen Widerspruch zu Axi-
om V bedeutet. 0 Abbildung 2.27:

Q R4 S

g h n

Unmittelbar aus dem Stufenwinkelsatz und dem Scheitelwinkelsatz ergibt sich
die nachstehende Folgerung.
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Folgerung V.1 (Wechselwinkelsatz): Wechselwinkel an geschnittenen Par-
allelen sind kongruent.

Satz V.1 und Folgerung V.1 werden zusammengefaf3t auch Sdtze iber Winkel an
geschnittenen Parallelen genannt. Mit Hilfe dieser Sdtze sowie der Sitze iiber
Neben- und Scheitelwinkel lassen sich sehr einfach der Innenwinkelsatz und der
,starke“ AuBlenwinkelsatz beweisen.

Satz V.2 (Innenwinkelsatz der euklidischen Geometrie): In jedem Drei-
eck ist die Summe der Innenwinkel gleich zwei Rechten.

Satz V.3 (,starker* Auflenwinkelsatz): Fin beliebiger Auflenwinkel eines
jeden Dreiecks ist so grof8 wie die Summe der beiden nichtanliegenden Innen-
winkel dieses Dreiecks.

Aufgabe 26: Beweisen Sie die Siatze V.2 und V.3!

Hinweis: Aufgrund der inzwischen zur Verfiigung stehenden Sétze lassen sich
die Beweise identisch oder zumindest sehr dhnlich fithren wie in vielen Schulbiichern
der Sekundarstufe I.

Satz V.4 (Parallelogrammregel): Sind A, B, C' und D wvier nichtkollinea-
re Punkte und sind die Geraden AB und CD sowie AD und BC zueinander
parallel, dann gilt | AB| = |CD | sowie | AD| = | BC'| (Abbildung[2.28).

Aufgabe 27: Beweisen Sie Satz V.4 durch Betrachtung geeigneter (kongruen-
ter) Dreiecke und Anwendung der Sitze an geschnittenen Parallelen!

/D <y

C mAB
B
A B A mpc mac
Abbildung 2.28: Abbildung 2.29:

Satz V.5 (Mittellotensatz): Die Mittelsenkrechten eines beliebigen Dreiecks
ABC schneiden einander in einem Punkt M. Dieser Punkt M hat von den Punk-
ten A, B und C den gleichen Abstand.
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Beweis: Die Mittelsenkrechten map und mac der Seiten AB und AC sind
nicht parallel, da sonst die entsprechenden Dreiecksseiten parallel wiren (Stu-
fenwinkel). Die Seitenhalbierenden m 4 und m 4 schneiden sich daher in einem
Punkt M (Abbildung B.29)). Fiir diesen Punkt gelten nach Satz IV.17 die Be-
ziehungen | AM | = | BM | sowie | AM | = |CM | und somit | AM | = |BM | =
| CM |, woraus wiederum nach Satz IV.17 folgt, da M auch ein Punkt der
Mittelsenkrechten mpc der Seite BC ist. O

Satz V.6 (Hohenschnittpunktsatz): Die Hohen eines beliebigen Dreiecks
schneiden sich in einem Punkt.

Aufgabe 28: Beweisen Sie Satz V.6!

Hinweis: Betrachten Sie ein Hilfsdreieck, in dem die Hohen des Ausgangsdrei-
ecks Mittelsenkrechte sind.

Ohne Beweis vermerken wir die beiden folgenden Sétze, bei denen es sich eben-
falls um Sétze der euklidischen Geometrie handelt. Die Begriffe der Seiten- und
Winkelhalbierenden eines Dreiecks werden (wie auch der Begriff der Hohe) in der
allgemein iiblichen (auch aus dem Schulunterricht bekannten) Weise aufgefafit.

Satz V.7 (Satz iiber den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden): Die
Seitenhalbierenden eines beliebigen Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

Satz V.8 (Satz iiber den Schnittpunkt der Winkelhalbierenden): Die
Winkelhalbierenden eines beliebigen Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.
Dieser Punkt hat von jeder der drei Geraden, auf denen die Dreiecksseiten lie-
gen, denselben Abstand.

Wir kommen nun zu einem Satz, dessen Aussage trivial erscheinen mag, der
aber auch nur bei Zugrundelegung des Parallelenaxioms gilt und somit keine
Aussage der absoluten Geometrie ist.

Satz V.9 (Abstandslinien sind Geraden): Ist g eine beliebige Gerade und a
eine beliebige reelle Zahl, so ist die Menge aller Punkte, die von g den Abstand

a haben und in einer Halbebene beziiglich g liegen, eine zu g parallele Gerade
(fir a # 0) bzw. die Gerade g selbst (fira=0).

Beweis: Fiir a = 0 ist die Behauptung trivial. Fiir a # 0 miissen wir zeigen, daf3
alle Punkte, die von g den Abstand a haben und in einer Halbebene beziiglich
g liegen, einer zu g parallelen Gerade h angehdren und dafl jeder Punkt dieser
Gerade von g den Abstand a hat. Wir weisen zunéchst die zweite Aussage nach.
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P Q P Q R
h h
g g
L L L 1 "
Abbildung 2.30: Abbildung 2.31:

Es sei P ein Punkt, der von g den Abstand a hat und h die zu g parallele
Gerade durch P sowie () ein beliebiger Punkt auf h. Ferner seien L und L’ die
FuBpunkte der Lote von P bzw. @ auf g (Abbildung [Z30). Die Geraden PL
und QL' sind wegen Satz IV.23 (Umkehrung des Stufenwinkelsatzes) parallel
und nach Satz V.4 gilt |PL| = |QL’|, was aber gerade bedeutet, dafl P und @
von g denselben Abstand a haben. Es sei nun R ein Punkt der mit P in einer
Halbebene beziiglich g liegt und von g den Abstand a hat (Abbildung 23T]).
Das Lot von R auf g (mit dem FuBpunkt L") schneidet h in einem Punkt S, der
(wie bereits gezeigt) von L” den Abstand a hat. Es gilt also |L”S| = |L"R| = a,
was nach der Eindeutigkeitsaussage von Axiom III.1 bedeutet, dafl S und R
identisch sein miissen und somit R der Geraden h angehort. g

Im dritten Kapitel werden wir feststellen, dafl bei Zugrundelegung lediglich der Axiomengrup-
pen I — IV Abstandslinien etwas ganz anderes sein konnen als Geraden. Auch in der sphéri-
schen Geometrie sind Abstandslinien im allgemeinen Kleinkreise und somit keine sphérischen
Geraden (siehe Aufgabe 4 in Kapitel 1).

2.6.2 Die Strahlensitze

Satz V.10 (1. Strahlensatz): Es seien p; und pa zwei Halbgeraden mit einem
gemeinsamen Anfangspunkt O sowie A1 By und AsBs zwei parallele Geraden,
welche die Strahlen py in den Punkten Ajund As sowie ps in By und By schnei-
den. Dann gilt:

[OAL| _ [OAs| _ | Asds |
OB, |~ |0OB;| | BiB; |

(siehe Abbildung [2.39).
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AlBl
D1

D2

By
Abbildung 2.32: Abbildung 2.33:

Beweis: Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir den Spezialfall mit |OAs| =
2-|0A;|. Dazu betrachten wir die Parallele A;C zu By By im Punkt A; (wobei C
ein Punkt auf Ay By sei) und die Parallele By D zu Ay Ay in By, wobei D ebenfalls
auf Ay By liegen soll (Abbildung2:33]). Die Punkte C und D sind identisch, wobei
wir auf den Nachweis dieser Tatsache verzichten, da wir sie fiir den Beweis von
Satz V.10 nicht bendtigen.

Durch Anwendung des Stufenwinkelsatzes und des Kongruenzsatzes wsw er-
gibt sich OB1A; = A1CAs, aus dem Stufenwinkelsatz, der Parallelogrammre-
gel und dem Kongruenzatz wsw folgt A1CAs = B1B>D und somit OB1A; =
By BsD. Daher sind die Strecken OB; und Bj Bs kongruent. Dementsprechend
gilt |OBs| = 2 - |OB4| und die Behauptung wurde fiir den betrachteteten Spe-
zialfall nachgewiesen. Da das bei diesem Beweis genutzte Verfahren mehrfach
angewendet werden kann, gilt sie auch fiir den etwas allgemeineren Fall |[OAs| =
2" - |OA;]. Auf analoge Weise lifit sie sich fiir |OAz| = k- |OA;| (mit k € N)
zeigen, wovon wir im folgenden Gebrauch machen.

Wir beweisen den Satz V.10 jetzt allgemein. Dazu sei X; € OA] mit
\OAl\

0X,| =

(1)

fiir eine beliebiges n € N und Y; € OB;L mit X1Y; || A;B;. Dann gilt wegen
des bereits bewiesenen Spezialfalls

OB
ovi| = \ 1\

(2)
Es sei nun k eine natiirliche Zahl mit

k-10X1| <04z < (E+1)-]0X,] (3)
beziehungsweise damit gleichbedeutend

k‘—i— 1
‘OAl‘ < ‘OAQ‘ < — |OA1 . (4)
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Abbildung 2.34:

Dann gilt die Beziehung
k < |OAs| k+1

— < , 5
2" = |OA,| AL )
woraus sich
k04
W 2 T (O A | ©)

ergibt. Wir betrachten nun die Punkte X und X der Halbgeraden OAl+ mit
|OX)| = k- |OX1], |OXpy1| = (k+1) - |0OXy| sowie Y} und Yy, auf OBy
mit XV || X1Y1 und Xp1Yies1 || X1Y1 (Abbildung 2:34). Hierfiir ergibt sich
anhand des oben betrachteten Spezialfalls

|OYy| = k- |OY1] und (7)

|OYi41| = (k+1) - |OY1]. (8)
Wegen Xj11Yit1 || XieYe || X1Y1 || A2B2 und der Anordnung von Xj, As und
X1, liegt Yy, zwischen O und Bs sowie By zwischen Y und Yy 41 oder Yy und
Bs sind identisch. Es gilt also

|OYx| < |0B;| < [OY41], (9)
beziehungsweise wegen (7) und (8)

k-|0OY1| < |OBs| < (k+1) - |0Y4], (10)
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woraus sich nach (2) die Beziehung

|OBg\<k+1
|OB, | ~ 2»

k
_ <
on = (11)

ergibt. Somit folgt

lim ﬁ— | OB, |
n—oo 2M - ‘OB1|

und wegen (6) und (12) schliefilich

OB OA
|OBy| | OA; |
Durch Umstellen ergibt sich daraus die Behauptung des Satzes V.10. O

Satz V.11 (2. Strahlensatz): Es seien p; und pa zwei Halbgeraden mit einem
gemeinsamen Anfangspunkt O sowie A1 By und AsBs zwei parallele Geraden,
welche die Strahlen py in den Punkten Ayund As sowie ps in By und By schnei-
den. Dann gilt:

|OAL | [AiB |
| OAz | | A2Bs |

(siehe Abbildung auf Seite[IT7]).

Aufgabe 29: Beweisen Sie den 2. Strahlensatz! Gehen Sie dabei analog zum
Beweis des 1. Strahlensatzes vor!

Satz V.12 (Umkehrung des 1. Strahlensatzes): Es seien p1 und py zwei
Halbgeraden mit einem gemeinsamen Anfangspunkt O, A1 und As zwei Punkte
auf p1 sowie By und By Punkte auf po. Wenn dann die Beziehung

|OAL | _ |04 |
|OB1| | OBz |

erfullt ist, so sind die Geraden Ay B1 und AsBs parallel.

Aufgabe 30: Beweisen Sie die Umkehrung des 1. Strahlensatzes! (Verwenden
Sie zum Beweis den 1. Strahlensatz selbst.) Lassen sich auch andere Umkehrun-
gen von Satz V.10 bilden und beweisen?
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Der zweite Strahlen-

satz laf3t sich nicht in

der Weise umkehren,

wie dies fiir den er-

sten Strahlensatz mit

Satz V.12 geschehen

ist. Aus der Tatsache,

dafl sich zwei Strah-

len in einem Punkt 0
O schneiden und der

Gleichung in Satz V.11

folgt also im allge-

meinen nicht die Pa-

rallelitit der Geraden

A1 By und A B, (siehe By
Abbildung EZ35), die

Punkte By und B) ha-

ben von A, denselben Abbildung 2.35:
Abstand).

|A2By| = A2 Ba|

Es gilt jedoch die folgende Umkehrung des zweiten Strahlensatzes.

Satz V.13 (Umkehrung des 2. Strahlensatzes): Gegeben seien ein Strahl
p1 mit dem Anfangspunkt O, der zwei Punkte Ay und As enthdlt, sowie zwei
weitere Punkte By und Bs. Sind nun die Geraden A1 By und AsBs parallel und
gilt

|OAL | | A1By |

| OAs | | AsBs |

so geht die Gerade ByBs durch O.

Der Beweis von Satz V.13 148t sich recht einfach mit Hilfe des zweiten Strahlen-
satzes fithren, wobei die Vorgehensweise &hnlich zu der beim Beweis von Satz
V.12 ist. Auf eine Darstellung des Beweises wird hier verzichtet.

2.6.3 Ahnlichkeit geometrischer Figuren

Ebenso wie wir die Kongruenz geometrischer Figuren unter Verwendung spe-
zieller Abbildungen (némlich der Bewegungen) eingefiihrt haben, werden wir
auch fiir die Definition der Ahnlichkeit geometrische Abbildungen verwenden,
die Ahnlichkeitsabbildungen. Dazu bendtigen wir den Begriff der zentrischen
Streckung.
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Def. V.1: Als zentrische Streckung ¢ mit dem Streckungszentrum Z und
dem Streckungsfaktor k (k # 0) wird eine Abbildung der Ebene mit folgenden
Eigenschaften bezeichnet:

1. Ist P ein beliebiger Punkt, so gehort fir k > 0 der Bildpunkt ¢(P) der
Halbgeraden ZP% an, fir k <0 ist p(P) € ZP~.

2. Fir jeden Punkt P gilt |Z¢(P)| = |k| - |ZP)|.

Satz V.14 (Eigenschaften zentrischer Streckungen):
1. Zentrische Streckungen sind bijektiv.

2. Jede zentrische Streckung mit einem von eins verschiedenen Streckungs-
faktor k hat genau einen Fizpunkt, ndmlich das Streckungszentrum.

3. Jede zentrische Streckung bildet Geraden auf Geraden ab, wobei Urbild-
und Bildgeraden parallel zueinander sind.

4. Parallele Geraden werden auf parallele Geraden abgebildet. Fulls sich zwei
Geraden schneiden, so schneiden sich auch ithre Bildgeraden und der Bild-
punkt des Schnittpunktes der beiden Geraden ist Schnittpunkt der Bildge-
raden.

5. Das Bild einer beliebigen Strecke der Linge a ist eine Strecke der Linge
|k |-a, die Bilder der Endpunkte der Urbildstrecke sind die Endpunkte der
Bildstrecke.

6. Halbgeraden werden auf Halbgeraden sowie Halbebenen auf Halbebenen ab-
gebildet.

7. Das Bild eines beliebigen Winkels bei einer zentrischen Streckung ist ein
dazu kongruenter Winkel.

Auf die Darstellung des Beweises von Satz V.14 wird hier verzichtet. Inter-
essierte Leser konnen diesen Beweis leicht fithren, wobei insbesondere auf die
Strahlenséiitze und ihre Umkehrungen zuriickzugreifen ist. Fiir den Beweis der
Surjektivitéit zentrischer Streckungen ist Axiom III.1 zu verwenden, fiir den von
Eigenschaft 7. kann der Stufenwinkelsatz angewendet werden.

Satz V.15: Sind Z, P und @ drei beliebige kollineare Punkte (wobei P und Q
von Z verschieden sind), so existiert genau eine zentrische Streckung, die Z auf
sich und P auf @ abbildet.
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Beweis: Ist P = @), so ist nach Satz IV.13, Teil 2. die Identitdt (k = 1) die einzi-
ge zentrische Streckung, die Z auf Z und P auf Q abbildet. Fiir Q € ZP leistet
dies die zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem Streckungsfaktor

_12@|

ki =
1 |ZP|7

fir @ € ZP~ muf bei gleichem Zentrum der Streckungsfaktor

12Q)

b2 =17p]

gewdhlt werden. Unmittelbar aus der Definition V.1 folgt, dal die durch das
Streckungszentrum Z und die Streckungsfaktoren k; bzw. ks gegebenen zentri-
schen Streckungen das Verlangte leisten, bei der Wahl eines anderen Zentrums
wird Z nicht auf sich und bei einem anderen Streckungsfaktor der Punkt P nicht
auf den Punkt @) abgebildet. Somit ist also auch die Eindeutigkeit gegeben. [

Def. V.2: Hintereinanderausfithrungen einer Bewegung und einer zentrischen
Streckung werden als Ahnlichkeitsabbildungen bezeichnet.

Bemerkung: Alle in Satz V.14 aufgefithrten Eigenschaften von zentrischen
Streckungen aufler 2. und der Aussage in 3., dafl Urbild- und Bildgeraden parallel
sind, gelten ebenso fiir Bewegungen (siehe Sitze IV.1 — IV.3) und somit auch
fiir Ahnlichkeitsabbildungen.

Der folgende Satz stellt eine zum Bewegungsaxiom analoge Aussage iiber Ahn-
lichkeitsabbildungen dar und wird fiir den Beweis der Ahnlichkeitsséitze benétigt.

Satz V.16: Sind A und B sowie C und D jeweils voneinander verschiedene
Punkte, so existieren genau zwei Ahnlichkeitsabbildungen, die A auf C und B
auf D abbilden, wobei eine Halbebene beziiglich der Gerade AB durch jede dieser
beiden Ahnlichkeitsabbildungen auf eine andere Halbebene beziiglich CD abge-
bildet wird.

Beweis: Es sei H eine Halbebene beziiglich der Geraden AB und H' eine Halb-
ebene beziiglich C'D. Wir weisen zuniichst die Ezistenz einer Ahnlichkeitsab-
bildung nach, die A auf C, B auf D sowie H auf H' abbildet. Nach Satz IV.4
existiert eine Bewegung ¢ die A auf C, ABt auf CD* und H auf H' abbildet.
Das Bild von B bei dieser Bewegung sei B’. Weiterhin existiert wegen Satz V.15
eine zentrische Streckung 1 die C auf sich und B’ auf D abbildet, die Gerade
CD (identisch mit C'B’) ist bei dieser zentrischen Streckung ihre eigene Bildge-
rade und H' wird wegen der Halbebenentreue der zentrischen Streckungen (Satz
V.14, 6.) auf sich abgebildet. Die Hintereinanderausfithrung der Abbildungen ¢
und % bildet somit A auf C, B auf D sowie H auf H' ab und es bleibt zu zeigen,
daB nur eine Ahnlichkeitsabbildung existiert, die dieses leistet. Gibe es zwei
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derartige Ahnlichkeitsabbildungen, so miite mindestens ein Punkt P existie-
ren, der durch diese beiden Abbildungen auf voneinander verschiedene Punkte
P, und P, abgebildet wird. Nach Satz V.14, 7. gilt £(CDP,) = Z(ABP) =
Z(CDPy) und analog Z(DCP,) = £(BAP) = Z(DCP,). Wegen der Eindeutig-
keit der Winkelantragung (Folgerung IV.3) und Axiom 1.2 sind die Punkte P;
und P, entweder identisch oder beide Punkte liegen auf der Geraden C'D. Aus
der Abstandstreue von Bewegungen und der Eigenschaft 5. aus Satz V.14 folgt
aber, daf Verhiltnisse von Streckenlingen bei Ahnlichkeitsabbildungen erhalten
bleiben, es gilt also

[PA| _|PC|_|PC]
| PB| | D | | P,D |’

woraus sich auch fiir den Fall, dafl C, D, P; und P, kollinear sind, die Identitét
von P; und P» ergibt. O

Def. V.3: Zwei geometrische Figuren heifien zueinander &hnlich, falls eine
Ahnlichkeitsabbildung ezistiert, welche die eine davon auf die andere abbildet.

Aufgabe 31: Begriinden Sie, daB die Ahnlichkeit geometrischer Figuren eine
Aquivalenzrelation ist!

Satz V.17 (Hauptidhnlichkeitssatz): Es seien ABC und DEF zwei Drei-
ecke. Falls Z(ABC) = Z(DEF) und L(BAC) = Z(EDF) ygilt, so sind die
beiden Dreiecke dhnlich.

Beweis: Nach Satz V.16 existiert genau eine Ahnlichkeitsabbildung ¢ die A auf
D, B auf E und die Halbebene ABC™T auf die Halbebene DEF* abbildet. Da
jede Ahnlichkeitsabbildung Winkel auf kongruente Winkel abbildet, gilt dann
L(DE¢(C)) = L(ABC) = Z(DEF) und Z(ED¢(C)) = L(BAC) = L(EDF).
Wegen der Eindeutigkeit der Winkelantragung folgt, daf jeder der beiden Punk-
te I und ¢(C) sowohl auf der Halbgerade EF* als auch auf DF liegt, womit
die beiden Punkte identisch sein miissen. Somit wird durch die Ahnlichkeitsab-
bildung ¢ das Dreieck ABC auf das Dreieck DEF abgebildet. 0

Satz V.18 (Ahnlichkeitssiitze):

a) Wenn zwei Dreiecke in einem Winkelmaf$ ibereinstimmen und die anlie-
genden Seiten gleiche Ldingenverhdltnisse bilden, so sind die beiden Drei-
ecke dhnlich.

b) Wenn alle drei Seiten eines Dreiecks mit je einer Seite eines anderen
Dreiecks gleiche Lingenverhdltnisse bilden, so sind die beiden Dreiecke
einander dhnlich.

c) Wenn zwei Seiten eines Dreiecks mit je einer Seite eines anderen Dreiecks
gleiche Lingenverhdltnisse bilden und wenn die beiden Dreiecke in dem
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Winkel iibereinstimmen, welcher der jeweils ldngeren dieser beiden Seiten
gegentiberliegt, so sind die beiden Dreiecke einander dhnlich.

Beweis: Es seien ABC und DEF zwei Dreiecke mit /(ABC) = Z(DEF) und
|IDE|: |AB| = |EF|:|BC| =: k. Weiterhin sei ¢ eine zentrische Streckung
mit dem Streckungsfaktor k und dem Zentrum B. Das Bilddreieck A’ BC" des
Dreiecks ABC hat die Seitenléingen |A’B| = k- |AB| = |DE| und |BC'| = |EF|
und ist (da der Winkel bei B mit dem entsprechenden Winkel des Dreiecks ABC
identisch ist) nach dem Kongruenzsatz sws kongruent zum Dreieck DEF. Die
Dreiecke ABC' und DEF sind also &hnlich und die Behauptung a) des Satzes
V.18 ist somit bewiesen. Die Teile b) und ¢) konnen auf analoge Weise unter
Verwendung der Kongruenzsitze sss bzw. ssw bewiesen werden. O

2.6.4 Die Satzgruppe des Pythagoras

Unter Anwendung der Ahnlichkeit geometrischer Figuren beweisen wir in diesem
Abschnitt einige Sétze iiber rechtwinklige Dreiecke (Hohensatz, Kathetensatz
und Satz des Pythagoras). Dazu bendtigen wir zunéichst eine Hilfssaussage.

- C
Hilfssatz: Ist ABC ein

bei C' rechtwinkliges Drei-
eck und D der Fufpunkt
des Lotes von C auf die
Gerade AB, so sind die
Dreiecke ABC, ACD und A
CDB jeweils zueinander

dhnlich (Abbildung[2.36)). Abbildung 2.36:

D B

Beweis: Der Punkt D liegt innerhalb der Dreiecksseite AB, da wegen des Innen-
winkelsatzes die Innenwinkel des Dreiecks ABC bei A und B spitz sein miissen.
Ebenfalls durch Heranziehung des Innenwinkelsatz ergeben sich bei Beriicksich-
tigung der rechten Winkel die Kongruenzbezichungen Z(ABC) = Z(ACD) und
Z(BCD) = Z(CAB). Unter Beriicksichtigung der gemeinsamen Winkel der
Dreiecke ABC und ACD bei A sowie der Dreiecke ABC und CDB bei B und
des in jedem Dreieck auftretenden rechten Winkels (bei C' bzw. D) folgt nach
dem Hauptihnlichkeitssatz die Ahnlichkeit aller drei Dreiecke. O

Da die Léngenverhéltnisse einander entsprechender Seiten #dhnlicher Dreiecke
iibereinstimmen, gelten die Beziehungen

|CD| |AD| 1)
|DB| |CD|’

|BC| | AB]

DE| ~ [BC| und (2)
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|AC| |AB|

| AD| ~ JAC| " ®)

Nach Einfiihrung der Bezeichnungen a := |BC|, b := |AC|, ¢ := |AB|, h :=
|CD|, p:=|DB| und ¢ := |AD| erhalten (1), (2) und (3) die Gestalt

h* =pq, (4)
a’=cp sowie (5)
b =cq . (6)

Die Beziehung (4) wird als Hohensatz bezeichnet, die Beziehungen (5) und (6)
bilden den Kathetensatz. Um diese Sétze verbal formulieren zu kénnen, miissen
noch einige Begriffe eingefiihrt werden.

Def. V.4: Die dem rechten Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks benachbarten
Seiten heiffen Katheten, die gegentiberliegende Seite heifit Hypotenuse. Die
beiden Teile der Hypothenuse, die durch den Fuflpunkt der entsprechenden Héhe
entstehen, heiffen Hypotenusenabschnitte.

Satz V.19 (H6hensatz): In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat des
Léangenmajes der Hohe gleich dem Produkt der Lingenmafe der Hypothenusen-
abschnitte.

Satz V.20 (Kathetensatz): In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat
des Lingenmafes jeder Kathete gleich dem Produkt der Lingenmafle der Hypo-
tenuse und dem der jeweiligen Kathete benachbarten Hypotenusenabschnitt.

Satz V.21 (Satz des Pythagoras): In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die
Summe der Quadrate der Lingenmafle der Katheten gleich dem Quadrat des
Léangenmajes der Hypotenuse.

Beweis: Es sei ABC' ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel bei
C, wobei a, b, ¢, p und ¢ die oben festgelegte Bedeutung haben. Nach dem
Kathetensatz ist

a4+ =c-ptec-q (7)
und, da die Hypotenuse aus den beiden Hypotenusenabschnitten besteht, gilt
p+qg=c  und somit (8)

a®+ b = 2. (9)
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Aufgabe 32: Bilden Sie Umkehrungen der Sétze V.19 — IV.21 und beweisen
Sie diese, indem Sie die jeweiligen Sitze selbst fiir den (indirekten) Beweis ihrer
Umkehrungen nutzen!

Nicht unerwéhnt soll an dieser Stelle gelassen werden, daf der Satz des Pythago-
ras nicht von Pythagoras (der etwa von 580 bis 500 v. Chr. lebte) gefunden und
auch von ihm nicht erstmalig bewiesen wurde. Der Satz war schon weitaus frither
bekannt (siehe Abschnitt 2.1.1). Der Name des Satzes kénnte daher rithren, daf
die pythagoreische Schule sich ausfiihrlich mit den sogenannten pythagoreischen
Zahlentripeln (Tripeln natiirlicher Zahlen (k,I,m) mit k? + I2 = m?) befafte
und diese einen wichtige Bedeutung fiir die Philosophie der Pythagoreer hatten.

Die bewiesenen Sétze der euklidischen Geometrie erheben keinesfalls einen An-
spruch auf Vollstdndigkeit, es ist auch nicht Ziel dieses Buches, moglichst alle
geometrischen Sétze zu beweisen. Unter anderem wurde nicht auf die bekannten
Sétze am Kreis (Peripheriewinkelsatz, Satz des Thales u. a.) eingegangen. Da wir
den axiomatischen Aufbau der Geometrie inzwischen recht weit vorangebracht
haben, stehen weitestgehend die Grundlagen zur Verfiigung, die in der Schule
fiir den Beweis dieser Sétze verwendet werden, so dafl die Beweise hier dhnlich
gefithrt werden kénnten. Zu den genannten Sétzen sei lediglich angemerkt, dafl
es sich dabei nicht um S#tze der absoluten Geometrie handelt, es sind fiir die
Beweise also aus dem Parallelenaxiom abgeleitete Sétze erforderlich.
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2.7 Andere Axiomensysteme

In den vergangenen 100 Jahren ist eine uniiberschaubare Zahl an Axiomensy-
stemen der euklidischen Geometrie entwickelt worden, wobei sich viele dieser
Axiomensysteme nur in Einzelheiten voneinander unterscheiden. In diesem Ab-
schnitt wird auf einige Varianten moglicher Grundlegungen der euklidischen
Geometrie sowie (in 2.7.5) der sphérischen Geometrie eingegangen, wobei im
Interesse der Wahrung einer gewissen Systematik zunéchst (in 2.7.1) Axiomen-
systeme betrachtet werden, die in ihrem Grundaufbau dem in den vergangenen
Abschnitten behandelten System #hnlich sind. (Wesentliche Grundideen, auf
denen diese Axiomensysteme aufgebaut sind, wurden bereits 1902 von KAGAN
vorgestellt, siche [19].) Da sich die Unterschiede zwischen den verschiedenen
Axiomensystemen oftmals auf einzelne Axiomengruppen beschrianken, erscheint
es nicht sinnvoll, alle Systeme, auf die Bezug genommen wird, vollstéindig auf-
zufithren. Es werden daher Variationsmoglichkeiten der einzelnen Axiomengrup-
pen beschrieben. Unter 2.7.2 wird ein Axiomensystem behandelt, das sich von
dem in diesem Buch zugrundegelegten wesentlich unterscheidet. Auch dieses,
von DAVID HILBERT entwickelte, Axiomensystem 143t eine Reihe von Variatio-
nen zu, auf einige davon wird eingegangen. Gegenstand des Abschnitts 2.7.3 ist
ein Axiomensystem, das den Aufbau der Elementargeometrie mittels des Instru-
mentariums der analytischen Geometrie ermdglicht, und dafiir die Begriffe des
Vektorraums und des Skalarprodukts zur Verfiigung stellt. Wir beschrénken uns
in den Abschnitten 2.7.1 — 2.7.3 auf die Betrachtung von Axiomensystemen der
ebenen Geometrie, die meisten dieser Axiomensysteme lassen sich sehr leicht zu
Systemen der dreidimensionalen Geometrie des euklidischen Raumes ausbauen
(siehe 2.7.4).

Bei allen Axiomen, die aufgefiithrt werden, sind die Autoren der entsprechenden Axiomensyste-
me angegeben. Die Axiome wurden aus den jeweiligen Quellen jedoch teilweise nicht wortlich
iibernommen, sondern es erfolgte eine Anpassung der Formulierungen an die Terminologie

und Symbolik dieses Buches.

2.7.1 Varianten der Axiomengruppen I - V
Axiomengruppe I: Inzidenzaxiome

Bei unseren Inzidenzaxiomen (siche Abschnitt 2.2.1) sind wir von der Element-
beziehung zwischen Punkten und Geraden ausgegangen (Axiom I/1). Dies ist
jedoch nicht von vornherein zwingend. Es ist durchaus moglich, statt der Ele-
mentbeziehung eine zundchst vollig unbestimmte Relation zwischen Punkten
und Geraden zu betrachten (nédmlich gerade die ,,Inzidenz*) und somit auf die
Anwendung der Mengenlehre vollig zu verzichten. Die Inzidenzrelation wird
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dann durch die Axiome bestimmt (axiomatisch definiert), wobei dieselben Axio-
me verwendet werden kénnen wie hier. Statt Formulierungen, wie

ein Punkt gehort einer Geraden an
miissen dann solche der Art
ein Punkt inzidiert mit einer Geraden

gebraucht werden. Wesentliche inhaltliche Verdnderungen ergeben sich dadurch
nicht, denn es besteht eine Isomorphie zwischen den Geraden und den Mengen
derjenigen Punkte, die mit einer entsprechenden Geraden inzidieren.

Eine wesentlich interessantere Moglichkeit, die Inzidenzaxiome zu variieren,
stellt die Verwendung des Grundbegriffs Strecke statt des Grundbegriffs Gerade
dar. Eine solche Fassung der Inzidenzaxiome geht auf SCHUR (siehe [42]) zuriick
und fand mitunter bei Axiomensystemen, die unter didaktischen Gesichtspunk-
ten entwickelt wurden, Verwendung. Das Motiv fiir ein solches Vorgehen be-
steht darin, da die (endlichen) Strecken anschaulich leichter fafibar sind als
die (unendlichen) Geraden. A. KIRSCH verwendet in seinem 1972 vorgestellten
Axiomensystem (vgl. [20]) die im folgenden aufgefithrten Inzidenzaxiome unter
Verwendung des Begriffs ,,Strecke“ als Grundbegriff.

1. Zwei beliebigen Punkten A und B wird eineindeutig eine Verbindungs-
strecke zugeordnet und A, B gehdren dieser an.

2. Wenn der Durchschnitt zweier Strecken aus mehr als einem Punkt besteht,
dann ist die Vereinigung dieser Strecken eine Strecke.

3. Die Menge aller Punkte ist keine Gerade.

Dabei fiihrt er die Kollinearitéit von Strecken ein (zwei Strecken sind kollinear,
falls eine Strecke existiert, die beide als Teilmengen enthilt) und weist nach, dafl
die Kollinearitit von Strecken eine Aquivalenzrelation ist. Auf dieser Grundlage
kann der Begriff der Geraden (vor der Formulierung des Axioms 3.) definiert
werden:

Eine Gerade ist die Vereinigungsmenge einer Klasse kollinearer Strecken.

Die aufgefithrten Inzidenzaxiome unter Verwendung des Grundbegriffs ,, Strecke®
sind mit der Axiomengruppe I in Abschnitt 2.2.1 dquivalent. Ein Problem bei
der Verwendung endlicher Grundbegriffe stellt die Erweiterung zu einem Axio-
mensystem der Raumgeometrie dar.
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Axiomengruppe 1I: Abstandsaxiome

Das charakteristische Merkmal der Gruppe von Axiomensystemen, die in die-
sem Abschnitt betrachtet werden, ist die Verwendung des Begriffs ,, Abstand“
als Grundbegriff und die Zuriickfithrung der Bewegungen sowie der Kongruenz
geometrischer Figuren auf Abstinde von Punkten. In den meisten derartigen
Axiomensystemen entsprechen die Abstandsaxiome den in Abschnitt 2.3.1 be-
handelten. Dabei erfolgt in didaktisch orientierten Axiomensystemen mitunter
eine Motivierung dieser Axiome mittels der Eigenschaften der Zeichengerite
Zirkel und Lineal. Eine etwas andere Fassung der Abstandsaxiome enthélt ein
Axiomensystem von E. E. MOISE und F. L. DOWNS, JR. aus dem Jahre 1964,
das die Autoren fiir einen Lehrgang an der High-School entwickelten (siehe [27]):

1. Zu jedem Paar verschiedener Punkte gibt es eine eindeutig bestimmte po-
sitive Zahl (den Abstand).

2. (Postulat von der Zahlengeraden):

Punkte einer Gerade kénnen mit den reellen Zahlen derart in Beziehung
gesetzt werden, dafl gilt:

(a) Zu jedem Punkt der Geraden gibt es genau eine reelle Zahl und um-
gekehrt.

(b) Der Abstand zweier Punkte ist der Absolutbetrag der Differenz der
entsprechenden Zahlen.

(Die beschriebene Beziehung zwischen Punkten einer Gerade und reellen
Zahlen heifit Koordinatensystem.)

3. Wenn P, Q zwei Punkte einer Geraden sind, dann kann das Koordinaten-
system so gewdhlt werden, daf$ die Koordinate von P Null und die Koor-
dinate von @ positiv ist.

Aus diesen drei Abstandsaxiomen ergeben sich die Axiome II/1 — II/3 im Ab-
schnitt 2.3.1, zusétzlich folgt daraus das Anordnungsaxiom IIT/1 (Axiom der
linearen Anordnung, siehe Abschnitt 2.4.1), da durch das Axiom 2. die Struktur
der Zahlengerade auf jede Gerade iibertragen wird.

In einigen Axiomensystemen sind neben Abstandsaxiomen (die mitunter auch
als Axiome des Streckenmafles oder Axiome des Streckenmessens bezeichnet
werden) Winkelmaflaxiome bzw. Axiome des Winkelmessens vorhanden.
Diese sind dann notwendig, wenn statt Bewegungsaxiomen die auf S. be-
schrieben Kongruenzaxiome Verwendung finden sollen. In dem bereits angespro-
chenen Axiomensystem von MOISE/DOWNS finden sich die folgenden Aziome
der Winkelmessunyg:
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1. Zu jedem Winkel gibt es eine reelle Zahl zwischen 0 und 180°.

2. Zu jedem Winkel Z(g, h) und zu jeder Halbgeraden g' gibt es in jeder Halb-
ebene beziiglich g’ genau eine Halbgerade h' mit demselben Scheitel O, so
dafs den Winkeln Z(g,h) und £(g',h’") dieselbe reelle Zahl als Winkelmaf
zugeordnet ist.

3. Sind L(p,q) und Z(p,r) zwei Winkel mit einem gemeinsamen Scheitel O
und dem gemeinsamen Schenkel p sowie Z(p',q") und Z(p',r") zwei Win-
kel mit einem gemeinsamen Scheitel O' und dem gemeinsamen Schenkel p'
und haben die Winkel Z(p,q) und £(p',q") sowie Z(p,r) und Z(p',7') je-
weils gleiche Mafle, so haben auch die Winkel Z(q,r) und Z(q',r") dasselbe
Mayfs.

4. Nebenwinkel erginzen sich zu 180°.

Die Aussagen dieser vier Axiome konnen bei dem in diesem Buch praktizierten
Aufbau der Geometrie nachgewiesen werden (siche Abschnitt 2.5.4).

Axiomengruppe III: Anordnungsaxiome

Die Tatsache, dafl in den hier betrachteten Axiomensystemen bei der Formu-
lierung der Anordnungsaxiome bereits auf den Abstand von Punkten zuriick-
gegriffen werden kann, vereinfacht die Anordnungsaxiome (und zwar speziell
die Axiome der linearen Anordnung) gegeniiber anderen Axiomensystemen er-
heblich (siche Abschnitt 2.7.2). Neben der Moglichkeit, fiir die Anordnung der
Punkte auf einer Geraden das Axiom III/1 (Abschnitt 2.4.1) zu formulieren,
findet auch die bereits bei der Diskussion der Abstandsaxiome beschriebene
Variante der Ubertragung der Struktur der Zahlengerade auf jede Gerade Ver-
wendung (Axiomensystem von MOISE/DOWNS).

Statt des in Abschnitt 2.4.1 behandelten Axioms IT1I/2 der Anordnung der Punk-
te einer Ebene kann auch das sogenannte Pasch-Aziom Verwendung finden.
Dieses entspricht dem Satz III.1 (Satz von Pasch), wobei als Axiom nur die
Existenz eines Schnittpunktes mit einer weiteren Seite des Dreiecks gefordert
werden muf}, die Eindeutigkeit ist dann beweisbar.

Axiomengruppe IV: Bewegungsaxiome

Statt des Bewegungsaxioms IV in Abschnitt 2.5.1 werden h#ufig Axiome fiir
spezielle Bewegungen (Spiegelungen, Verschiebungen und Drehungen) formu-
liert und Bewegungen dann als Hintereinanderausfithrungen derartiger speziel-
ler Bewegungen eingefiihrt. Diesen Weg geht z. B. GRIESEL in seinem 1963 in
[15] versffentlichten Axiomensystem. Dabei werden zunéchst die Begriffe Ver-
schiebung, Drehung und Spiegelung definiert.
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o FEine isometrische Abbildung heifit Verschiebung entlang der Leitgeraden
I, wenn Original- und Bildgeraden jeweils parallel sind und jede Parallele
zur Leitgeraden (und die Leitgerade selbst) auf sich abgebildet wird.

e Eine isometrische Abbildung heifit Drehung um das Zentrum Z mit dem
Drehwinkel «, wenn Z auf sich abgebildet wird und fiir jeden Punkt P und
seinen Bildpunkt P’ gilt: Z(PZP') = a.

e Fine isometrische Abbildung heifit Spiegelung an der Geraden g, wenn
jeder Punkt von g auf sich abgebildet wird und jeder Punkt der einen
Halbebene beziiglich g auf einen Punkt der anderen Halbebene beziiglich
g abgebildet wird.

Unter isometrischen Abbildungen sind dabei lingentreue Abbildungen, also Be-
wegungen im Sinne unserer Definition IV.1, zu verstehen. Das Bewegungsaxiom
IV/1 kann dann durch die folgenden drei Axiome ersetzt werden:

1. Zu zwei Punkten P und P’ gibt es genau eine Verschiebung, die P auf P’
abbildet.

2. Zu zwei Halbgeraden mit einem gemeinsamen Anfangspunkt gibt es genau
eine Drehung, welche die eine auf die andere Halbgerade abbildet.

3. An jeder Geraden gibt es genau eine Spiegelung.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Bewegungen auf Spiegelungen zuriick-
zufithren (siehe Abschnitt 2.5.1). Von dieser Moglichkeit macht KIRSCH in sei-
nem bereits erwihnten Axiomensystem Gebrauch. Nach der Definition des Be-
griffs der Isometrie (gleichzusetzen mit Bewegung) als lingentreue Abbildung
(vergleichbar mit Def. IV.1) beweist er den folgenden Satz:

Zu jeder Geraden g gibt es hdchstens eine von der Identitdt verschie-
dene Isometrie, die g punktweise festldfst.

Auf Grundlage dieses Satzes kann der Begriff der Geradenspiegelung definiert
werden:

Diese Isometrie heifst Geradenspiegelung mit der Achse g.
Das folgende Axiom ist dann zu Axiom IV (Abschnitt 2.5.1) dquivalent:
Zu jeder Geraden gibt es genau eine Geradenspiegelung.

Statt Bewegungsaxiomen kénnen auch Kongruenzaxiome verwendet werden.
In dem bereits mehrfach angesprochenen Axiomensystem von MOISE/DOWNS
werden die drei Kongruenzsitze sws, wsw und sss als Axiome formuliert. Ein
solches Vorgehen ist jedoch nur dann moglich, wenn vorher neben der Strecken-
messung auch die Winkelmessung (wie auf Seite beschrieben) axiomatisch
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eingefithrt wurde. Allerdings wére auf dieser Grundlage die Forderung eines
»Ssws-Axioms” vollig ausreichend, die beiden anderen Kongruenzséitze konnen
bewiesen werden. Das Axiomensystem von MOISE/DOWNS ist also nicht mi-
nimal. Ein minimales Axiomensystem war allerdings auch nicht das Ziel von
Moise/Downs, die das System unter didaktischen Gesichtspunkten fiir die Be-
handlung mit Schiilern entwickelt hatten.

Viele der in diesem Abschnitt angefiithrten Axiomensysteme beriicksichtigen didaktische Aspek-
te. Zum groflen Teil entstanden sie zu einer Zeit, als viele Mathematikdidaktiker eine explizite
Beschiftigung mit axiomatischen Grundlagen der Geometrie im Schulunterricht befiirworte-
ten. Inzwischen hat sich weitgehende Einigkeit dariiber durchgesetzt, dafl die Axiomatik der
euklidischen Geometrie fiir die Behandlung mit Schiilern vollig ungeeignet ist. Allerdings lie-
gen dem Aufbau des Geometrieunterrichts in der Sekundarstufe I durchaus auch axiomatische
Uberlegungen zugrunde, wenngleich eine geschlossene Beschreibung des theoretischen Hinter-
grunds dieses Lehrgangs durch ein Axiomensystem nicht moglich ist. Das fiir den Aufbau
dieses Buches gew#hlte Axiomensystem und einige andere der in diesem Abschnitt bespro-
chenen Systeme beschreiben jedoch die Abfolge des Stoffes und die logischen Beziehungen
zwischen einzelnen Stoffteilen im Geometrieunterricht zumindest teilweise recht gut. Insofern
haben diese Axiomensysteme durchaus eine didaktische Bedeutung, auch wenn ihre explizite
Behandlung im Unterricht nicht in Frage kommt.

Axiomengruppe V: Parallelenaxiom

Beziiglich des Parallelenaxioms treten die geringsten Unterschiede innerhalb der
verschiedenen Axiomensysteme auf. Mitunter wird dieses Axiom nicht als letz-
tes, sondern gleich im Anschlufl an die Inzidenzaxiome formuliert. Bei dem Axio-
mensystem von GRIESEL (siehe Seite I27]) und anderen Systemen, die Parallel-
verschiebungen fiir die Einfithrung von Bewegungen nutzen, ist dies sogar not-
wendig, da die benttigten Eigenschaften der Parallelverschiebungen ansonsten
nicht abgeleitet werden kénnen. Bei einer Formulierung des Parallelenaxioms
gleich nach den Inzidenzaxiomen, wird meist die Existenz und Eindeutigkeit der
Parallelen zu jeder Geraden durch jeden Punkt gefordert, wiahrend bei einem
Auftreten des Parallelenaxioms als letztes Axiom die Existenz vorher bewiesen
werden kann und dann die schwéchere Formulierung fiir das Parallelenaxiom
(siehe Abschnitt 2.6.1) geniigt, die nur die Forderung nach der Eindeutigkeit
enthélt.
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2.7.2 Das Hilbertsche Axiomensystem und Varianten die-
ses Axiomensystems

Das erste Axiomensystem der Geometrie, das strengsten logischen Anspriichen
gerecht wurde, war das Axiomensystem von DAVID HILBERT (1862 — 1943, sie-
he auch Abschnitt 2.1.1). Dieses Axiomensystem (vgl. [L§]) ist auch heute noch
das am weitesten verbreitete geometrische Axiomensystem. Im Gegensatz zu
den Axiomensystemen, deren Besprechung im Abschnitt 2.7.1 erfolgte, wurde
bei diesem System grofiter Wert auf die Minimalitét der geforderten Eigenschaf-
ten gelegt, weiterhin wurde auf den Riickgriff auf Elemente der Mengenlehre und
die Theorie der reellen Zahlen verzichtet. Aus diesen Griinden ist das Hilbert-
sche Axiomensystem in Hinblick auf seine ,,mathematische Eleganz“ besonders
interessant. Die Beweise vieler geometrischer Eigenschaften sind jedoch erheb-
lich aufwendiger, als die in den Abschnitten 2.2 - 2.6 gefiihrten Beweise auf
der Grundlage der in diesem Buch verwendeten Axiome. Das Hilbertsche Axio-
mensystem baut auf den Grundbegriffen Punkt, Gerade, Inzidenz, liegt zwischen
sowie Kongruenz auf und enthilt folgende Axiome der ebenen Geometrie (eine
Erweiterung zu einem Axiomensystem der Raumgeometrie ist auch hier leicht
moglich, siehe Abschnitt 2.7.4):

Inzidenzaxiome

11 Zu zwei Punkten existiert genau eine Gerade, die mit diesen beiden Punk-
ten inzidiert.

12 Mit jeder Geraden inzidieren mindestens zwei Punkte. Es existieren drei
Punkte, die nicht mit einer Geraden inzidieren.

Anordnungsaxiome
Es sei Z ( liegt zwischen®) eine dreistellige Relation auf der Menge der Punkte
mit folgenden Figenschaften:

A1 Wenn (A,B,C) € Z, so sind A, B und C kollinear und es gilt auch
(C,B,A) e Z.

A 2 Zu je zwei verschiedenen Punkten A und B existiert stets ein Punkt C' mit
(A,B,C) e Z.

A 3 Von drei Punkten liegt hochstens einer zwischen den beiden anderen.

A 4 (Pasch-Axiom)
Falls eine Gerade durch keinen der Eckpunkte eines Dreiecks verliuft so-
wie eine offene Seite dieses Dreiecks schneidet, so schneidet diese Gerade
noch mindestens eine weitere offene Seite des Dreiecks.
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Kongruenzaxiome

K1 Fir jede_Streck_eE existiert auf jeder Halbgeraden PQ% genau ein Punkt
R mit AB = PR.

K 2 Die Streckenkongruenz ist transitiv.

K 3 Ist B e AC, R_Em, AB kongruent zu PR und BC kongruent zu RQ,
dann ist auch AC' kongruent zu PQ.

K 4 Zu jedem Winkel Z(g,h) und zu jeder Halbgeraden g’ gibt es in jeder Halb-
ebene beziiglich g’ genau eine Halbgerade h' mit demselben Scheitel O, so
dafs die Winkel Z(g,h) und £(g',h') zueinander kongruent sind.

K 5 Jeder Winkel ist zu sich selbst kongruent.

K 6 Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A'’B'C" gilt AB = A'B’, AC = A'C’
und Z(BAC) = £(B'A'C"), so gilt auch Z(ACB) = Z(A’B'C").

Stetigkeitsaxiome

S 1 (Archimedes-Axiom)
Es seien AB und CD beliebige Strecken. Dann existieren Punkte Ap,As,
... A, auf der Halbgerade AB™ derart, daf

a) AAy=A1Ay=---=A, 1A, =CD und b) B € AA,.

S 2 (Cantor-Axiom)
Auf einer beliebigen Geraden g sei eine unendliche Folge von Strecken
A;B; gegeben mit A;y1B;y1 C A;B; (fiir alle i € N), und es gebe zu jeder
Strecke CD eine natiirliche Zahl n mit (A, B,,) < [(CD). Dann existiert
auf g ein Punkt P mit P € A;B; fiir alle i € N.

(1(CD) ist die Aquivalenzklasse aller zu C'D kongruenten Strecken.)
Parallelenaxiom

PA Zu jeder Geraden g und zu jedem nicht auf g liegenden Punkt P existiert
hochstens eine Gerade, die zu g parallel ist und durch P verlduft.

Waéhrend sich die Inzidenzaxiome von den in Abschnitt 2.2.1 behandelten
nur unwesentlich unterscheiden, liegt den Anordnungsaxiomen (und zwar
speziell den Axiomen der linearen Anordnung A 1 — A 3) eine vollig andere
Herangehensweise zugrunde, was darauf zuriickzufiihren ist, dafl der Begriff des
Abstands an dieser Stelle nicht zur Verfiigung steht. Statt der Axiome A 1
— A 3 kann auch folgendes Axiom formuliert werden, falls auf Elemente der
Mengenlehre zuriickgegriffen wird:
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Die Menge aller Punkte, die mit einer Geraden inzidieren, ist eine
unbegrenzte, total geordnete Menge.

Das Pasch-Axiom (A 4) kann (ohne sonstige Anderungen) gegen das Axiom
III/2 aus Abschnitt 2.4.1 ausgetauscht werden.

Es ist moglich, die Kongruenzaxiome des Hilbertschen Axiomensystems durch
Bewegungsaxiome zu ersetzen, ohne den prinzipiellen Aufbau dieses Axio-
mensystems grundlegend zu verindern. Das Bewegungsaxiom IV (Abschnitt
2.5.1) ist hierfiir jedoch nicht geeignet, da fiir dieses Axiom die Definition des Be-
griffs der Bewegung erforderlich ist, was voraussetzt, dafl der Abstand von Punk-
ten zur Verfiigung steht. Sollen im Hilbertschen Axiomensystem die Kongruenz-
durch Bewegungsaxiome ersetzt werden, so mufl der Begriff der Bewegung als
Grundbegriff auftreten. Als Bewegungsaxiome sind dann z. B. die folgenden
geeignet:

Bewegungsaxiome
B 1 Jede Bewegung ist eine eineindeutige Abbildung der Ebene auf sich.

B 2 Bei Bewegungen werden Geraden in Geraden tberfihrt, die Zwischenrela-
tion bleibt erhalten.

B 3 Die Hintereinanderausfithrung von Bewegungen ist wieder eine Bewegung.

B 4 Zu je zwei Fahnen gibt es eine und nur eine Bewegung welche die eine
Fahne auf die andere abbildet.

Es gibt sehr viele Varianten des Hilbertschen Axiomensystems mit Bewegungsaxiomen, die
sich oft nicht sehr stark voneinander unterscheiden. In einigen Axiomensystemen wird statt des
Begriffs der Bewegung der Spiegelungsbegriff axiomatisch eingefiihrt, auf dessen Grundlage
dann Bewegungen und schliellich die Kongruenz geometrischer Figuren definiert werden (siehe

u. a. KLoTzek, [21]).

Der weitaus grofite Teil der geometrischen Aussagen setzt die Verwendung des
Begriffs Abstand (und damit die Bezugnahme auf die reellen Zahlen) nicht vor-
aus, wenngleich diese Bezugnahme, wie in diesem Buch praktiziert, moglich und
mit einigen Erleichterungen verbunden ist. Dem Hilbertschen Axiomensystem
liegt die Zielstellung zugrunde, so spit wie moglich Abstédnde zu betrachten. Die
Einfithrung des Abstandsbegriffs ist mit Hilfe der Stetigkeitsaxiome moglich.
Das Archimedes-Axiom sichert, dafl durch endlich hidufiges Antragen einer Ein-
heitsstrecke C'D jede Strecke AB , ausgeschopft“ werden kann (siehe Abbildung
2:37). Die Zahl n ist dann der ganzzahlige Anteil des Abstands der Punkte A
und B.



2.7. ANDERE AXIOMENSYSTEME 133
Ay Ay Az Ay As A, Anpr

Abbildung 2.37:

Durch eine ,Intervallschachtelung® der Strecke A, A, 1 wird dem verbleiben-
den Teil A, B der Strecke AB eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 zugeordnet.
Die Vorgehensweise ist vollig analog zu dem Verfahren, das bei der Einfithrung
des Winkelmafles in Abschnitt 2.5.4 angewendet wurde. Das Cantor-Axiom si-
chert, dal die Punkte auf einer Geraden dicht liegen und daf} zu jeder reellen
Zahl a auf jeder Halbgeraden ein Punkt existiert, dessen Abstand vom Anfangs-
punkt der Halbgeraden a ist. Das Cantor-Axiom weist eine starke Analogie zu
dem gleichnamigen Stetigkeitsaxiom fiir die reellen Zahlen auf. Es kann durch
ein Intervallschachtelungsaxiom oder das Dedekind-Axiom ersetzt werden. Bei-
de Axiome entsprechen den vergleichbaren, aus der Theorie der reellen Zahlen
bekannten, Aussagen. Weiterhin ist die Ersetzung des Cantor-Axioms durch das
folgende Axiom der linearen Vollstindigkeit moglich:

Das System der Punkte einer Geraden ist keiner Erweiterung fihig,
bei welcher die zwischen den vorigen Elementen bestehenden Be-
ziehungen sowie auch die aus den Aziomen folgenden Grundeigen-
schaften der Inzidenz, linearen Anordnung und Kongruenz sowie das
Archimedes-Aziom erhalten bleiben.

Es soll nicht unerwihnt bleiben, daf§ das Hilbertsche Axiomensystem und das in diesem Buch
genutzte Axiomensystem von KoLMOGOROV zueinander dquivalent sind.
B. WEISSLEDER wies 1977 nach, daf§ auf der Grundlage des Kolmogorovschen Systems jedes
Axiom des Hilbertschen Axiomensystems nachgewiesen werden kann und umgekehrt (siehe
)
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2.7.3 Algebraisch orientierte Axiomensysteme der
Geometrie

In den sechziger Jahren bestand ein starker Trend, die Mathematik und den
Mathematikunterricht stérker auf der Grundlage algebraischer Strukturen auf-
zubauen und zu ordnen (,New Math®, siehe u. a. [7], [8], [9] und [29]). In diesem
Bestreben entstanden einige Axiomensysteme der euklidischen Geometrie, die
es ermoglichen, auf einer recht frithen Stufe der Behandlung der Geometrie mit
Vektorrdumen und Skalarprodukten zu arbeiten. Ein solches Axiomensystem
von CHOQUET (siehe ausfiihrlich in [§]) wird im folgenden kurz beschrieben.

Die erste Axiomengruppe dieses Axiomensystems enthélt die bereits bekannten
Axiome der Inzidenz und das Parallelenaxiom, wobei in letzterem gefor-
dert wird, dafl zu jeder Geraden durch jeden nicht auf ihr liegenden Punkt genau
eine Parallele existiert. Weiterhin enthélt das System die beiden folgenden Ord-
nungsaxiome:

IT a Jeder Geraden g sind zwei Ordnungsrelationen zugeordnet, die einander
entgegengesetzt sind.

Gemeint sind totale reflexive Ordnungen auf der Menge der Punkte einer Geraden (,,<“
und ,,>*). Die Aussage dieses Axioms ist auch in unserem Axiom III/1 enthalten, durch
welches zwangslidufig die Ordnung der reellen Zahlen auf jede Gerade iibertragen wird.

II b Fiir jedes Paar (a,b) paralleler Geraden und fiir alle Punkte A und A’
von a sowie B und B’ von b schneidet jede Parallele zu a bzw. b, die AB
schneidet, auch A'B’ (siehe Abbildung [2.38).

Mit Hilfe des Axioms IIb ist es moglich, die Ordnungsstrukturen auf verschie-
denen Geraden zueinander in Beziehung zu setzen. Eine Gerade, fiir die eine
der beiden entgegengesetzten Ordnungen ausgezeichnet wurde, heifit orientierte
Gerade.

Durch die beiden Axiome der Gruppe III (Axiome der affinen Struktur)
wird auf jeder Geraden eine additive Struktur (Abstand) geschaffen:

| A Al | A A

a /
/ /M M’
/ N b 7 A
B B B B

Abbildung 2.38: Abbildung 2.39:
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IIT a Der Ebene € wird eine Abbildung d : € x e — R* mit folgenden FEigenschaf-
ten zugeordnet:

(a) d(X,Y)=d(Y,X) f a X, Y €¢

(b) Fiir jede orientierte Gerade g, jeden Punkt X € g und jede Zahll > 0
existiert auf g genau ein Punkt Y mit X <Y und d(X,Y) = 1.

(c) Falls ein Punkt X einer Strecke AB angehort, so gilt:
d(A,X)+d(X,B) =d(A, B).

Auf der Grundlage dieses Axioms kann nun in gewohnter Weise der Begriff , Mittel-
punkt einer Strecke“ definiert werden, die im folgenden Axiom auftreten. Statt der
Bezeichnung d(A, B) verwenden wir im folgenden |AB].

Il b Fiir jedes Paar (a,b) paralleler Geraden und fiir alle Punkte A und A’
von a sowie B und B’ von b verlduft die Parallele zu a und b durch den
Mittelpunkt M der Strecke AB auch durch den Mittelpunkt M’ von A’B’.
(siehe Abbildung [Z:39).

Analog zu dem Axiom II b, das die Ordnungsstrukturen einer Geraden auf
andere Geraden iibertrigt, erfolgt durch das Axiom III b eine Ubertragung der
in IIT a eingefithrten additiven Struktur.

Mit Hilfe der beiden Axiome III a und III b kann nun der Begriff der Translation
eingefiihrt werden, worauf wiederum die Definition des Begriffs Vektor (ndmlich
als Translation) beruht. Somit ist bereits auf der Grundlage der bisher behandel-
ten Axiome die Schaffung einer Vektorraumstruktur und das Betreiben affiner
Geometrie in der aus der linearen Algebra / analytischen Geometrie vertrauten
Weise moglich. Dies diirfte auch den Namen der Axiomengruppe III erkléiren.
Ansonsten mag die Bezeichnung , affine Struktur® fiir die mit den Axiomen III
a und IIT b eingefithrte additive Struktur etwas verwundern, handelt es sich
doch um einen Abstand, also eine Metrik. Allerdings wird damit nur auf jeder
Geraden fiir sich genommen eine metrische Struktur eingefithrt. Um eine Metrik
der gesamten Ebene zu schaffen, miissen die Metriken der verschiedenen Gera-
den zueinander in Beziehung gebracht werden, was mittels Orthogonalprojek-
tion geschieht. Dazu wird das folgende 1. Axiom der metrischen Struktur
bendétigt.

IV a Axiom des Senkrechtstehens:
Das Senkrechtstehen (L) ist eine bindre Relation auf der Menge aller Ge-
raden mit folgenden Eigenschaften:
(a) Falls a auf b senkrecht steht, so steht auch b auf a senkrecht.

(b) Falls zwei Geraden a und b aufeinander senkrecht stehen, so sind
diese beiden Geraden nicht parallel.
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(¢) Zu jeder Geraden a existiert mindestens eine Gerade b mit a L b.

(d) Fir je zwei Geraden a und b mit a L b und eine beliebige Gerade c
ist b || ¢ genau dann wenn, wenn a L ¢ gilt.

Gestiitzt auf das Axiom IVa ist es b
moglich, den Begriff der senkrechten X
Parallelprojektion zu definieren. Mit |
¢(a,b) wird der Projektionsmafistab von '

einer Geraden b auf eine Gerade a be- o :
zeichnet, wobei ¢(a, b) durch ¢(X)

gegeben ist. Dabei ist O der Schnittpunkt der Geraden a und b, X ein beliebiger
Punkt von b und ¢(X) der Bildpunkt von X bei einer senkrechten Parallelpro-
jektion auf a (Abbildung 240). Die Abstéinde |OX| und |O¢(X)| miissen als
orientierte Abstinde aufgefafit werden.

Offenbar entspricht der so definierte Projektionsmafistab gerade dem Kosinus
des Winkels der Geraden a und b. Da jedoch Winkelmafle aufgrund der zur
Verfiigung stehenden Axiome noch nicht erkliart werden koénnen, ist eine derar-
tige Einfithrung der Zahl ¢(a, b) notwendig. Um damit das Skalarprodukt zweier
Vektoren sinnvoll zu definieren, muf} schliefllich in einem 2.Axiom der metri-
schen Struktur die Symmetrie des Projektionsmafstabs gefordert werden:

IV b Symmetrieaxiom:
Fiir jedes Paar (a,b) gilt ¢ (a,b) = c (b, a).

Nun kann unter Anwendung der (mit Hilfe des Abstands von Punkten zu defi-
nierenden) Norm zweier Vektoren # und ¢ (die als Ortsvektoren zweier Punkte
X und Y beziiglich des Ursprungs O aufzufassen sind) und des Projektionsmaf}-
stabes in gewohnter Weise das Skalarprodukt zweier Vektoren erklédrt werden:

- =

Z -1y ¢ (0X,0Y) mit [¥ =]0X| und |y|=|0Y].

Damit sind mit verhdltmifig wenigen (dafiir aber sehr starken) Axiomen die
Voraussetzungen dafiir geschaffen, innerhalb eines synthetischen Aufbaus die
(sehr méchtigen) Hilfsmittel der analytischen Geometrie nutzen zu kénnen. Fiir
diesen Weg spricht, dafl viele geometrische Sdtze mittels der Hilfsmittel der
analytischen Geometrie sehr viel einfacher nachzuweisen sind, als beispielweise
mit dem ,klassischen“ Instrumentarium der Dreieckskongruenzséitze. Der von
DIEUDONNE, PAPY, CHOQUET und anderen Mathematikern gebrauchte Begriff
,Konigsweg® fiir diese Art der Behandlung der Geometrie mag insofern seine
Berechtigung haben. In den sechziger bis Anfang der siebziger Jahre gab es
(wie eingangs bereits erwihnt) starke Bestrebungen, diesen Weg zur Grundlage
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des Geometrieunterrichts in der Sekundarstufe I zu machen. So sehr jedoch
die mathematische Eleganz dieser hier nur sehr kurz vorgestellten Gedanken
faszinieren kann, so wenig erwies sich dieser Weg als geeignet, 12...15 — jahrige
Schiiler in die Geometrie einzufiihren, so daf sich recht bald die Forderung ,, Back
to Fuklid!* wieder durchsetzen konnte.

2.7.4 FErweiterung zu einem Axiomensystem der
Raumgeometrie

Wie bereits erwdhnt, kann sowohl das in diesem Buch verwendete Axiomen-
system als auch das System von Hilbert (wie auch alle dhnlich aufgebauten
Axiomensysteme) sehr leicht zu einem Axiomensystem der Geometrie des (drei-
dimensionalen) Raumes erweitert werden.

Auch fiir das im vorangangenen Abschnitt vorgestellte algebraisch orientierte Axiomensystem

ist dies moglich (siehe [§]), worauf hier allerdings nicht eingegangen wird.

Um das in diesem Buch behandelte oder eines der in den Abschnitten 2.7.1 und
2.7.2 beschriebenen Axiomensysteme zu einem System der Raumgeometrie zu
erweitern, mufl vor allem die Gruppe der Inzidenzaxiome erweitert werden,
was durch die folgenden vier Axiome geschehen kann.

I/5 Zu je drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkten gibt es genau ei-
ne Ebene, die diese drei Punkte enthdilt. Jede Ebene enthilt (wenigstens)
einen Punkt.

I/6 Wenn zwei Punkte einer Geraden g in einer Ebene € liegen, so liegt jeder
Punkt von g in €.

1/7 Wenn zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam haben, so haben sie noch min-
destens einen weiteren Punkt gemeinsam.

1/8 Es gibt vier Punkte, die nicht in einer Ebene liegen.

Bei Einfiigung dieser vier Axiome ist das Hilbertsche Axiomensystem bereits
ein vollsténdiges Axiomensystem der Raumgeometrie. Um dies fiir das in den
Abschnitten 2.2 - 2.6 behandelte Axiomensystem zu erreichen, ist es zusétzlich
notwendig, das Anordnungsaxiom III/2 und das Bewegungsaxiom IV geringfiigig
zu verindern. Bei dem Axiom III/2 besteht die Moglichkeit, statt dessen das
Pasch-Axiom oder eines der beiden folgenden Axiome zu verwenden:

II1/2’ Eine beliebige Gerade g teilt die Menge der ihr nicht angehdrenden Punkte
einer beliebigen, g enthaltenden FEbene in zwei nichtleere, disjunkte Teil-
mengen (Halbebenen) derart, dafs

a) die Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte, die verschiedenen
Mengen angehdren, g schneidet und
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b) die Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte, die derselben Menge
angehdren, g nicht schneidet.

II1/2” FEine beliebige Ebene € teilt die Menge der ihr nicht angehérenden Punkte
des Raumes in 2 nichtleere, disjunkte Teilmengen (Halbebenen) derart, daf

a) die Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte, die verschiedenen
Mengen angehdren, € schneidet und

b) die Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte, die derselben Menge
angehdren, € nicht schneidet.

(Diese beiden Mengen werden offene Halbrdume genannt.)

Der Unterschied zwischen den Axiomen III/2 und III/2’ kann leicht iibersehen werden. Er
besteht darin, dafl sich das Axiom III/2 auf die (in der ebenen Geometrie einzig existierende)
Ebene und das Axiom III/2’ auf jede Ebene des Raumes bezieht.

Bei einer Erweiterung zu einem rdumlichen Axiomensystem kann schliefflich
das Axiom IV (Bewegungsaxiom) durch das folgende Axiom ersetzt werden,
wobei vorher der Begriff des Halbraumes zu definieren oder Axiom III/2”als
Anordnungsaxiom zu verwenden ist.

IV’ Es seien ABC und A’B'C" zwei Dreiecke, wobei der Abstand je zweier
Punkte des Dreiecks ABC' gleich dem Abstand der entsprechenden Punkte
des Dreiecks A’B'C’ ist. Dann existieren genau zwei Bewegungen, die A
auf A, B auf B’ sowie C auf C' abbilden. Jede dieser beiden Bewegun-
gen bildet einen Halbraum beziiglich der Ebene ABC auf einen anderen
Halbraum beziiglich der Ebene A’B'C’ ab.

Die Bezeichnung von Ebenen durch drei Punkte ist wegen des Axioms I/5 gerechtfertigt.
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2.7.5 Ein Axiomensystem der sphirischen Geometrie

Im ersten Kapitel haben wir die sphérische Geometrie und Trigonometrie durch
Anwendung der euklidischen Geometrie des Raumes und der ebenen Trigono-
metrie aufgebaut. Wie bereits in Abschnitt 1.7.1 erwahnt, kann auch ein vollig
eigenstéindiger (,,nichteuklidischer*) Aufbau der sphérischen Geometrie auf axio-
matischer Grundlage erfolgen. Im folgenden werden wir uns mit einem dafiir
geeigneten Axiomensystem befassen.

1. Inzidenzaxiome

11 Geraden sind Punktmengen.

12 Zwei verschiedene Geraden haben stets genau zwei Punkte gemeinsam.
Die beiden Schnittpunkte zweier Geraden werden als diametrale Punkte bezeichnet.

I 3 Durch zwei nichtdiametrale Punkte verliuft genau eine Gerade.

14 Jede Gerade enthdlt mindestens einen Punkt.

15 Es existieren 3 Punkte die nicht einer Geraden angehoren.

Diese Axiome sind bis auf das Axiom I 2 mit den aus Abschnitt 2.2.1 bekannten
Inzidenzaxiomen der euklidischen Geometrie vergleichbar, wobei in I 3 die fiir
die sphirische Geometrie charakteristische Einschrinkung gemacht wurde (sie-
he Vergleich zwischen den Grundeigenschaften der sphérischen und denen der
ebenen euklidischen Geometrie in Abschnitt 1.1.2). Das Axiom I 2 ersetzt das
in der euklidischen Geometrie geltende Parallelenaxiom.

Der groite Unterschied zwischen der euklidischen und der sphérischen Geome-
trie besteht bei der Anordnung der Punkte einer Geraden. In der eukli-
dischen Geometrie sind die Punkte auf einer Geraden linear angeordnet. Diese
Anordnung wird bei dem in diesem Buch verwendeten Axiomensystem durch
das Axiom III/1 vorgegeben, das die Ordnung der Zahlengeraden auf jede Gera-
de tibertrigt. Im Hilbertschen Axiomensystem geschieht dies durch die Axiome
der Zwischenrelation (A 1 — A 3). In der sphérischen Geometrie sind die Punkte
einer Geraden jedoch nicht linear sondern zyklisch angeordnet. Eine Ubertra-
gung der Ordnung der reellen Zahlen auf (sphirische) Geraden ist daher nicht
moglich, und auch die Anwendung der Zwischenrelation als Grundbegriff schei-
det aus.

Es ist leicht zu iiberlegen, dafl von drei Punkten einer sphérischen Geraden jeder Punkt
zwischen den beiden jeweils anderen Punkten liegt.
Es muf} also nach einem anderen Weg gesucht werden, die Anordnung in der

sphérischen Geometrie zu axiomatisieren. Dazu bieten sich vor allem zwei Vari-
anten an. Eine davon besteht in der Einfithrung einer Unterteilungsrelation fiir
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Punktepaare (siehe ausfiihrlich in [4]). Der andere Weg (den wir gehen werden)
benutzt den Begriff der zyklischen Ordnung (siehe u. a. [1]).

2. Axiome der Anordnung auf einer Geraden:

A 1 Stehen drei Punkte P, Q und R einer Geraden g in zyklischer Ordnung,
so sind P, @ und R verschiedene Punkte von g.

A 2 Sind P, @ und R drei verschieden Punkte einer Geraden g und stehen P,
Q@ und R nicht in zyklischer Ordnung, so stehen die Punkte R, P und @
in zyklischer Ordnung.

A 3 Stehen P, Q und R in zyklischer Ordnung, so stehen auch @, R und P
sowie R, P und @ in zyklischer Ordnung.

A 4 Stehen P, @ und R sowie P, R und S in zyklischer Ordnung, so stehen
auch P, Q und S in zyklischer Ordnung.

A 5 Zu zwei verschiedenen Punkten P und @ existiert stets genau ein Punkt
R, so daf8 P, Q und R in zyklischer Ordnung stehen.

Das Axiom A 5 ist mit dem Anordnungsaxiom A 2 des Hilbertschen Axiomensy-
stems (siehe Abschnitt 2.7.2) vergleichbar und sichert unter anderem, daf jede
Gerade unendlich viele Punkte enthélt.

Im Gegensatz zur Anordnung der Punkte einer Geraden, kann die Anordnung
der Punkte der (Kugel-) Ebene ebenso wie in der euklidischen Geometrie gefafit
werden. Das Pasch-Aziom (Axiom A 4 in Abschnitt 2.7.2, S. ) oder das
Aziom der Einteilung in Halbenen (Axiom III/2 in Abschnitt 2.4.1) wiirden als
Axiom A 6 die Anordnungsaxiome erginzen.

Als vollig unproblematisch erweist sich auch die Axiomatisierung der Kongruenz
und der  Stetigkeit. Durch Hinzunahme der Kongruenzaxiome
K 1 - K 6 (siche S.[I3T) des Hilbertschen Axiomensystems (wahlweise konnen
statt dessen auch die Bewegungsaxiome B 1 — B 5 auf Seite genutzt werden)
und des Cantor-Axioms S 2 (Seite [[31]) zu den Axiomen I 1 —1 5 sowie A 1
— A 6 entsteht ein vollstindiges Axiomensystem der sphérischen Geometrie.

Dazu miissen natiirlich Begriffe wie Strecke, Halbgerade, Halbebene, Winkel u. a. definiert
werden. Hierbei treten aber keine grofleren Unterschiede zur euklidischen Geometrie auf.

In den beiden letzten Axiomengruppen (Kongruenz bzw. Bewegungen und Ste-
tigkeit) tritt nur ein Unterschied zur euklidischen Geometrie auf, der darin be-
steht, dafl das Archimedes-Axiom (S 1 in 2.7.2, S. I31) nicht erforderlich ist,
seine Aussage kann aus den anderen Axiomen abgeleitet werden. Die Ursache
dafiir besteht darin, dafl sphérische Geraden begrenzte Gebilde sind, was aus
den Axiomen der zyklischen Ordnung folgt.
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Auf Grundlage der oben aufgefithrten Axiome I 1 -15und A 1 — A 6 sowie der
Axiome K1 -K 6 (bzw. B1—-B 4) und S 2 aus dem Abschnitt 2.7.2 kénnen die
wesentlichen, aus dem ersten Kapitel bekannten, Eigenschaften der sphérischen
Geometrie (bis hin zu den trigonometrischen Formeln) abgeleitet werden.

Die Geometrie, die bei einem derartigen axiomatischen Aufbau entsteht, ist allerdings et-
was allgemeiner als die im ersten Kapitel auf ,euklidischem Wege* behandelte Geometrie
der Sphire. Statt sphdrische Geometrie wird diese Geometrie daher elliptische Geometrie
genannt. Die wesentlichen Eigenschaften der elliptischen Geometrie entsprechen aber gerade
den aus dem ersten Kapitel bekannten Eigenschaften der Geometrie auf einer Kugeloberflache
innerhalb des dreidimensionalen Raumes. Diese Geometrie ist ein Modell der elliptischen Geo-
metrie. Ein weiteres Modell ist die Geometrie auf einem Ellipsoid, wovon die Kugel bekanntlich

einen Spezialfall darstellt.

Die Vorgehensweise bei einem axiomatischen Aufbau der sphérisch-elliptischen
Geometrie entspricht dem in den Abschnitten 2.2 — 2.6 praktizierten Vorgehen
bei der Herleitung der Eigenschaften der euklidischen Geometrie. Ausfiihrlich
wird ein solcher Aufbau in [4] betrieben, wobei allerdings etwas andere Axiome
zugrundegelegt sind, als hier behandelt wurden. Abschliefflend soll nicht un-
erwahnt bleiben, dafl die sphérisch-elliptische Geometrie nicht auf eine zwei-
dimensionale Geometrie beschrinkt sein mufl; obwohl dieser Fall mittels der
Geometrie auf der Sphére anschaulich gut fabar ist. Eine Erweiterung zu ei-
ner dreidimensionalen Geometrie ist durch Hinzunahme einiger Axiome fiir die
elliptische Geometrie ebenso leicht moéglich wie fiir die euklidische Geometrie.
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Kapitel 3

Lobatschewski-(GGeometrie

Was Kopernikus war fiir Ptolomdos, das war Lobatschewski fir Eu-
klid. Zwischen Kopernikus und Lobatschewski gibt es eine interes-
sante Parallele. Kopernikus und Lobatschewski waren beide slawi-
scher Abstammung. Jeder von ihnen rief eine Revolution in den wis-
senschaftlichen Ideen und Standpunkten hervor. Beide Revolutionen
waren von ein und derselben Bedeutung: Sie waren Revolutionen in
unserer Auffassung vom Kosmos.

W. K. Clifford

Gegenstand dieses Kapitels ist eine Geometrie, in der alle Axiome der absoluten
Geometrie (also alle im zweiten Kapitel behandelten Axiome aufier dem Paral-
lelenaxiom) und die Verneinung des euklidischen Parallelenaxioms gelten. Die-
se Geometrie wird als hyperbolische Geometrie, Lobatschewski-Geometrie (nach
NIKOLAT IWANOWITSCH LOBATSCHEWSKI, demjenigen Mathematiker, der als
erster iiber die Grundlagen dieser Geometrie publizierte, sieche Abschnitt 3.2.1)
oder auch als nichteuklidische Geometrie bezeichnet.

Letztere Bezeichnung ist etwas mifiverstindlich, da der Begriff ,nichteuklidische Geometrie*
ein wesentlich breiteres Spektrum beinhaltet. So ist beispielsweise auch die sphérische Geome-
trie eine nichteuklidische Geometrie, jedoch gelten in dieser bei weitem nicht alle Axiome der
absoluten Geometrie. Allerdings wird der Begriff , nichteuklidische Geometrie* oft in einem en-
geren Sinne gebraucht (und zwar synonym zu , Lobatschewski-Geometrie“ und , hyperbolische
Geometrie“). Der Name ,hyperbolische Geometrie“ kommt daher zustande, dafi ein Modell
dieser nichteuklidischen Geometrie (wie wir in Abschnitt 3.6.3 sehen werden) die Geometrie

auf einem Rotationshyperboloid ist.

Der Herausbildung der Lobatschewski-Geometrie kam eine hervorragende Be-
deutung fiir die Entwicklung der Mathematik zu und sie gehort aus historischer

143
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und weltanschaulicher Sicht zu den interessantesten Teilgebieten der Mathema-
tik. (In Abschnitt 3.2.1 wird darauf niher eingegangen.) Dabei entstand diese
nichteuklidische Geometrie (anders als die sphérische Geometrie) nicht aus prak-
tischen Bediirfnissen, sondern aus der innermathematischen Auseinandersetzung
mit dem System von Euklid und fiihrte erst spiter zu aulermathematischen An-
wendungen.

Bei der Behandlung der Lobatschewski-Geometrie werden wir uns (wie schon
ansatzweise im zweiten Kapitel geschehen) von der historischen Entstehung
leiten lassen und diese nachvollziehen. Diese Herangehensweise soll zu einem
Versténdnis dafiir beitragen, warum bestimmte Fragestellungen von Mathemati-
kern iiberhaupt aufgeworfen wurden und eine Beschéftigung mit einem zunéchst
doch sehr fremd erscheinenden Gegenstand erfolgte. Dabei wird sich zeigen, daf3
die Lobatschewski-Geometrie das Resultat jahrhundertelanger Bemiihungen ist,
die als Ziel genau das Gegenteil dessen anstrebten, was letztendlich erreicht wur-
de. Ausgangspunkt fiir die Herausbildung der Lobatschewski-Geometrie war
ndmlich der von vielen Mathematikern unternommene Versuch, das Paralle-
lenaxiom (bzw. das Parallelenpostulat von Euklid) zu beweisen, was (ungewollt)
bereits eine Reihe von Eigenschaften einer Geometrie, in der alle Axiome der
absoluten Geometrie und die Verneinung des Parallelenaxioms gelten, zu Tage
brachte. Die letztendlich von drei Mathematikern nahezu gleichzeitig gewonnene
Erkenntnis, da3 das Parallelenpostulat nicht beweisbar ist, stellte letztendlich
die Geburtsstunde dieser nichteuklidischen Geometrie dar. Ihre Entwicklung ist
somit engstens mit dem sogenannten Parallelenproblem, d. h. mit der Frage nach
der Beweisbarkeit des Parallenpostulats verbunden.

Die Abbildungen in diesem Kapitel (mit Ausnahme derer im Abschnitt 3.3) werden zunéchst
paradox erscheinen, da parallele Geraden als Strecken dargestellt werden, von denen der ,,ge-
sunde Menschenverstand®“ weif}, dafl sie sich bei Verldngerung schneiden. Das kann nicht an-
ders sein, wenn Sachverhalte einer nichteuklidischen Geometrie auf einem Blatt Papier illu-
striert werden, das wir von vornherein als , euklidisch“ empfinden. Die Zeichnungen zeigen
daher nicht, wie die nichteuklidische Geometrie ,aussehen“ konnte, sondern sollen lediglich
das Verstiandnis der Abhandlungen (insbesondere der Beweisfithrungen) durch Illustration der
auftretenden Objekte und ihrer Bezeichnungen erleichtern helfen. Aus den spezifischen Gege-
benheiten innerhalb der Abbildungen werden — wie auch im zweiten Kapitel — keine Schliisse
gezogen, sondern die Behauptungen werden deduktiv, auf Grundlage bereits bekannter Sach-

verhalte begriindet.
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3.1 Das Parallelenproblem
3.1.1 Das V. Postulat von Euklid

In Abschnitt 2.1.1 wurde das Axiomensystem von EUKLID aufgefiihrt, das tiber
einen Zeitraum von mehr als zweitausend Jahren die wichtigste Grundlage fiir
die Beschiftigung mit Geometrie darstellte. Schon EUKLID hatte das Ziel, ein
moglichst minimales (unabhiéingiges) Axiomensystem aufzustellen, das heifit, so-
wenig wie moglich Aussagen als Axiome (bzw. Postulate) vorauszusetzen, und
soviele Aussagen wie moglich auf deren Grundlage zu beweisen. Unzihlige Ma-
thematiker versuchten bis in das neunzehnte Jahrhundert hinein, das Euklidi-
sche System zu ,reduzieren®, also durch den Beweis eines Axioms (bzw. Postu-
lats) dieses iiberfliissig zu machen. Im Mittelpunkt des Interesses stand dabei
das V. Postulat (Parallelenpostulat):

V. Postulat: Wenn eine Gerade zwei Geraden trifft und mit ihnen auf dersel-
ben Seite innere Winkel bildet, die zusammen kleiner sind als zwei Rechte, so
sollen die beiden Geraden, ins Unendliche verlingert, schlieflich auf der Seite
zusammentreffen, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner sind als zwei
Rechte.

Die Ursache dafiir, dal sehr viele Mathematiker gerade dieses Postulat aus den
anderen Axiomen und Postulaten beweisen wollten, diirfte u. a. darin liegen, dafl
das Parallelenpostulat komplizierter formuliert (und ldnger) ist sowie wesent-
lich weniger selbstverstédndlich erscheint, als die anderen Axiome und Postulate.
Dabei besagt dieses Postulat, wenn man die Axiome der absoluten Geometrie
zugrunde legt, nichts anderes als das Parallelenaxiom aus Abschnitt 2.6.1:

Parallelenaxiom: Zu jeder Geraden g und zu jedem nicht auf g liegenden Punkt
A gibt es hichstens eine Gerade, die durch A verlduft und zu g parallel ist.

Erst gegen Ende des 18. Jahrhunderts ersetzte der englische Piddagoge JOHN PLAYFAIR das
V. Postulat durch dieses wesentlich einfacher versténdliche Parallelenaxiom. Er nahm diese
Ersetzung in einer Schulausgabe der ELEMENTE des EUKLID vor, die teilweise noch bis in
unser Jahrhundert hinein die Grundlage des Geometrieunterrichts an den hdheren Schulen

darstellten.

Wir werden im folgenden die Aquivalenz des Parallelenaxioms und des V. Po-
stulats nachweisen. Dazu muf gesagt werden, daf sich die Aquivalenz zweier
Aussagen immer auf bereits zugrundegelegte Aussagen bezieht (hier auf die
Axiome der absoluten Geometrie, siche Abschnitte 2.2 — 2.5). Isoliert betrach-
tet sind das Parallelenaxiom und das V. Postulat natiirlich nicht dquivalent,
zumal vollig andere Begriffe auftreten. Wenn also in diesem und in den folgen-
den Abschnitten von der Aquivalenz zweier Aussagen A und B gesprochen wird,
so ist damit immer die Aquivalenz auf der Grundlage der Axiome der absoluten
Geometrie gemeint. Exakt bedeutet das: Aus den Axiomengruppen I — IV und
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Aussage A kann die Aussage B bewiesen (abgeleitet) werden und aus den Axio-
mengruppen I — IV und Aussage B kann Aussage A bewiesen werden. Dabei
ist selbstverstédndlich auch die Verwendung der bereits bekannten Folgerungen
aus den Axiomengruppen I — IV, also aller bekannten Aussagen der absoluten
Geometrie zuléssig.

Satz 1: Das V. Postulat und das Parallelenaziom sind (auf der Grundlage der
Aziomengruppen I — IV) dquivalent.

Beweis: Wir beweisen zunichst, dafl aus den Axiomen und Sitzen der absolu-
ten Geometrie und dem Parallelenaxiom sowie den daraus abgeleiteten Satzen
das V. Postulat folgt. Mit dem Stufenwinkelsatz (Satz V.1 in Abschnitt 2.6.1
wurde gezeigt, dafl zwei parallele Geraden g und h mit einer dritten Geraden
f (welche g und h schneidet) kongruente Stufenwinkel bilden. Unter Beachtung
des Nebenwinkelsatzes (Satz IV.13) folgt daraus, dafl zwei innen auf derselben
Seite von f entstehende Winkel zusammen die Groéfle von zwei Rechten haben.
Daraus ergibt sich (als Kontraposition), daf sich die Geraden g und h schneiden,
falls sie mit einer Geraden f auf einer Seite innere Winkel bilden, die zusammen
kleiner sind als zwei Rechte. Es bleibt also nachzuweisen, dafl sich g und h in
diesem Falle auf der Seite von f (d. h. in der Halbebene F'* bzgl. f, siche Abb.
B schneiden, auf der die Winkel o und 3 liegen, die zusammen kleiner sind
als zwei Rechte. Da nach dem Nebenwinkelsatz die Geraden g und h mit f auf
der anderen Seite von f (in der Halbebene F'~ entsprechend Abb. [B]) innere
Winkel bilden, die zusammen grofler sind als zwei Rechte, konnen sich g und
h auf dieser Seite nicht schneiden, denn es wiirde sonst ein Dreieck mit einer
Innenwinkelsumme, die grofler ist als zwei Rechte, entstehen. Dies widerspréche
jedoch dem Innenwinkelsatz (Satz V.2), der eine Folgerung aus den Axiomen
der absoluten Geometrie und dem Parallelenaxiom ist.

Es bleibt umgekehrt nachzuweisen, dafl aus den Axiomen und Sétzen der ab-
soluten Geometrie sowie dem V. Postulat das Parallelenaxiom folgt. (Hierfiir
diirfen die in Abschnitt 2.6 auf der Grundlage des Parallenaxioms beweisenen
Aussagen natiirlich nicht verwendet werden.) Es seien eine beliebige Gerade g
und ein beliebiger Punkt P, der nicht auf g liegt, gegeben. Ferner sei @) ein

Abbildung 3.1: Abbildung 3.2:
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Punkt der Geraden g und h eine Gerade, die durch P verlduft (siehe Abb. [3.2).
Wir betrachten die Halbgeraden g™ und g~ von g beziiglich @ sowie h*t und h~
von h beziiglich P, wobei h* und g™ in einer Halbebene beziiglich der Geraden
PQ liegen mogen. Wegen der Eindeutigkeit der Winkelantragung (Folgerung
IV.2 in Abschnitt 2.5.2) ist fiir genau eine Gerade h die Bedingung

m(Z(QP*,g7)) + m(L(PQT,h")) = 180° (1)
erfillt. Gilt
m(Z(QP*,g7)) +m(L(PQT,h7)) < 180°,

so schneiden sich g und h nach dem V. Postulat auf der Seite der Geraden PQ,
auf der g7 und h™T liegen. Ist aber

m(Z(QP*,g")) +m(Z(PQ*, 1)) > 180°
so folgt daraus nach dem Nebenwinkelsatz
m(LQP*,g7)) +m(Z(PQ*,h7)) < 1807,

was wegen des V. Postulats dazu fithrt, dafl sich ¢ und h auf der Seite von g~
und A~ schneiden. Daher existiert nur eine Gerade, die durch P verlduft und g
nicht schneidet, ndmlich diejenige Gerade h, welche der Bedingung (1) geniigt.
O

Satz 2: Der Stufenwinkelsatz und das Parallelenaziom sind (auf der Grundlage
der Aziomengruppen I — IV) dquivalent.

Aufgabe 1: Beweisen Sie Satz 2!

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 2 ergibt sich, dafl das Parallelenaxiom und
der Wechselwinkelsatz ebenfalls dquivalente Aussagen sind.
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3.1.2 Einige Beweisversuche fiir das euklidische Paralle-
lenaxiom

Von der Verdffentlichung der ELEMENTE an bis in das 19. Jahrhundert hinein
versuchten unzéhlige Mathematiker, das V. Postulat aus den anderen Axiomen
und Postulaten des EUKLID abzuleiten und damit als Postulat iiberfliissig zu
machen. Unter anderem gehoérten dazu KLAUDIUS PTOLOMAUS VON ALEXAN-
DRIA (ca. 90 — 160), TABIT IBN QURRA (9. Jahrhundert, Bagdad), NASIR-ED-
DIiN AT-TUsI (13. Jahrhundert, Iran), JOHN WALLIS (1610 — 1703), GIROLAMO
SACCHERI (1667 — 1733), JOHANN HEINRICH LAMBERT (1728 — 1777), ADRIEN
MARIE LEGENDRE (1752 — 1833) und FARKAS (WOLFGANG) BOLYAI (1775 —
1856).

Begiinstigt wurde die lange und erfolglose Suche nach einem Beweis fiir das
Parallelenpostulat unter anderem durch die nicht ganz exakte Formulierung der
Axiome und Postulate in den ELEMENTEN, zudem sich das Verstdndnis von
mathematischer Strenge und konsequent axiomatisch-deduktivem Aufbau erst
im 18. und zu Beginn des 19. Jahrhunderts rapide entwickelte (u. a. mit der
Entwicklung des ersten vollig exakten Axiomensystems der Geometrie durch
DaviD HILBERT). Den meisten der vielen vorgelegten Scheinbeweise fiir das
Parallelenpostulat lag der (unbewufite) Riickgriff auf eine Aussage zugrunde,
die zum Parallelenpostulat dquivalent ist. So basierten viele Scheinbeweise, die
im ersten Jahrtausend aufgestellt wurden, auf der Annahme, daf§ Abstandslinien
(also Mengen von Punkten, die von einer gegebenen Geraden denselben Abstand
haben) Geraden sind (siehe Satz V.9 in Abschnitt 2.6.1). Dieser Satz beruht
jedoch bereits auf dem Parallelenaxiom (bzw. -postulat) und folgt nicht aus den
anderen Axiomen, er ist also (wie wir heute sagen) keine Aussage der absoluten
Geometrie.

Die Bedeutung der Beweisversuche des Parallelenpostulats fiir die Herausbil-
dung der nichteuklidischen (Lobatschewski-) Geometrie begriindet sich darauf,
dafl fast alle diese ,,Beweise®“ indirekt gefithrt wurden, d. h. man nahm an, die
Axiome und Postulate (auBer dem Parallelenpostulat) seien gegeben und es
wiirde zusétzlich die Verneinung des Parallelenpostulats gelten. Aus dieser An-
nahme wurden Schlufifolgerungen gezogen mit dem Ziel, einen Widerspruch zu
konstruieren. Auch wenn letzteres (wie wir heute wissen) nicht gelingen konn-
te, sind die gezogenen Schluf(folgerungen interessant, handelt es doch um Ei-
genschaften der uns hier interessierenden nichteuklidischen Geometrie (die ja
gerade auf den Axiomen der absoluten Geometrie und der Negation des Paral-
lelenaxioms basiert).

Die Beschiftigung mit Beweisversuchen fiir das Parallelenaxiom wird uns al-
so eine Reihe zu diesem Axiom #quivalenter Aussagen aufzeigen und es wer-
den sich bereits viele Eigenschaften der im Anschlufl daran zu betrachtenden
Lobatschewski-Geometrie herausstellen. Die Darstellung der Beweisversuche er-



3.1. DAS PARALLELENPROBLEM 149

folgt weder chronologisch (sondern vielmehr nach Themengebieten geordnet)
noch in den Originalfassungen, die zum grofiten Teil nicht der heutigen Ter-
minologie und Symbolik entsprechen und daher nur schwer verstdndlich sein
diirften. (Viele dieser Originaldarstellungen konnen in [44] nachgelesen werden.)
Des weiteren greifen wir bei der Beschéftigung mit den Beweisversuchen auf die
im vorangangenen Abschnitt nachgewiesene Aquivalenz zwischen dem Paralle-
lenaxiom und dem V. Postulat zuriick und legen den Betrachtungen statt der
Axiome und Postulate von EUKLID die in den Abschnitten 2.2 bis 2.5 behan-
delten Axiome der absoluten Geometrie zugrunde.

Parallelenaxiom und Innenwinkelsumme

Der franzosische Mathematiker A. M. LEGENDRE versuchte gegen Ende des 18.
/ Anfang des 19. Jahrhunderts mehrfach, das Parallelenpostulat zu beweisen,
fand jedoch in jedem seiner Beweise nach einer gewissen Zeit einen , Fehler,
d. h. die Ausnutzung einer zu diesem Postulat dquivalenten Aussage. Vor allem
beschiftigte sich LEGENDRE sehr ausfiihrlich mit dem Zusammenhang zwischen
dem Parallelenpostulat und der Innenwinkelsumme von Dreiecken. Dazu stellte
er drei Hypothesen iiber die Innenwinkelsumme eines Dreiecks auf:

1. Die Innenwinkelsumme ist grofler als zwei Rechte.
2. Die Innenwinkelsumme ist kleiner als zwei Rechte.
3. Die Innenwinkelsumme ist gleich zwei Rechten.

Die erste Hypothese konnte LEGENDRE zum Widerspruch fithren und weiterhin
nachweisen, dafl aus der dritten Hypothese das Parallelenaxiom folgt. In seinem
Bemiihen, einen Widerspruch zur zweiten Hypothese zu konstruieren, gelang es
ihm, nachzuweisen, dafl bereits die Existenz eines einzigen Dreiecks mit einer
Innenwinkelsumme von zwei Rechten gentiigt, um zu folgern, daf jedes Dreieck
diese Innenwinkelsumme besitzen mufl. Es gelang ihm jedoch nicht (und konnte
auch nicht gelingen), die Existenz eines solchen Dreiecks nachzuweisen. Wir
vollziehen im folgenden LEGENDRE’s Uberlegungen nach und beweisen zunéchst,
dafl aus der Giiltigkeit der 3. Hypothese (fiir jedes Dreieck) die Giiltigkeit des
euklidischen Parallelenaxioms folgt. Zusammen mit Satz V.2 (Abschnitt 2.6.1)
ergibt sich daraus sofort die Aquivalenz des Innenwinkelsatzes und des
Parallelenaxioms der euklidischen Geometrie.

Satz 3: Wenn die Innenwinkelsumme eines jeden Dreiecks gleich zwei Rechten
ist, so gilt das euklidische Parallelenaziom.

Beweis: Es sei eine beliebige Gerade a und ein Punkt A auflerhalb dieser Ge-
raden gegeben, B sei der Fulpunkt des Lotes von A auf a und a’ eine durch
A verlaufende, zu AB senkrechte Gerade. Nach der Umkehrung des Stufenwin-
kelsatzes (die im Gegensatz zum Stufenwinkelsatz selbst ein Satz der absoluten
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a/

Abbildung 3.3:

Geometrie ist, siehe Abschnitt 2.5.5, Satz IV.23) sind die Geraden a und o’ par-
allel. Wir miissen also nachweisen, daf jede andere durch A verlaufende Gerade
die Gerade a schneidet. Es sei dazu b eine beliebige von a verschiedene Gera-
de mit A € b und b+ diejenige Halbgerade von b, die mit AB™T einen spitzen
Winkel einschliet (den wir mit 3 bezeichnen). Daf} eine solche Halbgerade von
b existiert, folgt daraus, dafl b von a verschieden ist und somit nicht senkrecht
auf AB steht. Ferner seien By, Bs, ... B, Punkte auf a, die alle in derselben
Halbebene bzgl. AB liegen wie b (siehe Abb.[33) und die Bedingungen

BB1 = E , B1B2 = ABl e anan = ABn,1 5

erfiillen. Da die Innenwinkelsumme eines jeden Dreiecks gleich zwei Rechten ist,
folgt aus diesen Bedingungen nach dem Basiswinkelsatz

™

m(Z(BABy)) = m(£(BB1A)) = — 5 _

m(Z(ByB1A)) — ZW :

- 7
m(£(B1ABs)) = m(£(B1B2A)) = —51= = =, m(£(B3B24)) = g
und schlielich

mM(Z(Bn-1ABy)) = m(£(Bn-1BnA)) = %(w — m(L(ByBy_1A)) = 2?% .

Fiir den Winkel zwischen ABT und AB,! ergibt sich daraus

Da (3 ein spitzer Winkel ist, existiert eine reelle Zahl € mit e > 0 und m(f3) =
5 — €. Wir wihlen nun n so grof}, daf %g < € gilt. Fiir ein solches n gilt
Z(b*,ABT) < Z(BAB,). Die Halbgerade b™ liegt somit im Innern des Winkels
Z(BAB,,) und hat daher (wie sich mit Hilfe des Satzes von Pasch leicht zeigen
148t) mit BB,, einen gemeinsamen Punkt, schneidet also die Gerade a. Da b
beliebig gew#hlt war, existiert tatsédchlich nur eine Gerade, die durch A verlduft

und a nicht schneidet (ndmlich die auf AB senkrecht stehende Gerade o’). O
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Um nachzuweisen, dafl unter ausschliefllicher Verwendung der Axiome der abso-
luten Geometrie die eingangs genannte 1. Hypothese widerlegt werden kann und
somit die Innenwinkelsumme eines jeden Dreiecks in der absoluten Geometrie
kleiner oder gleich zwei Rechten ist, benotigen wir den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 1: Ist A ein beliebiges Dreieck, so existiert fiir jeden Innenwinkel ¢
dieses Dreiecks ein Dreieck A', dessen Innenwinkelsumme gleich der Innenwin-
kelsumme von A ist und das einen Innenwinkel besitzt, der um mindestens die
Hilfte kleiner ist als ¢.

Beweis: Sei A = ABC beliebig vorgegeben. Wir konstruieren ein Dreieck
A’ mit derselben Innenwinkelsumme wie ABC und einem Innenwinkel, der
hochstens halb so gro8 ist wie o := Z(BAC). (Fiir jeden anderen Innenwinkel
von ABC kann der Beweis analog gefiihrt werden.) Sei dazu O der Mittelpunkt
der Seite BC und A’ ein Punkt auf der Halbgeraden OA~ mit AO = OA’ (ein
solcher Punkt existiert nach Axiom III/1). Wir betrachten das Dreieck AA’C'
(siche Abb.[34)). Fiir die Innenwinkelsummen IWS(ABC) und IWS(AA'C) gilt:

IWS(ABC)=a1 +as+B8+v1, IWS(AAC)=a1+d +7 +7 .

A Abbildung 3.4:

Da die Dreiecke ABO und A’CO nach dem Kongruenzsatz sws kongruent sind,
ist &/ = ay und B = 79, woraus sich sofort die Gleichheit von IWS(ABC')
und IWS(AA’'C) ergibt. Da zumindest einer der Winkel a; und s kleiner oder
gleich der Hilfte von o« = Z(BAC) sein mu8, gilt dies auch fiir mindestens
einen der Innenwinkel oy und o des Dreiecks (AA’C) =: A/, das somit die in
der Behauptung des Satzes geforderten Eigenschaften besitzt. O

Satz 4 (Innenwinkelsatz der absoluten Geometrie): Die Innenwinkelsum-
me eines beliebigen Dreiecks ist stets kleiner oder gleich zwei Rechten.

Beweis: Wir nehmen an, es moge ein Dreieck A mit einer Innenwinkelsumme
von grofler als zwei rechten Winkeln existieren und schreiben diese in der Form
IWS(A) = m+¢€ (mit € > 0). Ist « ein beliebiger Innenwinkel von A, so existiert
nach Hilfssatz 1 ein Dreieck A; mit der Innenwinkelsumme 7 + ¢ und einem
Innenwinkel oy < §, ein Dreieck Ay mit IWS(Az) = 7+eund ay < ¢, ... sowie
schlieBlich ein Dreieck A,, mit IWS(A,,) = m+¢€ und einem Innenwinkel «,, < 5 -

Wir wihlen n so, dafl 55 < € gilt. Die Summe der beiden anderen Innenwinkel
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des Dreiecks A,, ist somit 7+ € — 5 > 7. Dies steht jedoch im Widerspruch zur
Folgerung IV.5 aus dem schwachen Aulenwinkelsatz (siehe Abschnitt 2.5.5). O

Wir haben mit den Sétzen 3 und 4 bewiesen, dafl die auf Seite aufgefiihrte
dritte Hypothese zum Parallelenaxiom fithrt und die erste Hypothese im Wi-
derspruch zu den Axiomen der absoluten Geometrie steht.

Wiéhrend in der sphirischen Geometrie (die sich ja von der euklidischen Geometrie nicht
nur durch das Parallelenaxiom unterscheidet, sondern in der auch die Axiome der absoluten
Geometrie nicht vollstédndig erfiillt sind) jedes Dreieck eine Innenwinkelsumme von gréfler als
180° hat, existieren nach Satz 4 in der absoluten Geometrie keine derartigen Dreiecke. Dies
bedeutet, dal sowohl in der euklidischen Geometrie die Innenwinkelsumme beliebiger Dreiecke
kleiner oder gleich 180° sein muf} (was uns bereits bekannt war) als auch in einer Geometrie,
in der die Axiome der absoluten Geometrie und die Verneinung des Parallelenaxioms gelten
— falls eine solche Geometrie iiberhaupt existieren sollte.

Mit dem folgenden Satz 5 wird die Unvertriglichkeit der Existenz von Drei-
ecken mit einer Innenwinkelsumme von kleiner als 180° und solchen mit ei-
ner Innenwinkelsumme von 180° gezeigt: Die Existenz eines Dreiecks A mit
IWS(A) = 180° geniigt, damit jedes Dreieck diese Innenwinkelsumme hat und
somit nach Satz 3 das Parallelenaxiom gilt. Um dies nachzuweisen, benttigen
wir zwei Hilfssétze.

Hilfssatz 2: Ist in einem bei B rechtwinkligen Dreieck ABC die Winkelsumme
gleich zwei Rechten, so gilt dies auch in dem Dreieck ABD mit D € ACT und
|AD| =2 - |AC]|.

Beweis: Durch Antragung der Winkel Z/(BCA) und Z(BAC) in den Punkten A
bzw. C' an die Gerade AC entsteht ein (nach dem Kongruenzsatz sws) zu ABC
kongruentes Dreieck C'B’A mit einem rechten Winkel bei C’ sowie Z(BCA) =
Z(CAB') und Z(CAB) = Z(ACB’) (siehe Abb. B). In dem Viereck ABCB’
sind alle Winkel rechte Winkel, da sich wegen IWS(ABC') = IWS(CBA’) = 180°
und der rechten Winkel bei B bzw. B’ die Winkel Z(BCA) und Z(ACB’) sowie
Z(CAB') und Z(CAB) jeweils zu einem Rechten ergénzen. Durch Verldngern
der Strecke AB’ um die zu AB’ kongruente Strecke B’C” ergibt sich mit dem
Punkt D ein zu ABC B’ kongruentes Viereck B’C DC". (Die Kongruenz der bei-
den Vierecke kann durch die Dreieckskongruenzen ABC = B’CD (sws) und
AB'C = B'C'D (sws oder wsw) leicht nachgewiesen werden.) Das Viereck
ABDC" hat somit ebenfalls vier rechte Winkel, es gilt somit IWS(ABD) +
IWS(BAC") = 360°, wegen Satz 4 muf also IWS(ABD) = IWS(BAC") = 180°
sein. 0

Hilfssatz 3: Existiert ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit einer Innenwinkel-
summe von 180°, so hat jedes rechtwinklige Dreieck diese Innenwinkelsumme.

Beweis: Es sei DEF' ein beliebiges, bei E rechtwinkliges, Dreieck und A’ BC’
ein ebenfalls rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten jeweils langer als die des
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o A

D/

B C B F' C/

Abbildung 3.5: Abbildung 3.6:

Dreiecks DEF sind und dessen Innenwinkelsumme 180° betréigt (ein solches
Dreieck 148t sich aus ABC nach Hilfssatz 2 konstruieren, falls ABC' nicht schon
selbst dieser Bedingung geniigt). Durch Antragen von ED von B aus auf BA™
und DF von B aus auf BOt, ergibt sich (nach dem Kongruenzsatz sws) ein
zu DEF kongruentes Dreieck D'BF" (siehe Abb.[36). Da wegen der Kongru-
enz die Innenwinkelsummen der Dreiecke DEF und D’'BF"’ gleich sind, geniigt
es zu zeigen, dafi IWS(D'BF’) = 180° gilt. Nach Satz 4 ist die Innenwinkel-
summe keines der Dreiecke A’BF’ und A’F'C’ grofler als 180°. Wére nun die
Innenwinkelsumme eines dieser Dreiecke kleiner als 180°, so miiite auch die
Innenwinkelsumme von A’BC’, die sich wegen des Nebenwinkelsatzes durch

IWS(ATBC") = IWS(ABF') + IWS(ATF'C7) — 180°

ausdriicken 148t, kleiner als 180° sein. Dies widerspréiche jedoch der Vorausset-
zung bzw. der durchgefithrten Konstruktion. Somit muf} also die Innenwinkel-
summe von A’BF’ 180° betragen, woraus sich ergibt, dafl die Innenwinkelsum-
men sowohl von D’BF” als auch von D’A’F’ diesen Wert haben. O

Satz 5: Betrdgt in wenigstens einem Dreieck die Innenwinkelsumme 180°, so
gilt dies fiir jedes Dreieck.

c c

A D B D B
a) b) Abbildung 3.7:

Beweis: Es sei ABC ein Dreieck mit einer Innenwinkelsumme von 180°. Dieses
Dreieck kann (falls es nicht schon selbst rechtwinklig ist) durch Fillen des Lotes
von C auf AB in zwei rechtwinklige Teildreiecke AC'D und BC'D zerlegt (Abb.
B a)) oder durch ein rechtwinkliges Dreieck BC'D zu einem rechtwinkligen
Dreieck ACD ergéinzt werden (sieche Abb. 37 b)). In beiden Féllen ist nach
dem Nebenwinkelsatz IWS(ACD) + IWS(BCD) = 360° und daher wegen Satz
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4 IWS(ACD) = IWS(BCD) = 180°, womit die Voraussetzung von Hilfssatz
3 erfiillt ist. Ist nun A ein beliebiges Dreieck, so kann A (falls nicht schon
selbst rechtwinklig) wieder in zwei rechtwinklige Teildreiecke zerlegt (bzw., wie
fiir ABC beschrieben, ergiinzt) werden, welche nach dem Hilfssatz 3 beide eine
Innenwinkelsumme von 180° besitzen, woraus sich sofort ergibt, daf§ auch die
Innenwinkelsumme von A diesen Wert hat. g

Aufgrund der Sétze 3, 4 und 5 wiirde es nun geniigen, auf der Grundlage der
Axiome der absoluten Geometrie die Existenz eines einzigen Dreiecks mit einer
Innenwinkelsumme von 180° zu zeigen, und das Parallelenaxiom wire damit
nachgewiesen. LEGENDRE beschiftigte sich mit diesem Problem sehr ausfiihr-
lich und veroffentlichte mehrere derartige Beweise von denen der nachfolgend
wiedergegebene wohl der ,glaubwiirdigste“ ist. Um diesen Beweis nachzuvoll-
ziehen, wird noch der folgende Hilfssatz benotigt.

Hilfssatz 4: Ist ein Dreieck A in n Teildreiecke Aq...A, zerlegt, so gilt
T — IWS(A Z T —IWS (A;)) .
=1

Aufgabe 2: Beweisen Sie den Hilfssatz 4! Beachten Sie dabei, daf§ nur Aussagen
genutzt werden diirfen, die aus den Axiomen der absoluten Geometrie folgen!

,INachweis* der Existenz eines Dreiecks mit einer Innenwinkelsumme
von 180°:

Es sei ein spitzer Winkel Z(u,v) mit einem Scheitel O gegeben, A ein beliebiger
Punkt auf dem Schenkel v und B der Schnittpunkt der in A auf u errichteten
Senkrechten mit dem anderen Schenkel v (siche Abb.[3.8]). Es kénnen dabei zwei
Fille auftreten: 1. IWS(OAB) = 180° (womit die Behauptung schon gilt) und
2. WS(OAB) < 180°, dann setzen wir € := 180° — IIWS(OAB). Ist nun A,
ein Punkt auf v mit |[OA| = |AA,], so folgt aus der Kongruenz der Dreiecke
OAB und A1 AB (die sich unmittelbar nach dem Kongruenzsatz sws ergibt)
IWS(A1AB) = IWWS(OAB) = 180° — e. Wir errichten nun die Senkrechte auf
u im Punkt A; und erhalten als Schnittpunkt der Senkrechten mit v einen
Punkt B;. Das Dreieck OA; By setzt sich aus den Teildreiecken OAB, A1 AB
und BA; B; zusammen, nach Hilfssatz 4 gilt somit

IWS(OA; By) = n— (1 — IWS(OAB)+n— IWS(A,AB)+7— IWS(BA, By))

B,

v

A m u Abbildung 3.8:
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und demnach IWS(OA; B;) < m — 2e. Durch Fortsetzen des Verfahrens erhalten
wir schlieBlich ein Dreieck OA,, B,, mit IWS(OA,, B,,) < m— 2" -¢, bei geeigneter
Wahl von n ist also IWS(OA,, B,) < 0. Dies ist jedoch nicht moglich, also mufl
IWS(OAB) = 180° sein. O

Auf den ersten Blick ist es schwierig, zu erkennen, an welcher Stelle in diesem
Beweis von LEGENDRE eine Unkorrektheit auftritt oder eine zum Parallelenaxi-
om #quivalente Aussage verwendet wird. (Wenngleich der Beweis hier etwas
knapp dargestellt wurde, ist auch der Schlufl auf die Innenwinkelsumme des
Dreiecks OA,, B,, vollig korrekt, was mittels vollstindiger Induktion sehr ein-
fach nachzuvollziehen ist.) Das Problem besteht (wie auch bei anderen schein-
baren Beweisen fiir das Parallenaxiom) darin, daf} viele Aussagen, die auf dem
Parallelenaxiom beruhen, so selbstverstindlich erscheinen, dafl man sie kaum
anzweifeln diirfte. Im Falle des oben wiedergegebenen Beweises betrifft dies die
verwendete Voraussetzung, daf} ein spitzer Winkel existiert, fiir den die in jedem
Punkt eines seiner Schenkel errichtete Senkrechte den anderen Schenkel trifft.
Diese Aussage 148t sich aber auf Grundlage der Axiome der absoluten Geome-
trie (ohne Verwendung des Parallelenaxioms oder dquivalenter Aussagen) nicht
nachweisen. Wire dies moglich, so wiirde es sich bei dem oben wiedergegebenen
Beweis tatséchlich um einen Beweis fiir die Existenz eines Dreiecks mit einer
Innenwinkelsumme von zwei Rechten und damit nach den S&tzen 3 und 5 um
einen Beweis des Parallenaxioms handeln. In Wirklichkeit wurde jedoch nur der
folgende Satz bewiesen:

Satz 6: Wenn ein spitzer Winkel derart existiert, daf$ die in jedem Punkt eines
seiner Schenkel errichtete Senkrechte den anderern Schenkel trifft, so gilt das
Parallelenaziom.

Da die Umkehrung dieses Satzes ebenfalls gilt, ist die Existenz eines solchen Winkels eine zum

euklidischen Parallelenaxiom &quivalente Behauptung.

Die (hier nur teilweise nachvollzogenen) Uberlegungen LEGENDRES lieferten
also letztendlich keinen Beweis fiir das Parallenaxiom, umsomehr jedoch in-
teressante Einblicke in die gegenseitige Bedingtheit geometrischer Aussagen.
Sie werden dariiber hinaus unmittelbar zur Erkenntnis von Eigenschaften der
Lobatschewski—Geometrie fithren (siche Satz L4 in Abschnitt 3.2.2).
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Die Beweisversuche von SACCHERI und LAMBERT

GIROLAMO SACCHERI verdffentlichte 1733 D c
seine Untersuchungen zur Beweisbarkeit des 57 «
Parallelenaxioms, die zu denen von LEGEND-
RE eine gewisse Ahnlichkeit aufweisen, so daf
ihre Darstellung hier kiirzer geraten kann.
SACCHERI betrachtete ein Viereck ABCD, D a
das folgende Bedingungen erfiillt:

1. Die Winkel bei A und B sind Rechte.
2. Die Strecken AD und BC sind kongruent.

Abbildung 3.9:

Ein solches Viereck wird als Saccherisches Viereck bezeichnet (Abb. B.9).

Hilfssatz 5: Die Winkel Z(ADC) und Z(BCD) in einem Saccherischen Viereck
(entsprechend Abb. [4) sind kongruent.

Aufgabe 3: Beweisen Sie den Hilfssatz 5 (auf der Grundlage der Axiome und
Sétze der absoluten Geometrie)!

Fiir die Winkel bei D und C des Saccherischen Vierecks ABCD konnen wie-
derum drei Hypothesen betrachtet werden:

1. Hypothese vom stumpfen Winkel: Die Winkel Z(ADC') und Z(BCD) sind
stumpfe Winkel.

2. Hypothese vom spitzen Winkel: Die Winkel Z(ADC) und Z(BCD) sind
spitze Winkel.

3. Hypothese vom rechten Winkel: Die Winkel Z(ADC') und Z(BCD) sind
rechte Winkel.

Die Verwandtschaft dieser drei Hypothesen mit den drei Hypothesen beziiglich der Innenwin-
kelsumme von Dreiecken auf Seite ist leicht zu erkennen. Fiir die Untersuchung dieser
drei Hypothesen werden wir daher auf die Sétze 3 — 5 zuriickgreifen (bei denen es sich ja um
Sétze der absoluten Geometrie handelt). Unsere Betrachtungen werden dadurch wesentlich
kiirzer, als in der Originalfassung von SACCHERI. Die Grundgedanken, die dieser zugrundelie-
gen, sind dieselben, allerdings konnte SACCHERI (1667 — 1733) noch nicht die Erkenntnisse von
LEGENDRE (1752 — 1833) nutzen.

Satz 7: Die Hypothese vom stumpfen Winkel im Saccherischen Viereck kann auf
der Grundlage der Aziome und Sdtze der absoluten Geometrie widerlegt werden.
Die Hypothese vom rechten Winkel gilt genau dann, wenn das Parallelenaziom
gilt.
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Beweis: Falls die Hypothese vom stumpfen Winkel zutrifft, so hat das Viereck
ABCD eine Innenwinkelsumme, die grofler ist als 360°. Von den beiden Teild-
reiecken ACB und BDA hat also mindestens eines eine Innenwinkelsumme von
grofler als 180°, was jedoch Satz 4 widerspricht.

Wenn das euklidische Parallelenaxiom gilt, so ist nach dem Innenwinkelsatz der
euklidischen Geometrie IWS(ACB) = IWS(BDA) = 180° und somit IWS(ABCD) =
360°. Also gilt (da die Winkel bei A und B rechte Winkel sind) m(Z(ADC)) +
m(£(BCD)) = 180° und wegen Hilfssatz 5 m(£(ADC)) = m(£(BCD)) = 90°.
Ist umgekehrt die Hypothese vom rechten Winkel erfiillt, so folgt daraus sofort
IWS(ABCD) = 360° und somit IWS(ACB) + IWS(BDA) = 360°. Wegen Satz
4 kann die Innenwinkelsumme keines dieser beiden Dreiecke grofler als 180° sein.
Folglich miissen beide Dreiecke eine Innenwinkelsumme von 180° haben, woraus
nach den Sétzen 3 und 5 die Giiltigkeit des Parallelenaxioms folgt. 0

Bemerkung: Wir haben mit diesem Beweis sogar gezeigt, dal die FExistenz
eines einzigen Saccherischen Vierecks, auf das die Hypothese vom rechten Win-
kel zutrifft, fiir den Nachweis des Parallelenaxioms geniigt. Daraus folgt sofort,
dafl diese Hypothese in jedem Saccherischen Viereck gilt, falls ihre Giiltigkeit in
einem einzigen gegeben ist.

Um das Parallelenaxiom zu beweisen, wiirde es also geniigen, die Hypothese
vom spitzen Winkel zu widerlegen, genauer: ein einziges Saccherisches Viereck
zu konstruieren, auf das die Hypothese vom rechten Winkel zutrifft. Dies ist
jedoch ohne die Verwendung einer zum Parallelenaxiom &quivalenten Aussage
nicht moglich. Jedoch gelingt dieser Nachweis, wenn vorausgesetzt wird, daf§
Abstandslinien (also Mengen von Punkten, die von einer Geraden denselben
Abstand haben) Geraden sind. Auch diese Aussage ist zum Parallelenaxiom
dquivalent.

Satz 8: Das Parallelenaziom gilt genau dann, wenn eine Gerade g und drei kol-
lineare Punkte A, B und C existieren, die nicht auf g liegen und von g denselben
Abstand haben.

Beweis: Die eine Richtung des Satzes wurde bereits mit Satz V.9 in Abschnitt
2.6.1 bewiesen: Drei Punkte, die von einer Geraden denselben Abstand haben
und in einer Halbebene dieser Geraden liegen, sind danach (unter Voraussetzung
des Parallelenaxioms) stets kollinear. Seien umgekehrt eine Gerade g und drei
Punkte A, B und C mit d(4, g) = d(B,g) = d(C, g) gegeben sowie A, B’ und C’
die Fulpunkte der Lote von A, B bzw. C auf g (sieche Abb. BI0). Die Vierecke
A’B'BA und B'C'CB sind wegen |AA'| = |BB’| = |CC’| und der rechten
Winkel bei A’, B’ und €’ Saccherische Vierecke. Da A, B und C auf einer
Geraden liegen, gilt nach dem Nebenwinkelsatz m(Z(ABB’))+m(Z(CBB')) =
180°. Da das Auftreten eines stumpfen Winkels in einem Saccherischen Viereck
nach Satz 7 ausgeschlossen ist, muf} es sich bei Z(ABB’) und Z(CBB’) um
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rechte Winkel handeln, woraus nach Satz 7 (und der Bemerkung danach) die
Giiltigkeit des Parallelenaxioms folgt. O

A B C D C

B §

g N la
A B’ o4 A B

Abbildung 3.10: Abbildung 3.11:

Eine starke Ahnlichkeit zum Beweisversuch von SACCHERI weist der von Jo-
HANN HEINRICH LAMBERT auf. Auch LAMBERT untersuchte spezielle Vierecke.
Von diesen sogenannten Lambertschen Vierecken wird vorausgesetzt, dafl drei
Winkel rechte Winkel sind (Abb. BIT)), beziiglich der Grofle des vierten Winkels
¢ sind wiederum drei Hypothesen zu betrachten: die Hypothese vom stumpfen
Winkel (6 > 90°), die Hypothese vom spitzen Winkel (6 < 90°) und die Hypo-
these vom rechten Winkel (6 = 90°).

Aufgabe 4: Widerlegen Sie die These vom stumpfen Winkel im Lambertschen
Viereck und weisen Sie nach, dafl die These vom rechten Winkel dquivalent zum
Parallelenaxiom ist!
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Parallelenaxiom und Ahnlichkeit

JoHN WALLIS verdffentlichte (schon vor den Beweisversuchen von SACCHERI,
LEGENDRE und LAMBERT) einen Scheinbeweis fiir das Parallelenaxiom, bei dem
er die Existenz dhnlicher (und dabei nicht kongruenter) Dreiecke als selbst-
verstiandlich voraussetzte. Allerdings ist auch dies nicht zuldssig, die Existenz
dhnlicher Figuren setzt das Parallelenaxiom voraus (die Ahnlichkeit wurde aus
diesem Grunde auch erst in Abschnitt 2.6.3 behandelt). Die Grundgedanken des
Scheinbeweises von WALLIS liegen dem Beweis des folgenden Satzes zugrunde
(wobei wir aber auf den Zusammenhang zwischen Parallelenaxiom und Innen-
winkelsumme zuriickgreifen, was WALLIS nicht tat und deshalb einen wesentlich
umfangreicheren Beweis veréffentlichte).

Satz 9: Fualls zwei Dreiecke ABC und DEF existieren, die in allen drei Winkel-
mafien tbereinstimmen und nicht kongruent sind, so gilt das Parallelenaxiom.

C

Abbildung 3.12:

Beweis: Es seien ABC und DEF zwei Dreiecke mit den InnenwinkelmaBen o
(bei A und D), 3 (bei B und E) sowie v (bei C' und F'). Ferner seien £’ € AB*
und F’ € AC™" zwei Punkte mit |[DE| = |AE’| und |DF| = |AF’| (sieche Abb.
B12). Die Dreiecke AE’F’ und DEF sind kongruent (sws) und die Geraden
BC und E'F’ schneiden sich nicht — letzteres folgt aus der Umkehrung des
Stufenwinkelsatzes (Satz IV.23), die ein Satz der absoluten Geometrie ist. Nach
dem Nebenwinkelsatz ist m(Z(BE'F’) = 180°—  und m(Z(CF'E’) = 180° —~,
die Innenwinkelsumme des Vierecks BCF'E’ ist demnach gleich vier Rechten,
wonach (entsprechend der schon beim Beweis von Satz 7 gezogenen Schlufifol-
gerung) zwei Dreiecke mit einer Innenwinkelsumme von jeweils zwei Rechten
existieren und somit das Parallelenaxiom gilt. O

Bemerkung: Da mit Satz V.16 (Abschnitt 2.6.3) leicht die Existenz zweier
ghnlicher, nicht kongruenter Dreiecke gezeigt werden kann (Voraussetzung fiir
die Anwendung dieses Satzes ist allerdings die Giiltigkeit des Parallelenaxioms),
gilt auch die Umkehrung von Satz 9.
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Zusammenfassung

Als Ergebnis unserer Betrachtungen zu den verschiedenen Beweisversuchen fiir
das Parallelenaxiom (die keinesfalls einen Anspruch auf Vollsténdigkeit erheben
konnen) 148t sich der folgende Satz formulieren:

Satz 10: Auf der Grundlage der Aziome und Sdtze der absoluten Geometrie
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Zu jeder Geraden g und zu jedem nicht auf g liegenden Punkt A gibt es
héchstens eine Gerade, die durch A verlduft und zu g parallel ist (euklidi-
sches Parallelenaziom,).

2. Es existiert eine Gerade g und ein nicht auf g liegender Punkt A, so daf
es hochstens eine Gerade gibt, die durch A verliuft und zu g parallel ist.

3. Es gilt das Parallelenpostulat (V. Postulat von EUKLID, siehe S.[T{3).

4. Es gilt der Stufenwinkelsatz bzw. der Wechselwinkelsatz (Satz V.1 und
Folgerung V.1 in Abschnitt 2.6.1).

5. In jedem Dreieck betrigt ist die Innenwinkelsumme 180°.
6. Es existiert ein Dreieck mit einer Innenwinkelsumme von 180°.

7. Es existiert ein spitzer Winkel derart, daf$ die in jedem Punkt eines seiner
Schenkel errichtete Senkrechte den anderern Schenkel trifft.

8. In (mindestens) einem Saccherischen (oder in einem Lambertschen Vier-
eck) gilt die Hypothese vom rechten Winkel.

9. In jedem Saccherischen und jedem Lambertschen Viereck gilt die Hypothe-
se vom rechten Winkel.

10. Abstandslinien sind Geraden.
11. Es existieren zwei dhnliche, nicht kongruente Dreiecke.

Die Aquivalenz jeder der Aussagen 3. — 11. mit 1. wurde in diesem Abschnitt nachgewiesen.
Aufgabe 5: Beweisen Sie die Aquivalenz der Aussagen 1. und 2. in Satz 10!

Aus Satz 10 ergeben sich eine Reihe von Schlu3folgerungen fiir eine Geometrie, in
der die Axiome der absoluten Geometrie und die Negation des Parallelenaxioms
gelten: falls eine solche Geometrie existiert, kann darin keine der Aussagen 1.
— 11. erfiillt sein. In dieser Schluflfolgerung liegt aus heutiger Sicht die Bedeu-
tung der unzdhligen Beweisversuche fiir das Parallelenaxiom. Wenngleich die
Verfasser der ,Beweise“ nicht dieses Ziel verfolgten (da sie an die Existenz ei-
ner derartigen nichteuklidischen Geometrie nicht glaubten, sie nicht einmal in
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Erwiigung zogen), waren damit wesentliche Eigenschaften der Lobatschewski-
Geometrie schon vor ihrer Entstehung hergeleitet. Allerdings kann auf Grund
unserer bisherigen Erkenntnisse noch nicht gefolgert werden, dafl das Paralle-
lenaxiom tatséchlich nicht beweisbar ist. Auch das Scheitern von noch so vielen
Beweisversuchen kann nicht den Schluf3 auf die Nichtbeweisbarkeit begriinden.
Dieses Scheitern fiihrte jedoch einige Mathematiker zu der Uberzeugung, daB
ein derartiger Beweis nicht gelingen kann und damit zur Entwicklung der nicht-
euklidischen Geometrie.
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3.2 Grundziige der Lobatschewski-Geometrie

3.2.1 Entstehungsgeschichte, weltanschauliche Probleme

Du darfst die Parallelen nicht auf jenem Wege versuchen; ich kenne
diesen Weg bis an sein Ende — auch ich habe diese bodenlose Nacht
durchmessen, jedes Licht, jede Freude meines Lebens sind in ihr aus-
geloscht worden — ich beschwdére Dich bei Gott — laf$8 die Lehre von
den Parallelen in Frieden. . . sie kann Dich um all Deine Ruhe, Dei-
ne Gesundheit und um Dein ganzes Lebensgliick bringen. ... Wenn
ich die Parallelen hdtte entdecken kénnen, so wire ich ein Engel ge-
worden. . .. Es ist unbegreiflich, daf$ diese unabwendbare Dunkelheit,
diese ewige Sonnenfinsternis, dieser Makel der Geometrie zugelassen
wurde, diese ewige Wolke an der jungfriulichen Wahrheit.

Farkas Bolyai (in einem Brief an seinen Sohn Janos Bolyai, 1820)

Das Zitat verdeutlicht, wie grof3 die Bedeutung war, die viele Mathematiker
der Beweisbarkeit des Parallelenaxioms beimaflen. Seine Unbewiesenheit wurde
als Makel empfunden, seine Nichtbeweisbarkeit lange Zeit {iberhaupt nicht in
Betracht gezogen. Diese hitte als Schluifolgerung nach sich gezogen, dafl das
Axiomensystem, welches aus den Axiomen der absoluten Geometrie (bzw. den
Axiomen und Postulaten von EUKLID, aufler dem V. Postulat) und der Ver-
neinung des Parallelenaxioms (bzw. des V. Postulats) besteht, widerspruchsfrei
ist.

Eine Aussage 148t sich genau dann aus einer Theorie ableiten, wenn sich ihr Gegenteil wider-
legen 1a8t. Ist dies nicht der Fall, ergibt auch das Gegenteil dieser Aussage zusammen mit den
anderen Axiomen der Theorie ein widerspruchsfreies System. Aus der Nichtableitbarkeit des
Axioms V aus I — IV wiirde sich also zwangsldufig die Widerspruchsfreiheit eines Axiomensy-

stems, bestehend aus den Axiomengruppen I — IV und der Negation von V, ergeben.

Die Widerspruchsfreiheit eines solchen Axiomensystems hitte die Moglichkeit
einer vollig neuartigen Geometrie eréffnet. Die Existenz einer derartigen nicht-
euklidischen Geometrie konnten (und wollten) sich die Mathematiker jedoch
nicht vorstellen.

Aus heutiger Sicht mag es verwundern, daf§ die Existenz nichteuklidischer Geometrien so lange
Zeit nicht einmal in Betracht gezogen wurde, gab es doch die sphéirische Geometrie schon
seit langer Zeit. Jedoch wurde die Geometrie auf der Kugeloberfliche nicht als eigenstéindige
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Geometrie betrachtet (geschweige denn axiomatisch entwickelt), sondern lediglich als Teil der
Raumgeometrie aufgefafit. Die ,Entdeckung®, dafl es sich bei der sphérischen Geometrie um
eine eigenstindige, nichteuklidische Geometrie handelt, erfolgte erst mehr als zwei Jahrzehnte
nach der Herausbildung der Lobatschewski-Geometrie durch BERNHARD RIEMANN (1826 —
1866), der die sphiirische Geometrie zu der allgemeineren elliptischen Geometrie entwickelte
(siche Abschnitt 2.7.5).

Neben (sicher auch aus heutiger Sicht verstindlichen) Anschauungsschwierig-
keiten trugen auch die dominierenden philosophischen Auffassungen dazu bei,
die Existenz einer nichteuklidischen Geometrie gar nicht erst in Erwégung zu
ziehen. Nach den Vorstellungen der Philosophie von IMMANUEL KANT (1724 —
1804) existiert der Raum nur als dem Menschen gegebene Orientierungshilfe, ist
also nichts anderes als Form unserer Anschauung. Die Raumvorstellung ist nach
KANT dem Menschen a priori gegeben, Raum nichts anderes als die Form, in der
uns alle Erscheinungen der &ufleren Sinne begegnen. Die Kategorie Raum haftet
somit nicht an den Dingen (Objekten und Erscheinungen, die wir wahrnehmen),
sondern die Raumvorstellung wird von uns an die Dinge herangebracht. Aller-
dings geht die KANTsche Philosophie davon aus, dafl allen Menschen die gleiche
Struktur der Raumanschauung gegeben ist, der Raum besitzt somit empirische
Realitdt. Er ist ein Nichts, sobald die Moglichkeit aller Erfahrungen verschwin-
det, was KANT ausdriickt durch: ,,Der Raum hat transzendentale Identitét.“

Diese philosophische Herangehensweise (die dem Raum eine objektive Existenz
unabhéingig von menschlichen Empfindungen abspricht) schliefit jedoch das Be-
stehen von Raumstrukturen, die sich der anschaulichen Vorstellung widersetzen
(und um solche Strukturen handelt es sich bei nichteuklidischen Geometrien
zweifellos), aus. Die euklidische Geometrie wird dadurch zu einer Denknot-
wendig, die Moglichkeit, Geometrie zu betreiben, beruht nicht auf Anschauung
und Erforschung des Raumes (welcher objektiv iiberhaupt nicht existiert), son-
dern auf der a priori in den Menschen vorhandenen Vorstellungskraft, die es
ermoglicht, synthetische Urteile zu bilden. Die Gewiflheit der Geometrie, die
Allgemeinheit und Notwendigkeit geometrischer Sdtze ergibt sich daraus, daf§
allen Menschen die gleiche Form rédumlicher Vorstellungen gegeben ist.

Trotz derartiger Hindernisse weltanschaulicher Natur fithrte das Fehlschlagen
vieler Versuche, das Parallelenpostulat zu beweisen, drei Mathematiker nahezu
gleichzeitig und weitgehend unabhingig voneinander zu der Uberzeugung, daf
dieses Postulat nicht bewiesen werden kann, dafl es also von den andereren
Axiomen und Postulaten unabhdngig ist. Diese Mathematiker waren der Ungar
JANOS (JOHANN) BoOLYAI (1802 — 1860), der Deutsche CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777 — 1855) und der Russe NIKOLAI IWANOWITSCH LOBATSCHEWSKI (1792
— 1856). Hinsichtlich der eingangs des Abschnitts wiedergegebenen Warnungen
seines Vaters schrieb BOLYAT:
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...indem dadurch, weit entfernt davon abgeschreckt zu werden, mein
Interesse dafiir nur umso lebhafter wurde, und meine Begierde und
Energie, nach Méglichkeit um jeden Preis zu durchdringen, auf das
Heftigste wuchs.

Boryals Uberlegungen zur Parallelenproblematik und zur nichteuklidischen Geo-
metrie wurden 1832 als Anhang (,,Appendix®, sieche [6]) eines Buches seines
Vaters FARKAS BoLYAI verdffentlicht. Dieser, iiber die ungewdhnlichen Ansich-
ten seines Sohmnes verunsichert, schickte GAUSS diesen Anhang mit der Bitte
um seine Meinung. Dieser duflerte sich anerkennend iiber die Arbeit des jungen
BorLyal, teilte aber mit, dafl er die darin auftretenden Ideen schon vor Jahren
selbst entwickelt habe (was JANOS BOLYAI sehr verbitterte). Von GAUSS stammt
auch die Bezeichnung , nichteuklidische Geometrie®. Jedoch brachte GAUSS die-
se Ideen nicht zur Veroffentlichung — ein wichtiger Grund dafiir bestand in den
weitreichenden weltanschaulichen Konsequenzen seiner Erkenntnisse (derer sich
GAuss durchaus bewufit war). So schrieb er 1830 in einem Brief an BESSEL:

Wir missen in Demuth zugeben, dass, wenn die Zahl bloss unseres
Geistes Product ist, der Raum auch ausser unserem Geiste eine Rea-
litat hat, der wir a priori thre Gesetze nicht vollstindig vorschreiben
konnen. ...

Inzwischen werde ich wohl noch lange nicht dazu kommen, mei-
ne sehr ausgedehnten Untersuchungen dariber zur dffentlichen Be-
kanntmachung auszuarbeiten und vielleicht wird diess auch bei mei-
nen Lebzeiten nie geschehen, da ich das Geschrei der Bootier scheue,
wenn ich meine Ansicht ganz aussprechen wollte.

Die Veroffentlichung der Arbeiten von GAUSS zur nichteuklidischen Geometrie
erfolgte erst nach seinem Tode 1856.

Als dritter Mathematiker gelangte der Kasaner Professor NIKOLAI IWANO-
WITSCH LOBATSCHEWSKI zu der Erkenntnis, daffl das Parallelenaxiom unbe-
weisbar ist und eine andersartige Geometrie existiert. Die von ihm aufgestellte
Theorie war der von BOLYAI sehr dhnlich, ihre Arbeiten unterschieden sich je-
doch stark voneinander, wobei LOBATSCHEWSKI es vermochte, die neue Theo-
rie weiter zu entwickeln als dies BOLYAI gelang. LOBATSCHEWSKI trug erst-
mals 1826 an der Kasaner Universitét iiber seine Erkenntnisse vor, eine erste
Veroffentlichung erfolgte 1829, also drei Jahre vor BoLvaAls ,, Appendix“. Da-
mit war LOBATSCHEWSKI der erste Mathematiker, der zu der neuen Geometrie
publizierte, woraus sich erkldrt, dafl sie heute seinen Namen (und nicht den
von GAUSS oder BOLYAI) trigt. Eine erste deutsche Ausgabe seines Buches er-
schien 1840 unter dem Titel ,, Geometrische Untersuchungen zur Theorie der
Parallelelinien“ (siehe [25]). Allerdings fanden die Arbeiten von LOBATSCHEW-
SKI, wie auch die von BOLYAI, zu ihren Lebzeiten wenig Beachtung und wurden
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weithin ignoriert. Erst mit der Veroffentlichung des Nachlasses von GAUSS und
den Arbeiten von RIEMANN, der den Charakter der sphérischen Geometrie als
nichteuklidische Geometrie erkannte und diese sowie die Geometrie von Bo-
LYAI, GAUSS und LOBATSCHEWSKI in einen neuen, weiter gefaften Zusammen-
hang stellte (Theorie der Mannigfaltigkeiten, sieche Abschnitt 3.7.1) begann die
Mehrzahl der Mathematiker die Bedeutung der nichteuklidischen Geometrien
zu erkennen.

Boryai, GAUSS und LOBATSCHEWSKI waren insofern ihrer Zeit um einiges vor-
aus, allerdings sollte es nicht nur dem puren Zufall zugeschrieben werden, dafl
drei Mathematiker nahezu gleichzeitig und weitgehend unabhéngig voneinander
zu einer Erkenntnis gelangten, die ein seit mehr als zweitausend Jahren offenes
Problem I6ste. Die unzéihligen erfolglosen Beweisversuche fiir das Parallelenaxi-
om (und dabei nicht zuletzt die sehr umfangreichen und systematisch gefiihrten
Uberlegungen LEGENDREs) hatten ein derart groBes Potential an Wissen iiber
die Parallelenproblematik hervorgebracht, daf eine Losung des Problems gewis-
sermaflen ,,auf der Tagesordnung* stand. Dafl es dabei Wissenschaftler gibt, die
ihren Zeitgenossen vorauseilen, ist in derartigen Situationen nichts ungewohnli-
ches. Es weist aber auch darauf hin, dafl die drei genannten Mathematiker frither
als andere bereit und in der Lage waren, Denk- und Vorstellungsbarrieren zu
iiberwinden und (was allerdings nur fiir BOLYAI und LOBATSCHEWSKI zutrifft)
den Mut besaflen, fiir Erkenntnisse einzutreten, die mit dem dominierenden
Weltbild nicht in Einklang zu bringen waren.

Zwischen den drei Mathematikern bestanden durchaus Querverbindungen. So waren der Vater
von J. BoLYAI und GAUSS Jugendfreunde und standen lange Zeit in gelegentlichem Briefwech-
sel. Auch zwischen GAUSS und LOBATSCHEWSKI ist eine Verbindung nachweisbar: Lobatschew-
ski war Student bei dem 1808 nach Kasan berufenen Mathematikprofesser BARTELS. Dieser
hatte bis 1806 enge Kontakte zu GAUSS und korrespondierte mit diesem auch noch in seiner
Kasaner Zeit (wobei sich dieser Briefwechsel fast ausschlieBlich auf private Inhalte beschrénk-
te). Die These, dafl BoLyal, GAuss und LOBATSCHEWSKI weitgehend unabhiingig voneinander
zur nichteuklidischen Geometrie gelangten, kann trotz dieser Kontakte aufrechterhalten wer-
den. Aus der Herangehensweise und dem Aufbau ihrer Arbeiten kann geschlufifolgert werden,
dafl die grundlegenden Erkenntnisse in jedem der drei unabhingig von den beiden anderen
reiften. Dafl die Beziehungen zwischen den drei Mathematikern diese inspirierten, sich mit
der Thematik iiberhaupt zu beschéftigen, kann sicherlich nicht ausgeschlossen werden. Zu den
grundlegenden Erkenntnissen gelangte jedoch jeder von ihnen unabhingig von den beiden

anderen.
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3.2.2 Das Parallelenaxiom von Lobatschewski und erste
Folgerungen

Wie bereits erwidhnt, begann LOBATSCHEWSKI seine Untersuchungen mit dem
Ziel, das Parallelenaxiom zu beweisen. Er verneinte (negierte) das euklidische
Parallenaxiom und zog daraus eine Reihe von Folgerungen mit dem Ziel, zu ei-
nem Widerspruch zu gelangen. Letzteres trat nicht ein, statt dessen entwickelte
er die Grundziige einer neuen Geometrie. Diese Geometrie ist also die Menge
der Aussagen, die sich aus den Axiomen der absoluten Geometrie und der Ver-
neinung des euklidischen Parallelenaxioms ableiten lassen. Diese Verneinung des
Axioms V wird auch als Lobatschewskisches Parallelenaxiom bezeichnet.

V’. Lobatschewskisches Parallelenaxiom:

Es existiert eine Gerade g und ein nicht auf g liegender Punkt P, durch
den mindestens zwei Geraden verlaufen, die g nicht schneiden.

Man beachte, daf3 die Negation des Axioms V nicht beinhaltet, dal es durch jeden Punkt zu
jeder Geraden mindestens zwei Parallelen gibt. Die Negation einer Allaussage (wie des eukli-
dischen Parallelenaxioms) bedeutet stets die Ezistenz von Objekten, die der Allaussage nicht
geniigen. Allerdings 148t sich leicht nachweisen, dafl bei Zugrundelegung der Axiomengruppen

I, II, 111, IV und V’ die oben gemachte Allaussage gelten mu$:

Satz L1: Falls die Axziome der absoluten Geometrie und V’ gelten, so existieren
zu jeder Geraden g und zu jedem nicht auf g liegenden Punkt P mindestens zwei
Geraden, die durch P verlaufen und g nicht schneiden.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt. Wiirden eine Gerade g und ein Punkt
P existieren, durch den nur eine Gerade verlduft, die g nicht schneiden, so ent-
spréche dies der Aussage 2 in Satz 10 (Abschnitt 3.1.2). Nach diesem Satz (der
ein Satz der absoluten Geometrie ist) folgt daraus die Giiltigkeit des euklidischen
Parallelenaxioms, also ein Widerspruch zu V’. O

Anmerkungen:

1. Die in Satz L1 gemachte Voraussetzung , Falls die Axiome der absolu-
ten Geometrie und V’ gelten ...* koénnte ersetzt werden durch ,In der
Lobatschewski-Geometrie gilt folgende Aussage . .. . Bei kiinftigen Sétzen
werden wir diese Voraussetzung nicht mehr erwéhnen (ebenso wie wir bei
den Sétzen des 2. Kapitels nicht geschrieben haben ,,In der euklidischen
Geometrie gilt ...“ oder ,Falls die Axiome der euklidischen Geometrie
gelten, so ...“). Um dennoch zu kennzeichnen, daf es sich um Sétze der
Lobatschewski-Geometrie handelt, numerieren wir die betreffenden Séitze
mit L1, L2, ....
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2. Wir verwenden fiir den Sachverhalt, dafl zwei Geraden g und h keinen
gemeinsamen Punkt haben, ab sofort nicht mehr die Formulierung ,,g und
h sind parallel“, obwohl dies der Definition IV.18 entspriche. Der Grund
hierfiir liegt darin, dafl wir fiir die Lobatschewski-Geometrie den Begriff
der Parallelitit anders (eingeschréinkt) definieren werden (siehe Abschnitt
3.2.3).

Satz L2: Zu jeder Geraden g und zu jedem nicht auf g liegenden Punkt P
ezistieren unendlich viele Geraden, die durch P verlaufen und g nicht schneiden.

Beweis: Es seien hy und hg zwei (verschiedene) Geraden, die durch P verlaufen
und ¢ nicht schneiden, A ein beliebiger Punkt auf g sowie B; und Bs Punkte auf
h1 bzw. ho, die von P verschieden sind und in einer Halbebene beziiglich der Ge-
raden AP liegen (siehe Abb.[3T3). Fiir jeden Punkt X der offenen Strecke By B
wird eine Gerade x = PX festgelegt. Da B; By unendlich viele Punkte enthélt,
existieren unendlich viele derartige Geraden, die alle voneinander verschieden
sind.

Wiren zwei dieser Geraden identisch (PX = PY'), so wiirde die Gerade PX zwei verschiedene
Punkte der Strecke B1Bs und damit die gesamte Strecke, also auch die Punkte By und B2
enthalten. Die Punkte P, B; und B2 wiren damit kollinear und die Geraden h; und ho

identisch, was der Voraussetzung widerspricht.

B2 h2
P
X
T
A B, hy Abbildung 3.13:
g

Wir behaupten, dafl keine der so bestimmten Geraden x die Gerade g schneidet.
Dazu moge die Halbgerade hj := OB; in der anderen Halbebene beziiglich h4
als g liegen (also wie in Abb. der andere Fall 148t sich durch Umbenennung
auf diesen Fall zuriickfithren). Wir beweisen zunéchst, dafl in der Halbebene
APB;r kein Schnittpunkt von g und einer beliebigen Geraden z = PX existiert
(also 1 := PX™ keinen Punkt mit g gemeinsam hat). Da der Punkt X in der-
selben Halbebene beziiglich h; liegt wie By (und damit nicht in einer Halbebene
mit g), miifite, wenn z und g in APBT einen gemeinsamen Punkt hétten, ein
Schnittpunkt von z mit h; in der Halbebene APB; existieren (Axiom IIL.2).
Dies ist jedoch nicht moglich, da P der einzige gemeinsame Punkt von h; und
x ist (sonst wiren hy und z identisch. Wir vermerken, daf§ wir damit bewiesen
haben, daf} alle Punkte von =T in derselben Halbebene beziiglich h; liegen wie
hi. Es bleibt zu zeigen, da8 auch die Halbgerade = := PX~ die Gerade g
nicht schneidet. Da z* vollstéindig mit A3 in einer Halbebene beziiglich h; liegt
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und sich auf gleiche Weise zeigen 148t, daf 2+ und h{ := PB; in einer Halb-
ebene beziiglich hy liegen, gehort = derselben Halbebene beziiglich hy wie Ay
an. Weiterhin liegt (ebenfalls nach Axiom II1.2) h] vollstidndig in der anderen
Halbebene beziiglich hy als g. Somit liegen auch g und =~ in verschiedenen Halb-
ebenen beziiglich hs und kénnen demnach keinen gemeinsamen Punkt besitzen.
O

Satz L3 (Kongruenzsatz ,,www*): Stimmen zwei Dreiecke in allen drei
Winkelmaflen tiberein, so sind sie kongruent.

Satz L4 (Innenwinkelsatz der Lobatschewski-Geometrie): Die Innen-
winkelsumme eines jeden Dreiecks ist kleiner als zwei Rechte.

Der Satz L3 ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 9 bzw. aus der Aquivalenz
der Aussagen 1. und 11. in Satz 10. (Wenn zwei Aussagen dquivalent sind, so
gilt dies auch fiir die Negationen dieser beiden Aussagen.) Der Satz 14 folgt aus
Satz 4 (Innenwinkelsatz der absoluten Geometrie) und der Aquivalenz von 1.
und 6. in Satz 10.

Es konnten auf Grundlage von Satz 10 auch weitere Sétze der Lobatschewski-Geometrie for-
muliert werden (z. B. iiber Abstandslinien und Saccherische oder Lambertsche Vierecke). Wir
beschréanken uns hier auf die Sidtze L3 und L4 und greifen im Bedarfsfall direkt auf Satz 10

oder die anderen Sdtze in Abschnitt 3.1 zuriick.

Satz L5 (Auflenwinkelsatz der Lobatschewski-Geometrie): Jeder Au-
Benwinkel eines beliebigen Dreiecks ist grofier als die Summe der beiden nicht-
anliegenden Innenwinkel.

Aufgabe 6: Beweisen Sie den Satz L5!

Es sei an dieser Stelle darauf verwiesen, dafl die Sétze L1 — L5 Aussagen sind, die dann eine
Bedeutung haben, wenn eine nichteuklidische Geometrie, in der die Axiomengruppen I — IV
und V’ zutreffen, iiberhaupt existiert. Uber die Existenz einer solchen Geometrie (die gleichbe-
deutend mit der Nichtableitbarkeit von Axiom V aus den Axiomen der absoluten Geometrie
ist), konnen wir jedoch auf Grundlage unserer bisherigen Untersuchungen keine endgiiltige
Aussage treffen. Dies wird erst in Abschnitt 3.3 méglich sein, wo ein Modell der Lobatschewski-
Geometrie behandelt wird. Die hier gew#hlte Reihenfolge der Untersuchungen entspricht der
historischen Entwicklung der Lobatschewski-Geometrie, deren Widerspruchsfreiheit erst nach-

gewiesen wurde, nachdem ihre Eigenschaften schon sehr weitgehend untersucht waren.
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3.2.3 Parallele und divergierende Geraden

Wir haben in der ebenen euklidischen Geometrie die Parallelitidt von Geraden als
Nichtvorhandensein eines Schnittpunktes definiert (in der Geometrie des Raum-
es wird zusétzlich gefordert, dafl parallele Geraden in einer Ebene liegen). Diese
Definition erweist sich fiir die Lobatschewski-Geometrie als weniger zweckmafig,
da nach Satz L3 sofort zu jeder Geraden durch jeden Punkt unendlich viele Par-
allelen existieren wiirden, die zudem bei weitem nicht so ,,starke* Eigenschaften
besitzen wie die Parallelen in der euklidischen Geometrie (beispielsweise kann
man sich leicht veranschaulichen, dafl die Transitivitdt der Parallelitdt nicht
gilt). Insofern ist eine eingeschriinkte Definition des Begriffs der Parallelitéit und
die Unterteilung der Geraden, die eine vorgegebene Gerade nicht schneiden, in
zwei Klassen sinnvoll.

Als anschauliche Herangehensweise an die Definition der Parallelitit kann die Vorstellung
dienen, daf sich zwei parallele Geraden im Unendlichen treffen (eine Vorstellung, die in der
projektiven Geometrie sogar exakt umgesetzt wird). Wir werden dementsprechend als Paral-
lelen jene Geraden auszeichnen, die eine Gerade g nicht schneiden, ihr aber von allen g nicht

schneidenden Geraden ,,am n#chsten kommen*.

Um die Parallelitit von Geraden in der Lobatschewski-Geometrie zu definie-
ren, fithren wir zunéchst den Begriff des Parallelwinkels ein. Es sei dazu a eine
Gerade, P ein nicht auf a liegender Punkt, A der Fulpunkt des Lotes von P
auf a sowie a; und ao die beiden Halbgeraden von a beziiglich A. Ferner seien
Ay und Ay Punkte auf a; bzw. az mit |[AA;| = |AAs| (siehe Abb. BI4]). Nach
dem Kongruenzsatz sws sind die Dreiecke PAA; und PAAs und somit auch die
Winkel Z(APA;) und Z(APAs3) kongruent.

P P
B> .
b
by
d+
. a .
a
Ay A A, A

Abbildung 3.14: Abbildung 3.15:

Def. L1: Als Grenzwinkel oder Parallelwinkel im Punkt P in Bezug auf
die Gerade a bezeichnen wir den Winkel ¢ mit

¢ = |Azil11|11>oo L(APA,) = |A,£I|Iloo Z(APA,) ,
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wobei A € a und PA L a gilt sowie A1 und As Punkte der Geraden a sind, die
auf verschiedenen Halbgeraden von a beziiglich des Punktes A liegen.

Folgerung L1: Fir jede Gerade a und jeden nicht auf a liegenden Punkt P ist
der Parallelwinkel in P in Bezug auf a stets kleiner oder gleich einem rechten
Winkel.

Aufgabe 7: Beweisen Sie die Folgerung L1!

Folgerung L2: Die beiden Halbgeraden b und by mit dem Anfangspunkt P,
fiir die Z(PAT,b) = Z(PAY,b3) = ¢ gilt (wobei ¢ Grenzwinkel in P in Bezug
auf a und A FufSpunkt des Lotes von P auf a ist) haben mit der Geraden a keinen
Punkt gemeinsam. Gleiches gilt fiir jede Halbgerade ¢t mit dem Anfangspunkt
P und Z(PAY,ct) > ¢. Ist dagegen d* eine Halbgerade mit /(PAY,d") < ¢,
so schneidet d* die Gerade a (siche Abb. [Z15).

Beweis: Hitte eine der beiden Halbgeraden b und b3 einen Schnittpunkt
@ mit der Geraden a, so wiirde ein Punkt Q' € a mit |AQ'| > |AQ| und
m(L(APQ")) = m(L(APQ)) + € = ¢ + € existieren wobei € positiv ist (siehe
Abb. BI6). Weiterhin géibe es unendlich viele Punkte X der Geraden a mit
|[AX]| > |AQ'| und demnach m(Z(APX)) > m(Z(APQ")) = ¢ + ¢, was jedoch
der Definition von ¢ widerspricht. Nach diesem Beweis folgt erst recht, daf} eine
Halbgerade ¢t mit /(PA™,¢T) > ¢ mit a keinen gemeinsamen Punkt haben
kann. Unmittelbar aus der Definition des Grenzwerts ergibt sich schlieflich, dafl
jede Halbgerade d™ mit Z(PA™,d") < ¢ die Gerade a schneiden mu$. O

Bemerkungen:

1. Aus den Folgerungen L1 und L2 geht hervor, dal die Geraden b1 und bo,
denen die in Folg. L2 beschriebenen Halbgeraden b und b angehoren,
die Gerade a nicht schneiden. Die jeweils anderen Halbgeraden auf diesen

Geraden schliefen mit dem Lot PA einen Winkel ein, der wegen ¢ < 7

mindestens so grof} ist wie ¢.

2. Nach Folgerung L2 hétte der Grenzwinkel in P in Bezug auf a auch als
Minimum aller Winkel zwischen Geraden, die durch den Punkt P verlaufen
und a nicht schneiden, und dem Lot PA von P auf a definiert werden
kénnen:

¢ =min{£L(PA,g)|P€g,ang=10} .

Def. L2: Die Geraden by und by, die mit dem Lot PA von einem Punkt P auf
eine Gerade a den Grenzwinkel ¢ (in P in Bezug auf a) einschliefien, heiflen
Grenzgeraden in der Gesamtheit aller Geraden, die durch P verlau-
fen und ¢ nicht schneiden. Die Gerade by, deren Halbgerade b{“ mit PAt
auf der rechten Seite von PA den Grenzwinkel ¢ einschlieffit, wird als rechte
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N b
by by
“ B

A Q Q' A
Abbildung 3.16: Abbildung 3.17:

Grenzgerade, die andere Grenzgerade by als linke Grenzgerade bezeichnet
(Abb. [517).

In Hinblick auf ihre mathematische Exaktheit sind die Formulierungen linke und rechte Grenz-
gerade etwas problematisch. Exakt liefle sich dieser Sachverhalt fassen, indem beschrieben
wiirde, in welcher Halbebene beziiglich PA sich die Halbgerade bf’ befindet, die mit PAT den
Grenzwinkel ¢ einschliet und eine der Halbebenen beziiglich PA als linke, die andere als rech-
te Halbebene ausgezeichnet wiirden. Wir verzichten darauf, in jedem Falle diese (vor allem
schreibintensiven) Betrachtungen vorzunehmen und verwenden die Begriffe links und rechts
im vorstellungsgeméfien Sinne (mitunter werden sich auch die Charakterisierungen oben und
unten als sinnvoller erweisen, wobei sich auch diese auf die Zugehorigkeit zu einer der beiden
Halbebenen beziiglich PA beziehen.

Fiir die Definition der Parallelitit von Geraden werden wir die Eigenschaft,
Grenzgerade zu einer Geraden zu sein, nutzen. Allerdings bezieht sich diese
Eigenschaft nur auf einen einzigen Punkt. Wir konnten also die Parallelitiat zu
einer Geraden lediglich bezogen auf einzelne Punkte aulerhalb dieser Geraden
definieren (eine Gerade b ist zu einer Geraden a in einem Punkt P parallel .. .).
Um dies zu vermeiden, beweisen wir zunéchst den folgenden Satz.

Satz L6: Sind a und b beliebige Geraden, P und @Q Punkte von b und ist b rechte
(linke) Grenzgerade in der Gesamtheit aller Geraden, die durch P verlaufen und
a nicht schneiden, so ist b auch rechte (linke) Grenzgerade in der Gesamtheit
aller Geraden, die durch @ verlaufen und a nicht schneiden.

Beweis: Wir fithren den Beweis dafiir, dafl b rechte Grenzgerade ist und be-
trachten dabei zunéchst den Fall, dafl @ auf b rechts von P liegt. Es sei dazu A
der Fufipunkt des Lotes von P auf a und &'" eine beliebige Halbgerade mit dem
Anfangspunkt @, die mit a in einer Halbebene beziiglich b liegt (Abb. BIR).
Es ist zu zeigen, dafl b'* die Gerade a schneidet. Dazu sei B ein beliebiger
Punkt auf & *. Die Halbgerade PB™ verlduft im Innern des Winkels /(QPA),
schliet also mit PA™ einen Winkel ein, der kleiner ist als der Grenzwinkel. So-
mit miissen PBT und a einen gemeinsamen Punkt R besitzen. Nach dem Satz
von Pasch (Satz III.1 in Abschnitt 2.4.1), angewendet auf das Dreieck PAR,
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schneidet die Gerade b’ eine der offenen Strecken (PA) und (AR). Ein Schnitt-
punkt mit (PA) kann wegen der Lage in unterschiedlichen Halbebenen beziiglich
b ausgeschlossen werden, so dafl ein gemeinsamer Punkt von b und (AR), also
ein Schnittpunkt von ¥’ mit a, existieren mufl. (Ein Schnittpunkt von &~ mit
a kommt wegen der Lage in unterschiedlichen Halbebenen beziiglich b nicht in
Frage.)

Abbildung 3.18:

A a R
Wir kommen nun zu dem Fall, da @ auf b links von P liegt. Falls b nicht rechte
Grenzgerade in der Gesamtheit aller Geraden wére, die durch @ verlaufen und
a nicht schneiden, so miifite eine Halbgerade bt existieren, die im Innern des
Winkels Z(PQA’) verlduft und a nicht schneidet (A’ sei dabei der Fufpunkt
des Lotes von @ auf a, siche Abb. BI9). Wir weisen nach, daf jede derartige
Halbgerade einen gemeinsamen Punkt mit a besitzt und betrachten dazu einen
Punkt F' auf der Halbgerade '~ sowie die Verbindungsgerade PF. Mit einer
vollig analogen Begriindung wie im ersten Fall ergibt sich, dafl ein Schnittpunkt

von PF und a existiert und schliefilich (Satz von Pasch) auch die Halbgerade
b+ die Gerade a schneidet. O

Abbildung 3.19:

Def. L3: Fine Gerade b heifit zu einer Geraden a parallel, falls die Gerade
b fir einen ihrer Punkte P Grenzgerade in der Gesamtheit der Geraden ist,
die durch P verlaufen und a nicht schneiden. Ist b linke (rechte) Grenzgerade,
so heifft b zu a auch linksseitig (rechtsseitig) parallel. Zwei Geraden hei-
Ben divergierend, falls sie keinen gemeinsamen Punkt besitzen und keine der
beiden Geraden zu der anderen parallel ist.

Nach dieser Definition gibt es zu jeder Geraden durch jeden Punkt genau zwei parallele Ge-

raden.
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Folgerung L3: Ist eine Gerade a zu einer Geraden b parallel und sind By und
By Punkte auf B, so ist der Parallelwinkel in By in Bezug auf a verschieden
vom Parallelwinkel in By in Bezug auf a.

Aufgabe 8: Beweisen Sie die Folgerung L3!

Satz L7 (Symmetrie): Sind a und b Geraden und ist a zu b parallel, so ist
auch b zu a parallel (und zwar auf derselben Seite, auf der a zu b parallel ist.)

Wegen Satz L7 kénnen wir ab sofort davon sprechen, dal zwei Geraden zueinander parallel
(oder einfach parallel) sind. Die Angabe, welche der Geraden zu welcher parallel ist, wird
durch die Symmetrie der Parallelitit tiberfliissig. Wir verwenden fiir die Parallelitdt daher

auch wieder die Bezeichnung a || b.

Satz L8 (Transitivitit): Gilt a||b und b|| ¢ und sind a und ¢ zu b auf derselben
Seite parallel, so sind auch a und ¢ zueinander parallel (und zwar auf der Seite
der Parallelitit von a und b sowie ¢ und b).

Wir verzichten auf die Darstellung der (duBlerst aufwendigen) Beweise fiir die Sitze L7 und

L8. Diese Beweise kénnen u. a. in [I0], S. 85 — 90, nachgelesen werden.

Es ist zu beachten, dafl die Transitivitéit nur fiir die links- und die rechtsseitige
Parallelitdt, im Gegensatz zur Symmetrie jedoch nicht fiir die Parallelitdt an
sich gilt. Fiir die beiden Parallelen b; und by zu einer Geraden a in einem Punkt
P (siche Abb. auf Seite [[71)) gilt by || @ und a || b2, aber natiirlich nicht
b1 || b. Die Transitivitét gilt daher tatséichlich nur fiir die Parallelitéit nach ein
und derselben Seite.
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3.3 Das Poincaré-Modell

3.3.1 Widerspruchsfreiheit und Modelle der
Lobatschewski-Geometrie

In den beiden vorangegangenen Abschnitten wurde bereits mehrfach das Pro-
blem der Widerspruchsfreiheit der Lobatschewski-Geometrie (d. h. der Wider-
spruchsfreiheit des aus den Axiomengruppen I — IV sowie V’ bestehenden Axio-
mensystems) angesprochen. Von dieser Widerspruchsfreiheit hiingt ab, ob eine
solche Geometrie iiberhaupt existieren kann oder ob alle aus diesen Axiomen
abgeleiteten Aussagen (beispielweise die Sdtze und Folgerungen der Abschnitte
3.2.2 und 3.2.3) Aussagen ,iiber die leere Menge“ sind, also nirgends zutref-
fen. Durch GAuss, BOLYAI und LOBATSCHEWSKI wurde die nichteuklidische
Geometrie schon sehr weit entwickelt, bevor ein Beweis ihrer Widerspruchsfrei-
heit in exakter Form erfolgte (erstmals 1868 durch BELTRAMI, also 39 Jahre
nach Lobatschewskis erster Veroffentlichung). Dabei begriindete schon LOBAT-
SCHEWSKI selbst die Widerspruchsfreiheit seiner Theorie, indem er sie analytisch
deutete. Als heutigen Anspriichen mathematischer Strenge standhaltender Be-
weis konnen Lobatschewskis diesbeziigliche Ausfithrungen jedoch nicht angese-
hen werden.

Um die Widerspruchsfreiheit einer Theorie zu beweisen, bedarf es eines Modells,
mittels dessen die Grundbegriffe dieser Theorie als Objekte einer bereits bekann-
ten Theorie interpretiert werden (siehe auch Abschnitt 2.2.2). Um die Wider-
spruchsfreiheit der ,,neuen“ Theorie nachzuweisen, mufl gezeigt werden, daf} ihre
Axiome in einer bekannten Theorie Giiltigkeit besitzen. Allen bekannten Mo-
dellen der Lobatschewski-Geometrie liegt als bekannte Theorie die euklidische
Geometrie der Ebene oder des Raumes (bzw. die allgemeinere projektive Geome-
trie) zugrunde. Bei diesen Modellen werden dementsprechend die Grundbegriffe
der Lobatschewski-Geometrie durch geeignete Objekte der euklidischen Geome-
trie modelliert. So kann die im ersten Kapitel behandelte sphérische Geometrie
als Modell des in Abschnitt 2.7.5 enthaltenen Axiomensystems der elliptischen
Geometrie aufgefaflit werden. Als ,,bekannte“ Theorie liegt diesem Modell die
Geometrie des euklidischen Raumes zugrunde.

Durch die Modellierung der Lobatschewski-Geometrie innerhalb der euklidi-
schen Geometrie wird ihre Widerspruchsfreiheit auf die Widerspruchsfreiheit
der euklidischen Geometrie zuriickgefiihrt. Es erfolgt also ein Beweis der relati-
ven Widerspruchsfreiheit der Lobatschewski-Geometrie. Wiirde die euklidische
Geometrie bereits Widerspriiche enthalten, so liele sich mit ihrer Hilfe die Wi-
derspruchsfreiheit eines beliebigen Axiomensystems folgern. Durch ein geeigne-
tes Modell (z. B. innerhalb des R?, bzw. R?, siehe Modell 4 in Abschnitt 2.2.2)
148t sich die Widerspruchsfreiheit der euklidischen Geometrie auf die Wider-
spruchsfreiheit der Theorie der reellen Zahlen zuriickfithren. Auch hier handelt
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es sich um den Nachweis einer relativen Widerspruchsfreiheit (falls die Theorie
der reellen Zahlen widerspruchsfrei ist, so auch die euklidische Geometrie). Eine
absolute Widerspruchsfreiheit kann nicht bewiesen werden. Jedoch kann auf der
Grundlage jahrtausendelanger Erfahrung davon ausgegangen werden, dafl die
euklidische Geometrie keine Widerspriiche enthilt.

Das erste Modell der Lobatschewski-Geometrie wurde 1868 von dem italieni-
schen Mathematiker EUGENIO BELTRAMI (1835 — 1900) vorgestellt. In diesem
Modell werden die Grundbegriffe der Lobatschewski-Geometrie durch Objekte
auf einer speziellen Fliche des euklidischen Raumes, der Pseudosphdre model-
liert (siche Abschnitt 3.6.1). Ein anderes Modell stammt von ARTHUR CAYLEY
(1821 — 1895) und FELIX KLEIN (1849 — 1925) (siche Abschnitt 3.3.6). Bei die-
sem Modell wird die Lobatschewski-Geometrie innerhalb eines Kreises der eu-
klidischen Ebene aufgebaut, wobei Elemente der projektiven Geometrie genutzt
werden. Wir befassen uns zunéchst ausfithrlich mit dem Modell von HENRI
POINCARE, das auf recht elementarer Grundlage behandelt werden kann.

Der Franzose HENRI POINCARE (1854 — 1912) gilt als vielseitigster Mathematiker seiner Zeit.
Er arbeitete sehr erfolgreich auf nahezu allen Gebieten der reinen und der angewandten Ma-
thematik. Viele seiner Arbeiten waren durch physikalische Probleme motiviert, er hielt auch
Physikvorlesungen und beschiftigte sich unter anderem mit Problemen der Himmelsmechanik.
Moderne Theorien der Relativitidtstheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und Topologie sind we-
sentlich durch das Werk von POINCARE beeinflult worden. Dariiberhinaus bemiihte er sich, ein
breites Interesse an den Problemen der modernen Mathematik zu wecken, von ihm stammt
eine Reihe populirwissenschaftlicher Versffentlichungen. POINCARE kann auch insofern als
Ausnahmeerscheinung unter den Mathematikern der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts an-
gesehen werden, als er sich intensiv mit philosophisch-weltanschaulichen Konsequenzen neuer

mathematischer und physikalischer Erkenntnisse auseinandersetzte.

Mit der Reihenfolge unserer Betrachtungen weichen wir in diesem Abschnitt
vom historischen Werdegang ab. Die Sétze der Lobatschewski-Geometrie, wel-
che Gegenstand des Abschnitts 3.4 sind, waren bekannt, lange bevor die ersten
Modelle entwickelt wurden. IThre Behandlung verlangt jedoch ein hohes Mafl an
Abstraktion. Sicherlich waren fiir viele Leserinnen und Leser schon die Betrach-
tungen in Abschnitt 3.2.3 aus Griinden ihrer Unanschaulichkeit etwas schwierig
nachzuvollziehen. Mit der Behandlung eines Modells wird — neben dem Nach-
weis der Widerspruchsfreiheit — das Ziel verfolgt, zu einer Veranschaulichung
der Eigenschaften der Lobatschewski-Geometrie beizutragen.
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3.3.2 Punkte und Geraden im Poincaré-Modell

Um die Widerspruchsfreiheit der Lobatschewski-Geometrie nachzuweisen, wer-
den wir die Grundbegriffe Punkt, Gerade und Abstand als Objekte der ebenen
euklidischen Geometrie definieren und fiir die so modellierten Grundbegriffe die
Giiltigkeit der Axiomengruppen I — IV und V’ nachweisen.

Bezeichnungsweisen: Wir kennzeichnen die Definitionen und Sétze dieses Ab-
schnitts mit Def. P1, Satz P2 usw., um zu verdeutlichen, daf} sich diese nur auf
das Poincaré-Modell beziehen, also nicht allgemeingiiltig fiir die Lobatschewski-
Geometrie sind. Die im Modell definierten Grundbegriffe der Lobatschewski-
Geometrie bezeichnen wir als nichteuklidische Punkte (N-Punkte), N-
Geraden, ....

Def. P1: Es sei eine beliebige euklidische FEbene € und in dieser Ebene eine
Gerade u gegeben.

a) Als nichteuklidische Ebene (N-Ebene) H bezeichnen wir eine der bei-
den offenen Halbebenen von e beziiglich wu.

b) Nichteuklidische Punkte (N-Punkte) nennen wir alle euklidischen
Punkte der unter a) ausgezeichneten offenen Halbebene.

¢) Nichteuklidische Geraden (N-Geraden) sind alle vollstindig in H
liegenden offenen Halbkreise, deren Mittelpunkte der (euklidischen) Gera-
den u angehdren, und alle in H liegenden offenen Halbgeraden, deren An-
fangspunkte u angehdren. Die N-Geraden, welche als euklidische Halbkrei-
se aufgefafst werden, nennen wir auch N-Geraden vom Typ 1, die als
euklidische Halbgeraden aufgefafiten N-Geraden N-Geraden vom Typ
2 (siehe Abb. B.20)).

Bemerkungen:

1. Die Gerade u wird auch als Randgerade der nichteuklidischen Ebene H
bezeichnet. Sie gehort ihr jedoch selbst nicht an, ist also in diesem Mo-
dell kein Objekt der nichteuklidischen (Lobatschewski-Geometrie). Glei-
ches gilt fiir die Mittelpunkte der unter c) beschriebenen Halbkreise und
ebenso fiir die Anfangspunkte der Halbgeraden. Sie werden aus ,eukli-
discher Sicht“ benétigt, um die nichteuklidischen Geraden zu definieren,
sind aber aus ,nichteuklidischer Sicht* nicht vorhanden (wie wir spéter
sehen werden, kénnen sie als unendlich ferne Punkte aufgefait werden).
Es handelt sich bei den auf u liegenden Punkten nicht um innere Punkte
der zu modellierenden nichteuklidischen Geometrie.

2. Die Schnittpunkte der zur Definition der N-Geraden verwendeten Kreise
und die Anfangspunkte der Halbgeraden werden wir als uneigentliche
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Abbildung 3.20: Abbildung 3.21:

Punkte bezeichnen, da wir sie zur Beschreibung der N-Geraden des 6fte-
ren bendtigen, sie aber im nichteuklidischen Sinne keine Punkte sind.

3. Auch die Unterteilung der N-Geraden in die Typen 1 und 2 erfolgt ledig-
lich aus duBerer (euklidischer) Sicht. Aus der Sicht der nichteuklidischen
Geometrie sind beide Typen von Geraden vollig gleichwertig und nicht
unterscheidbar (was sich darin #uflert, dafi ihre Eigenschaften identisch
sind, sie also denselben Axiomen geniigen). Bei der Behandlung nichteu-
klidischer Abstédnde im Poincaré-Modell wird sich herausstellen, dafl beide
Typen von Geraden nach beiden Seiten unendlich sind, was bei duflerer
Messung (also mittels euklidischer Abstéinde) natiirlich nicht zutrifft.

Nachweis der Giiltigkeit der Inzidenzaxiome im Poincaré-Modell:

Die Giiltigkeit der Inzidenzaxiome I/1, I/3 und I/4 fiir die in Def. P1 definierten
N-Punkte und N-Geraden ist unmittelbar einzusehen.

Zu 1/2: Falls zwei N-Punkte A und B nicht auf einer euklidischen Geraden
liegen, die zu u senkrecht ist, betrachten wir den Schnittpunkt M der Mittel-
senkrechten der (euklidischen) Strecke AB mit der Randgeraden u. Das Dreieck
MAB ist gleichschenklig, es gilt also |[MA| = |MB|. Die Punkte A und B liegen
somit auf einem Kreis um M, gehoren also einer N-Geraden vom Typ 1 an (siche
Abb. B27). Falls zwei Punkte auf einer zu u senkrechten Geraden liegen, so folgt
nach Def. P1 unmittelbar, daf} sie einer N-Geraden vom Typ 2 angeho6ren. Die
Existenz einer N-Geraden durch zwei beliebige N-Punkte ist somit gesichert.
Falls nun zwei Punkte A und B auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt M liegen,
so ist das Dreieck MAB gleichschenklig und die Mittelsenkrechte der Seite AB
verlduft daher durch den Punkt M. Steht die (euklidische) Gerade AB senkrecht
auf u, so hat diese Mittelsenkrechte keinen Schnittpunkt mit u. Es existiert also
keine N-Gerade vom Typ 1, die A und B enthélt, und wegen der Giiltigkeit des
Axioms I/2 in der euklidischen Geometrie genau eine N-Gerade vom Typ 2,
welche diese Bedingung erfiillt. Steht AB nicht senkrecht auf u, so gehtren A
und B keiner N-Geraden vom Typ 2 an, und es existiert genau ein Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten von AB mit u und daher nur eine N-Gerade vom Typ 1,
der A und B angehoren. Somit ist auch die Findeutigkeit der Zuordnung einer
N—-Geraden zu zwei N-Punkten gegeben. O
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3.3.3 Abstinde von Punkten im Poincaré-Modell

Es mag zunéchst naheliegend erscheinen, den Abstand zweier Punkte im Poincaré-Modell ,,eu-
klidisch“, d. h., den Abstand zweier Punkte, die auf einer N-Geraden vom Typ 2 liegen, als
,normale“ Streckenlinge und den Abstand zweier Punkte auf einer N-Geraden vom Typ 1 als
Linge des entsprechenden Kreisbogens zu definieren. Bei Betrachtung des Axioms III/1 fillt
jedoch sofort auf, dal eine solche Definition nicht in Frage kommt: N-Geraden vom Typ 1 ha-
ben bei einer solchen Abstandsdefinition eine endliche Lénge, solche des Typs 2 sind nur nach
einer Seite hin unbegrenzt. Bei Wahl einer hinreichend groflen Zahl a existiert auf einer vor-
gegebenen Halbgeraden einer N-Geraden im allgemeinen kein Punkt, der vom Anfangspunkt
dieser N-Halbgeraden den Abstand a hat. (Eine Ausnahme bilden ,,obere“ Halbgeraden von
N-Geraden des Typs 2.)

Um fiir das Poincaré-Modell einen geeigneten Abstand einfithren zu kénnen, der
allen Axiomen geniigt, benotigen wir den Begriff des Doppelverhéltnisses von
Punkten einer Geraden und einige Eigenschaften dieses Doppelverhéltnisses.

Das Doppelverhéltnis hat vor allem in der projektiven Geometrie eine wichtige Bedeutung
und ist kein fiir Modelle der Lobatschewski-Geometrie spezifischer Begriff, weshalb auf die

Numerierung der folgenden Definition verzichtet wird.

Definition: Fs seien A, B, U und V vier Punkte einer Geraden g, und es sei
auf g eine Richtung ausgezeichnet. Als Doppelverhiltnis der Punkte A, B,
U und V' bezeichnen wir den Quotienten

_ |AUJIBV| _ |AU| |AV]

~ |BU||AV| |BU| " |BV|’

wobei |AU|, |BU|, |AV| und |BV| gerichtete Streckenlingen sind, d. h. jede
dieser Lingen |XY| ist positiv, falls Y rechts von X liegt und negativ, wenn X
rechts von Y liegt.

(A,B,U,V):

Bemerkung: Das Doppelverhiltnis von vier Punkten ist unabhéngig von der
auf der Geraden g vorgegebenen Richtung: Bei Anderung dieser Richtung indern
sich die Vorzeichen aller Streckenldngen und das Doppelverhéltnis selbst bleibt
daher unverdndert. Da fiir unserer Anwendung nur positive Doppelverhiltnisse
auftreten, werden wir bald zur Verwendung einfacher Streckenldngen zuriick-
kehren kénnen.

Eigenschaften des Doppelverhiltnisses:

1. Falls vier Punkte A, B, U und V paarweise voneinander verschieden sind
und jeder der Punkte A und B zwischen den Punkten U und V liegt, so
gilt (A, B,U,V) >0

2. Fiir vier beliebige (kollineare) Punkte A, B, U und V gilt

1

ABUV) = ——— .
AB.UY) = F A 07
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Abbildung 3.22: Abbildung 3.23:

3. Fiir fiinf beliebige (kollineare) Punkte A, B, C, U und V gilt
(A,C,U,V)=(A,B,UV)-(B,C,UYV) .

Aufgabe 9: Weisen Sie die Giiltigkeit der Eigenschaften 1. — 3. nach!

Def. P2: Es seien A und B zwei N-Punkte, die auf einer N-Geraden vom Typ 1
mit den uneigentlichen Punkten U und V liegen sowie A’ und B’ die FufSpunkte
der Lote von A bzw. B auf u. Weiterhin seien C und D zwei Punkte, die auf
einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem uneigentlichen Punkt W €w liegen (siehe
Abb.[3.23). Als nichteuklidischen (N-) Abstand der Punkte A und B sowie
der Punkte C und D bezeichnen wir

|DW]

1
AB|y == |In(4’,B" U,V bzw. |CD|y := |1 .
[ABlx o= 3 (A B0V baw. (CDly o= i o

Wegen der Eigenschaft 1 des Doppelverhiltnisses und der Tatsache, dafl die Punkte A’ und
B’ zwischen den Punkten U und V liegen, ist (A’, B’,U, V) stets positiv und In (4’, B, U, V)
somit definiert. Auf das Einsetzen gerichteter Streckenldngen kann bei dieser Anwendung des

Doppelverhéltnisses verzichtet werden.

Folgerung P1: Falls ein kartesisches Koordinatensystem gegeben ist, dessen
Abszisse auf der Randgeraden u der nichteuklidischen Ebene H liegt und A, B,
C, D, U und V Punkte wie in Def. P2 beschrieben sowie (x4,ya), (zB,yB),
(zc,yc), (@p,yp), (zv,0) und (zyv,0) die Koordinaten dieser Punkte sind, so
gilt

(xU_xAXmV_mB; sowie |CD|y := ‘ln —|yD| .

zy—2p)(zv—xA lyc|

Aufgabe 10: Weisen Sie nach, dafl bei dieser Definition des nichteuklidischen
Abstands die Abstandsaxiome II/1 und II/2 erfiillt sind.

‘AB‘N =

In

N[ —

Die Definition des nichteuklidischen Abstands mag zunéchst etwas unmotiviert
erscheinen. Bei genauerer Betrachtung zeigt sich jedoch, dafl die Definition in-
sofern sehr sinnvoll ist, da bei dieser Wahl des Abstandes aus (im euklidischen
Sinne) begrenzten Objekten unbegrenzte Objekte werden. So werden in der
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Nihe eines uneigentlichen Punktes einer N-Geraden euklidisch kleine Absténde
nichteuklidisch sehr grofi: Die Absténde zwischen zwei benachbarten Punkten
in Abb. sind fiir alle eingezeichneten Punkte gleich.

Auf die Einfiigung des Logarithmus kann in Def. P2 nicht verzichtet werden
(willkiirlich ist lediglich die Wahl des natiirlichen Logarithmus In, statt des-
sen hitte auch der Logarithmus zu einer beliebigen anderen Basis zugrundege-
legt werden kénnen). Der Logarithmus ist notwendig, damit die Additivitit
des Abstands kollinearer Punkte (und damit eine Teilaussage des Axioms
IT1/3) gewihrleistet ist. Wir weisen dazu nach, daf fiir drei kollineare Punkte
A, B und C, von denen der Punkt B zwischen den Punkten A und C liegt, die
Beziehung |AB|n + |BC|n = |AC|n gilt und betrachten zunéchst den Fall, da8
A, B und C auf einer N-Geraden vom Typ 1 (mit den uneigentlichen Punkten
U und V) liegen. Aus der Lage der drei Punkte folgt, da§ auch der Fupunkt
B’ des Lotes von B auf u zwischen den Lotfuipunkten A’ und C’ der Lo-
te von A bzw. C' auf u liegt. Nach der Definition des Doppelverhéltnisses ist
daher (A, B’,U,V) < 1 und (B’,C",U,V) < 1 oder (A, B’,U,V) > 1 und
(B’,C",U,V) > 1. Daraus und aus der Eigenschaft 3 des Doppelverhéltnisses
ergibt sich

IAB|y + |BC|y = %|ln(A’,B’,U,V)\+%\1n(B’,C’,U,V)|
- % (A, B',U,V) +In(B',C", U, V)
- % In (4, B, U,V (B',C",U, V)|
- %un(A/,cgU,V)\ — |AC|x
was wir gerade zeigen wollten. O

Aufgabe 11: Weisen Sie nach, dafl die Additivitdt des Abstands auch fiir drei
Punkte auf einer N-Geraden vom Typ 2 gilt.

Auf den Nachweis der anderen in Axiom II/3 enthaltenen Aussagen verzichten wir.

Willkiirlich diirfte in Definition P2 die Multiplikation mit der Konstanten % bei
dem ersten Fall des Abstands zweier Punkte erscheinen. Dazu sei angemerkt,
daf eine verallgemeinerte Definition des Doppelverhéltnisses fiir komplexe Zah-
len moglich ist. Werden A, B, U und V als Punkte der komplexen Zahlenebe-
ne aufgefait, so besteht zwischen einem derartig definierten Doppelverhéltnis
(A, B,U,V) und dem ,,gewohnlichen® (linearen) Doppelverhiltnis (A’, B, U, V)
der Zusammenhang %ln(A’,B’, U, V) = In(A, B,U, V). Die Notwendigkeit der
Einfiigung des Faktors % ergibt sich (wie wir im néchsten Abschnitt sehen wer-
den) auch daraus, dafi dadurch die Abstandstreue bestimmter Abbildungen (In-
versionen) gesichert wird, die N-Geraden vom Typ 1 auf solche des Typs 2 (und
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Abbildung 3.24: Abbildung 3.25:

umgekehrt) abbilden und die wir als nichteuklidische Bewegungen definieren
wollen.

Eine weitere Verallgemeinerung des Doppelverhéltnisses fithrt zu einer einheit-
lichen Schreibweise fiir den Abstand zweier Punkte auf einer N-Geraden vom
Typ 1 und den zweier Punkte auf einer N-Geraden des Typs 2. Wenn wir mit
P, den unendlich fernen Punkt (im euklidischen wie im nichteuklischen Sinne)

bezeichnen und % = 1 setzen, so ergibt sich aus der Definition des Doppel-

verhiéltnisses (C, D, Poo, W) = % und somit entsprechend Definition P1 die

Gleichheit |CD|y = |In(C, D, Ps, W)|.

Wir kommen nun zum Nachweis der Giiltigkeit der Anordnungsaxiome
im Poincaré-Modell. Wir verzichten auf eine préazise Einfithrung der Begriffe
Halbgerade und Halbebene fiir das Modell, da diese Begriffe entsprechend der
naheliegenden anschaulichen Vorstellungen verwendet werden (die Abbildungen
B24lund B:2Z5lzeigen Beispiele fiir Halbgeraden bzw. Halbebenen). Die Giiltigkeit
des Axioms ITI/2 liegt damit auf der Hand.

Fiir den Nachweis der Giiltigkeit des Axioms ITI/1 betrachten wir zunéchst
eine beliebige N-Gerade g des Typs 1 (mit den uneigentlichen Punkten U und
V) und einen beliebigen Punkt O von g. Wir zeigen, dafl genau zwei Punkte P
und @ existieren, die von O den Abstand a haben (wobei a eine beliebige reelle
Zahl ist), und dafl P und @ auf verschiedenen Halbgeraden von g beziiglich O
liegen (siche Abb. B:26). Wie leicht einzusehen ist, wird fiir einen Punkt @ das

Doppelverhiltnis (0, Q,U,V) := % genau dann grofler als Eins, falls
der Fulpunkt @)’ des Lotes von @ auf u links von O’ liegt und genau in diesem

Fall gilt

1. oU]QV]
(0] =—-ln—————.
Q=3 gmTiom

Durch dieses Streckenverhiiltnis wird genau ein Punkt @’ und damit genau ein
Punkt @ festgelegt, der von O den (nichteuklidischen) Abstand a hat und auf
der linken Halbgeraden von g beziiglich O liegt. Auf vollig analoge Weise i3t
sich zeigen, daf} auf der rechten Halbgeraden genau ein Punkt P mit |OP| =
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Aus der Bedingung |OQ|ny = a ergibt sich somit

OU[1QV]
Qo e
beziehungsweise
|Q"V| |O'V| vo@oory
Q0] = exp(2a) o] Abbildung 3.26:
a existiert. Da fiir alle Punkte P, die rechts von O liegen, (O', P',U,V) :=
% < 1 ist, wird P durch
O'U||P'V PV o'V
W = exp(—2a) bzw. |P’U| = exp(—2a) - |O’U: .
festgelegt. m

Aufgabe 12: Weisen Sie die Giiltigkeit des Axioms III/1 fiir N-Geraden vom
Typ 2 nach!
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3.3.4 Bewegungen im Poincaré-Modell

Um die Giiltigkeit des Bewegungsaxioms im Poincaré-Modell nachweisen zu
konnen, miissen wir zunéchst untersuchen, welche Abbildungen nichteuklidische
Absténde unverdndert lassen, also im Sinne von Def. IV.1 nichteuklidische Be-
wegungen im Poincaré-Modell sind.

Satz P1: Fuklidische Verschiebungen entlang der Randgeraden u, Spiege-
lungen an zu u senkrechten Geraden und zentrische Streckungen mit ei-
nem positiven Streckungsfaktor und einem Streckungszentrum auf u bilden die
nichteuklidische Ebene H auf sich ab und lassen nichteuklidische Abstinde un-
verdndert. Die Finschrinkungen dieser Abbildungen auf Punkte von H sind
demnach nichteuklidische Bewegungen im Poincaré-Modell.

Alle drei in Satz P1 aufgefiihrten Abbildungen sind Abbildungen der euklidischen Ebene e.
Sie auf die Punkte der nichteuklidischen Ebene H einzuschrinken, bedeutet, lediglich die
Punkte von H und deren Bildpunkte zu betrachten. Erst mit dieser Einschrénkung kann von

nichteuklidischen Abbildungen gesprochen werden.
Aufgabe 13: Beweisen Sie den Satz P1!

Offenbar konnen die in Satz P1 aufgefithrten Bewegungen (und ihre Hinterein-
anderausfithrungen) noch nicht alle nichteuklidischen Bewegungen im Poincaré-
Modell erfassen, denn jede dieser Bewegungen bildet N-Geraden des Typs 1 und
des Typs 2 stets auf N-Geraden des gleichen Typs ab. Das Bewegungsaxiom for-
dert jedoch, dafl beliebige N-Geraden (also auch solche unterschiedlichen Typs)
aufeinander abgebildet werden kénnen. Weiterhin ergibt sich aus diesem Axi-
om die Forderung, dafl Bewegungen existieren, welche die beiden Halbebenen
beziiglich einer beliebigen N-Geraden vertauschen. Fiir N-Geraden vom Typ 2
leisten dies die Spiegelungen. Fiir N-Geraden vom Typ 1 benétigen wir dafiir
Abbildungen, bei denen es sich (im euklidischen Sinne) um ,Spiegelungen an
Kreisen handelt. Derartige Abbildungen werden als Inversionen bezeichnet.
Sie haben (dhnlich wie bereits die im vorangegangenen Abschnitt behandel-
ten Doppelverhéltnisse), in der Mathematik eine Bedeutung, die weit iiber das
Poincaré-Modell hinausgeht.

Definition: Fs sei in einer (euklidischen) Ebene ein Kreis K mit dem Mit-
telpunkt M und dem Radius r gegeben. Die Abbildung, die jedem Punkt A der
Ebene einen Bildpunkt A’ mit A’ € AM

[MA]-|MA'| = r? (1)
zuordnet, wird als Inversion am Kreis K bezeichnet. Der Punkt M heifit

Inversionspol und der Radius r Inversionsradius dieser Inversion.

Streng genommen, enthélt diese Definition eine Unkorrektheit. Dem Mittelpunkt M wird
durch die vorgegebene Abbildungsvorschrift ndmlich kein Punkt der Ebene zugeordnet. Wir
sagen, der Bildpunkt des Mittelpunktes ist der unendlich ferne Punkt (und umgekehrt).
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Aufgabe 14: Weisen Sie nach, daf} die Hintereinanderausfithrung zweier Inver-
sionen mit demselben Inversionspol M eine zentrische Streckung ist und daf sich
jede zentrische Streckung als eine Hintereinanderausfithrung zweier Inversionen
darstellen 148t.

Wir leiten im folgenden eine Koordinatendarstellung fiir die Inversion an einem
Kreis K mit dem Radius r her, wobei wir ein kartesisches Koordinatensystem
zugrundelegen, dessen Koordinatenursprung mit dem Mittelpunkt M des Krei-
ses K identisch ist. Da ein beliebiger Punkt A und sein Bildpunkt A’ auf einer
Geraden durch den Inversionspol (und damit durch den Koordinatenursprung)
liegen, gilt fiir die Koordinaten (x,y) und (z,y’) der Punkte A und A’

/

Y Y

A—A 2

x! T (2)
und nach der Definition der Inversionen ist

MA|-[MA| = @4\ +y> =12 . (3)

Aus diesen beiden Beziehungen ergeben sich schnell die folgenden Gleichungen
fiir die Koordinaten des Bildpunktes

I 2 z I 2 Y
' =r e und y' =7 Sk (4)
Da der Punkt A auch Bildpunkt des Punktes A’ ist, gilt weiterhin

217/ y/
e R (5)

T =r- und =7r*. .
x/2 +y/2 y x/2 +y/2

Satz: Bei einer beliebigen Inversion mit dem Inversionspol M werden
1. Geraden, die durch M verlaufen, auf sich selbst,
2. Geraden, die nicht durch M verlaufen auf Kreise, die durch M wverlaufen,

3. Kreise, die durch M wverlaufen auf Geraden, die nicht durch M wverlaufen
sowie

4. Kreise die nicht durch M wverlaufen auf ebensolche abgebildet.

Beweis: Wir beweisen zunéchst die Behauptungen 1. und 2. und betrachten da-
zu ein Koordinatensystem mit dem Inversionspol M als Koordinatenursprung
und eine Gerade g, die parallel zur x-Achse liegt oder mit dieser identisch ist.
(Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems 148t sich eine solche Lage fiir
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jede Gerade erreichen, so dafl diese Bedingung keine Einschrankung der Allge-
meinheit darstellt.) Die Gerade g wird dann durch die Gleichung x = ¢ beschrie-
ben, wobei ¢ eine Konstante ist. Wegen (4) gilt fiir beliebige Punkte A(x,y) und
die entsprechenden Bildpunkte A’(z’,y’)

Y
P=r —— und ¢y =1 —F— 6
” y el (6)
wobei r der Inversionsradius sei. Fiir ¢ = 0 folgt 2/ = 0 und 3’ = % Die
1. Behauptung ist somit unter Beachtung der zur Definition der Inversionen
gemachten Bemerkung zur Abbildung von M bewiesen. Ist ¢ # 0, so ergibt sich

B 2 g2 4

/2 _
Tty = (y2+02)2+(y2+02)2 - y2+02

(7)

und unter Beachtung von (5)

4 12 12\2
22 +y/2 =—n Z - = — (mc2 +/Zg ) — (8)
@iy +c Yo+ 7,—4($ +y'%)
beziehungsweise
2 c 12 12\2
2= @y 9)

Aus der Definition der Inversionen folgt, daff Urbild- und Bildpunkte stets in
einer Halbebene beziiglich einer Geraden durch den Inversionspol (speziell also

auch beziiglich der y-Achse) liegen, ¢ und z’ haben somit gleiche Vorzeichen.
Aus (9) ergibt sich dadurch

2, 2 1
4y = — (10)
c

und schliefflich

7‘2 2 2 7”4
(“’"%) AR a

Das Bild der Geraden ¢ ist somit ein Kreis mit dem Radius

Mittelpunktskoordinaten (%

#il und den
2—2, 0), also ein Kreis, der durch den Koordinatenur-
sprung und damit den Inversionspol verlduft. Da die zweimalige Nacheinan-
derausfithrung einer Inversion die identische Abbildung ist, wird ein beliebiger
Kreis mit einem Radius |R| und einem Mittelpunkt P(0, R) auf eine Gerade mit
der Gleichung =z = % abgebildet. Damit haben wir die Behauptungen 2. und 3.
bewiesen, denn durch geeignete Wahl des Koordinatensystems kann fiir jeden
Kreis erreicht werden, daf} sein Mittelpunkt auf der Abszisse liegt.
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Wir kommen zum Nachweis der 4. Behauptung und betrachten einen beliebigen
Kreis mit dem Mittelpunkt (d,0) und dem Radius R. (Auch hier bedeutet die
Lage des Mittelpunktes auf der Abszisse keine Einschriankung der Allgemein-
heit.) Die Gleichung dieses Kreises ist somit

(x—d)?*+y*=R* bzw. 2°+y?=R*>+2xd—d*, (12)

wobei |d| von R verschieden ist, da der Kreis nicht durch den Inversionspol
verlduft. Wegen (4) und (12) gilt fiir die Bildkoordinaten

4 4
/2 /2 r r
= = , 13
Ty x24+y?  R?2+2xd-—d? (13)
wegen (5) folgt daraus
4
2%y’ = - . (14)
R+ 3 — &
Durch einfache Umformungen ergibt sich aus dieser Beziehung
r2 2 2 2
2 4 1+ R —d
(“R d2) MR 73 (15)

und somit die Behauptung, da aus (15) leicht zu ersehen ist, dafl der Bildkreis
fiir |d| # R nicht durch den Inversionspol verlduft. O

Bemerkung: Wir haben mit unserem Beweis zusétzlich fiir die Félle 2. und 3.
gezeigt, dafl die Bildgerade eines Kreises, dessen Mittelpunkt auf der z-Achse
liegt, senkrecht auf der z-Achse steht und dafl umgekehrt der Mittelpunkt eines
Bildkreises einer auf der x-Achse senkrecht stehenden Geraden auf dieser Achse
liegt. Fiir 4. haben wir nachgewiesen, dafl der Inversionspol und die Mittelpunkte
von Urbild- und Bildkreis auf einer Geraden liegen.

Folgerung P2: Inversionen, deren Inversionspole auf der Randgeraden u der
nichteuklidischen Ebene im Poincaré-Modell liegen, bilden N-Geraden stets auf
N-Geraden ab.

Satz P2: Inversionen, deren Inversionspol auf u liegt, sind nichteuklidische
Bewegungen im Poincaré-Modell.

Beweis: Es ist nachzuweisen, dafl Inversionen, deren Inversionspol auf u liegt,
die N-Ebene H auf sich abbilden und N-Abstéinde unveridndert lassen. Die erste
Behauptung ergibt sich daraus, dafl Inversionen Halbebenen beziiglich belie-
biger Geraden durch den Inversionspol auf sich abbilden, denn Original- und
Bildpunkte liegen stets auf einer Halbgeraden mit dem Inversionspol als Ur-
sprung.
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Fiir den Nachweis der N-Abstandstreue seien A(za,ya) und B(zp,yp) zwel
Punkte sowie A'(z4,y’4) und B'(2'3,y%) deren Bildpunkte bei einer vorgege-
benen Inversion. Die angegebenen Koordinaten sollen sich auf ein kartesisches
Koordinatensystem mit dem Inversionspol M als Koordinatenursprung und der
Randgeraden u als Abszisse beziehen. Wir betrachten zunéchst den Fall, daf§ A
und B auf einer N-Geraden vom Typ 2 (deren uneigentlicher Punkt W nicht der
Inversionspol ist) liegen. Die Punkte A’ und B’ liegen dann auf einer N-Geraden
vom Typ 1 mit dem Punkt M als einem uneigentlichen Punkt (sieche Abb. B27))
und es gilt wegen der Folgerung P1

1

/ .,
‘A/B/|N = = llnw (16)
'y (zy —ay)

2

Da die Punkte A, B und W auf einer Senkrechten zur Abszisse liegen, ist x4 =
rp = axw =: . Wegen (4) gilt

2

2 z { 2 z und  zy = % , (17)

/
Tp=7" " —> g = e
ey @ + g

letzteres, weil V' der Bildpunkt des Punktes W bei der betrachteten Inversi-
on (mit dem Inversionsradius r) ist. Durch einfache Umformungen ergibt sich
daraus

aly(ry — o)

2
Yp

=23 18

rp(zv — ) 1)

Vi
Durch Einsetzen von (18) in (16) folgt die Behauptung:

1
— ‘ln
2

2
yp| 1 ) (yB)
L (2B
Ya YA

1
)

In

1
A/B/ ——— — =|AB . 1
A'B|y = ; : |AB| (19)

’21ny—B
YA

Da jede Inversion ihre eigene Umkehrabbildung ist, haben wir die N-Abstands-
treue der Inversionen auch fiir den Fall gezeigt, dafl die Urbildpunkte A und B
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auf einer N-Geraden vom Typ 1 mit dem Inversionspol M als einem uneigentli-
chen Punkt und die Bildpunkte A’, B’ demnach auf einer N-Geraden vom Typ
2 liegen. Auf die Darstellung des Falles, dafi A und B (und damit auch A’ und
B'’) auf einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem Inversionspol als uneigentlichem
Punkt liegen, wird aufgrund seiner Einfachheit verzichtet. Es bleibt der Fall zu
betrachten, da A und B auf einer N-Geraden vom Typ 1, deren uneigentli-
che Punkte U und V' vom Inversionspol M verschieden sind, liegen (siche Abb.
B:28). Die Bildpunkte A’ und B’ liegen dann ebenfalls auf einer N-Geraden vom
Typ 1, deren uneigentliche Punkte U’ und V' von M verschieden sind. Wegen
(4) ist
TA - 7"2 ’ B - T2 ’ 7"2 2

r

/ /

¥y=—5—5,23=—5—5, oy =— und Ty = —. (20)
Th T Y Tp +Yp Ty Ty

Nach Folgerung P1 ergibt sich daraus zunéchst

(.’L‘U.'L‘A — (IJ?4 - yi)(mva - xQB - yQB)
(zvzB — 1’23 - y?g)(meA - 1’31 - 9,24)

1
|A'B' |y := 5 ’h’l (21)

Da A und B (euklidisch betrachtet) auf einem Kreis mit dem Radius 3 (zy —2y)
(falls V' rechts von U liegt, was wir annehmen wollen) und dem Mittelpunkt
(%(xv +ay), O) liegen, gilt

zy +ap\ 9 [TV —2U 2
mA—T +yy = — und (22)

Ty +xy 2 2 Ty — Ty 2
op - ) gy = (B (23)

Durch Einsetzen der sich aus (22) und (23) ergebenden Ausdriicke fiir y% sowie
y% in (21) ergibt sich nach einigen Umformungen die Behauptung |A'B’|y =
|AB|n. O

Aufgrund der Séitze P1 und P2 kennen wir nun folgende spezielle Bewegungen
der nichteuklidischen Ebene H:

1. Verschiebungen entlang der Randgeraden w,
2. Spiegelungen an zu u senkrechten Geraden,

3. zentrische Streckungen mit einem positiven Streckungsfaktor und einem
Streckungszentrum auf u sowie

4. Inversionen, deren Inversionspol auf u liegt.
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Genauer gesagt, handelt es sich bei den Einschrinkungen dieser Abbildungen auf Punkte von

H um N-Bewegungen.

Natiirlich sind auch beliebige Hintereinanderausfithrungen von endlich vielen
derartiger Abbildungen N-Bewegungen. Umgekehrt gilt, dafl sich jede N-Bewegung
als Hintereinanderausfithrung endlich vieler dieser N-Bewegungen 1. — 4. dar-
stellen 148t (auf einen Beweis dieser Tatsache verzichten wir). Da sich jede der
Verschiebungen als Hintereinanderausfithrung zweier Spiegelungen und jede zen-
trische Streckung als Hintereinanderausfithrung zweier Inversionen (siche Auf-
gabe 14) darstellen lift, geniigen sogar die unter 2) und 4) genannten Abbil-
dungen (die wir einheitlich N-Geradenspiegelungen nennen kénnen), um alle
N-Bewegungen darzustellen.

Wir kommen zum Nachweis der Giiltigkeit des Bewegungsaxioms. Wir
beschranken uns auf den Nachweis der Fxistenz zweier nichteuklidischer Be-
wegungen, die zwei beliebig vorgegebene Punkte A und B auf zwei N-Punkte
C und D mit |AB|y = |CD|n abbilden und die im Bewegungsaxiom IV for-
mulierte Bedingung hinsichtlich der Abbildung einer Halbebene beziiglich AB
erfiillen. Wir betrachten zunéichst den Fall, dal A und B auf einer N-Geraden
g vom Typ 1 (mit den uneigentlichen Punkten U und V') sowie C' und D auf
einer N-Geraden h vom Typ 2 (mit dem uneigentlichen Punkt W) liegen. Dabei
gehen wir davon aus, dafl die uneigentlichen Punkte U und W voneinander ver-
schieden sind (was keine Einschrinkung bedeutet, da nicht beide uneigentlichen
Punkte von g mit W identisch sein kénnen) und dafl V' zwischen U und W liegt,
falls auch V' von W verschieden sein sollte (sieche Abb. [3:29]).

Die Inversion ¢ mit dem Inversionspol U und 4 A7
dem Inversionsradius r = /|[UV||UW/| bildet Inv. kreis
wegen (1) den Punkt V auf den Punkt W TR
(und umgekehrt) ab. Da der Kreis, dem die

N-Gerade g angehort, durch den Inversions- B’
pol verlauft, wird dieser Kreis durch ¢; auf D
eine Gerade abgebildet, die auf u senkrecht C
steht und durch den Bildpunkt von V' eindeu- B"
tig festgelegt wird. Die N-Gerade g wird somit

auf die N-Gerade h abgebildet, insbesondere U \% w
liegen die Bildpunkte A’ und B’ der Punkte Abbildung 3.29:

A und B auf h.

Eine zentrische Streckung ¢o mit dem Zentrum W und dem Streckungsfak-
tor k = % bildet h auf sich und den Punkt A’ auf den Punkt A” = C
ab, B” sei der Bildpunkt des Punktes B’ bei ¢3. Da sowohl Inversionen als
auch zentrische Streckungen nichteuklidische Abstdnde unveréndert lassen, gilt
|CD| = |AB| = |A”B"| = |CB"|. Nach dem Axiom III/1 miissen die Punkte

D und B” entweder identisch sein oder auf unterschiedlichen Halbgeraden von



190 KAPITEL 3. LOBATSCHEWSKI-GEOMETRIE

h beziiglich C liegen. Im ersten dieser beiden moglichen Félle wird durch die
Hintereinanderausfithrung ¢y o ¢ der N-Bewegungen ¢; und ¢ der Punkt A
auf den Punkt C' und B auf D abgebildet. Im zweiten Fall sei ¢35 die Inversion
mit dem Inversionspol W und dem Inversionsradius [WC|. Fiir die Bildpunk-
te A” und B"" von A” und B” bei dieser Inversion gilt A” = A” = C und
|CB"”| = |CB"| = |CD|. Weiterhin liegen B” und B” auf unterschiedlichen
Halbgeraden von g beziiglich C und somit D und B"’ auf ein und derselben
Halbgerade von h beziiglich C. Die N-Bewegung ¢3 o ¢2 o ¢1 bildet somit den
Punkt A auf den Punkt C und B auf D ab. In beiden Fillen wird durch ¢ o ¢1
beziehungsweise ¢3 o ¢o o ¢1 die ,innere“ Halbebene beziiglich g auf die g ge-
geniiberliegende (in Abb. 329 rechte) Halbebene beziiglich h abgebildet. Ist ¢4
eine Spiegelung an h, so bildet die N-Bewegung ¢4 0 ¢p2 0 1 bzw. ¢4 0 ¢30 s 0 ¢1
den Punkt A auf den Punkt C', B auf D und die ,innere* Halbebene beziiglich
g auf die g zugewandte Halbebene beziiglich h ab. Die Existenzaussage des Be-
wegungsaxioms ist somit fiir den Fall, da A und B auf einer N-Geraden vom
Typ 1 sowie C' und D auf einer N-Geraden vom Typ 2 liegen, bewiesen.

Fiir den Nachweis des Falls der Abbildung von einer N-Geraden des Typs 1 auf
eine des Typs 2 konnen alle durchgefiithrten Betrachtungen umgekehrt werden —
die Umkehrabbildungen von Inversionen und Spiegelungen sind diese Abbildun-
gen selbst, die Umkehrabbildung einer zentrischen Streckung ist ebenfalls eine
zentrische Streckung mit demselben Zentrum und reziprokem Streckungsfaktor.
Falls sowohl A und B als auch C' und D auf N-Geraden vom Typ 2 liegen, so
existiert eine Verschiebung, welche die Gerade AB auf die Gerade C'D abbildet,
die Bildpunkte von A und B bei dieser Verschiebung liegen auf C'D und alle
weiteren Schritte des Beweises entsprechen den bei dem bereits bewiesenen Fall
gefithrten Uberlegungen zur Abbildung der Punkte A’ und B’ auf die Punkte
C und D.

Es bleibt schliellich der Fall zu betrachten, daffi sowohl A und B als auch C
und D auf N-Geraden g bzw. h des Typs 1 liegen. Fiir eine beliebige N-Gerade
2z vom Typ 2 und zwei Punkte X und Y, die auf z liegen und fiir die | XY| =
|AB| = |CD] gilt, existieren (wie schon gezeigt) sowohl zwei N-Bewegungen, die
A auf X und B auf Y als auch zwei N-Bewegungen, die X auf C' und Y auf D
abbilden. Somit gibt es wegen der Hintereinanderausfithrbarkeit mindestens zwei
N-Bewegungen, die A auf C' und B auf D abbilden, wobei leicht zu iiberlegen
ist dal diese der in Axiom IV gestellten Forderung hinsichtlich der Abbildung
einer Halbebene beziiglich g geniigen. Wir haben damit die Existenzaussage des
Bewegungsaxioms bewiesen. Auf den Nachweis der Eindeutigkeitsaussage, d. h.
der Tatsache, dal nicht mehr als zwei N-Bewegungen existieren, die A auf C
und B auf D abbilden, verzichten wir. O
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3.3.5 Winkelmaf}, Parallele und divergierende Geraden im
Poincaré-Modell

Def. P3: Als Maf$ des Winkels zweier N-Geraden g und h, die sich in einem
Punkt P schneiden, bezeichnen wir das Maf des euklidischen Winkels zwischen
den Tangenten an g und h im Punkt P, falls g und h N-Geraden vom Typ
1 sind, beziehungsweise das MafS des euklidischen Winkels zwischen g und der
Tangente an h im Punkt P, falls g eine N-Gerade des Typs 2 ist.

Analog dazu bezeichnen wir als Winkelmaf3 zwischen g und h das euklidische Winkelmaf}
zwischen h und der Tangente an g, falls h eine N-Gerade vom Typ 2 ist. Der Fall, dafl sowohl
g als auch h N-Geraden vom Typ 2 sind, ist uninteressant, da in diesem Falle g und h identisch

sein miissen.

Die Winkel werden im Poincaré-Modell also euklidisch gemessen, dieses Modell
wird daher auch konformes Modell der Lobatschewski-Geometrie genannt. Die
euklidische Messung der Winkel in einem Modell einer nichteuklidischen Geome-
trie ist keineswegs selbstversténdlich. Da sich das Winkelmaf} bei Bewegungen
nicht &ndern soll, besteht die Voraussetzung dafiir, dal Winkel euklidich ge-
messen werden konnen, in der Winkeltreue (genauer gesagt, Winkelmafitreue)
der als N-Bewegungen zugrundegelegten Abbildungen. Fiir die Verschiebun-
gen, Spiegelungen und zentrischen Streckungen trifft diese selbstversténdlich
zu. Ohne Beweis sei angemerkt, da§ auch Inversionen konforme (winkeltreue)
Abbildungen sind, dafl also Winkelmafle zwischen beliebigen Kurven (die als
Winkelmafle der Tangenten aufgefafit werden) bei diesen Abbildungen erhalten
bleiben, insbesondere also auch Winkelmafle zwischen N-Geraden entsprechend
Definition P3.

Aufgabe 15: Geben Sie eine Konstruktionsvorschrift fiir das Fallen des Lotes
von einem Punkt P auf eine beliebige N-Gerade g an!

Wir kommen nun zum Nachweis der Giiltigkeit des Lobatschewskischen
Parallelenaxioms und zur Unterscheidung zwischen parallelen und divergie-
renden Geraden im Poincaré-Modell. Wir betrachten zunéchst eine N-Gerade
g vom Typ 1 mit den uneigentlichen Punkten U und V und einen nicht auf g
liegenden N-Punkt P. Falls der Fulpunkt des (euklidischen) Lotes von P auf
die Randgerade u weder der Punkt U noch der Punkt V ist, so existiert (nach
dem bereits dem Beweis des Axioms I/2 zugrundeliegenden Gedankengang) fiir
jeden der uneigentlichen Punkte U und V genau eine N-Gerade vom Typ 2,
die P enthilt und mit g diesen uneigentlichen Punkt gemeinsam hat (hq und
he in Abb. B30). Falls der Fuipunkt des Lotes von P auf u der Punkt V ist,
so existiert genau eine N-Gerade vom Typ 1, die P enthélt und mit g den un-
eigentlichen Punkt U gemeinsam hat, und eine N-Gerade vom Typ 2, der P
angehort und die mit g den uneigentlichen Punkt V' gemeinsam hat (siehe Abb.
B3T). Analog verhilt es sich, wenn U der Fulpunkt des (euklidischen) Lotes



192 KAPITEL 3. LOBATSCHEWSKI-GEOMETRIE

Abbildung 3.30: Abbildung 3.31: Abbildung 3.32:

von P auf u ist. In jedem Falle existieren also zu einer beliebigen N-Geraden g
vom Typ 1 und zu einem beliebigen Punkt P, der g nicht angehort, genau zwei
N-Geraden hy und ho, die P enthalten und mit g einen uneigentlichen Punkt ge-
meinsam haben. Wie leicht zu tiberlegen ist, schneiden diese beiden N-Geraden
nicht die Gerade g, die Giiltigkeit des Lobatschewskischen Parallelenaxioms ist
also fiir diesen Fall gesichert. Des weiteren sind diese beiden Geraden h; und ho
Grenzgeraden in der Gesamtheit der Geraden, die durch P verlaufen und g nicht
schneiden, also zu g nach Def. L3 parallel. Alle Geraden, die P enthalten und
mit g keinen gemeinsamen Punkt haben, schlieen mit dem (nichteuklidischen)
Lot von P auf g einen gréf8eren Winkel ein als by und he, sind also zu g diver-
gierende Geraden (in Abb. und Abb. 33T sind diese Geraden gepunktet
dargestellt).

Wir betrachten nun eine N-Gerade g vom Typ 2 (mit dem uneigentlichen Punkt
W und einen nicht auf g liegenden Punkt P. Durch P verlduft genau eine
N-Gerade h; des Typs 1, fiir die der Punkt W ein uneigentlicher Punkt ist,
sowie genau eine N-Gerade hy des Typs 2. (sieche Abb. B32). Die Geraden h;
und ho schneiden g nicht, womit die Giiltigkeit des Axioms V’ auch fiir diesen
Fall gezeigt ist. Die Geraden h; und ho sind weiterhin Grenzgeraden in der
Gesamtheit der Geraden, die durch P verlaufen und g nicht schneiden, also zu
g parallel. Alle anderen durch P verlaufenden, g nicht schneidenden Geraden
divergieren in Bezug auf g.

Zwei N-Geraden des Typs 2 sind also stets zueinander parallel. Sieht man den
unendlich fernen Punkt, den zwei derartige Geraden stets gemeinsam haben
(,parallele Geraden schneiden sich im Unendlichen“) als uneigentlichen Punkt
an (wofiir die Tatsache spricht, dafl auch ,normale* uneigentliche Punkte von je-
dem N-Punkt im nichteuklidischen Sinne unendlich weit entfernt sind), so kann
die Parallelitéit von Geraden im Poincare-Modell folgendermafien zusammenge-
fafit werden:

Satz P3: Zwei N-Geraden, die einen uneigentlichen Punkt gemeinsam haben,
sind parallel; zwei N-Geraden, die weder einen eigentlichen noch einen unei-
gentlichen Punkt gemeinsam haben, divergieren.
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Aufgabe 16: Weisen Sie nach, dafl zwei divergierende N-Geraden g und h stets
genau eine gemeinsame Senkrechte besitzen.

Hinweis: Fiithren Sie den Existenzbeweis fiir den Fall, dafl g eine N-Gerade vom
Typ 1 und h eine N-Gerade vom Typ 2 ist, und begriinden Sie, dafl diese Wahl
von g und h keine Einschrinkung der Allgemeinheit bedeutet.

3.3.6 Abstandslinien im Poincaré-Modell

Aus dem Satz 10 in Abschnitt 3.1.2 folgt, dafl Abstandslinien (Mengen von
Punkten, die von einer gegebenen Gerade den gleichen Abstand haben) in der
Lobatschewski-Geometrie keine Geraden sein kénnen. Wir wollen hier untersu-
chen, welche Gestalt diese Punktmengen im Poincaré-Modell haben.

Satz P4: FEs sei g eine N-Gerade vom Typ 2 mit
dem uneigentlichen Punkt W und P ein nicht auf
g liegender Punkt der nichteuklidischen Ebene. Die
Menge aller Punkte, die zu g den gleichen N-Abstand
haben wie P und mit P in einer Halbebene beziiglich
g liegen, ist die euklidische Halbgerade durch P mit
dem Anfangspunkt W (siehe Abb.[3-33).

Aufgabe 17: Beweisen Sie den Satz P4! Abbildung 3.33:

Aus Satz P4 148t sich schnell auf die Gestalt von Abstandslinien zu einer be-
liebigen N-Geraden h des Typs 1 schlufolgern. Durch eine Inversion an einem
Kreis k mit einem Inversionspol, der durch einen der uneigentlichen Punkte von
h verlauft, wird h auf eine N-Gerade h’ des Typs 2 abgebildet (sieche Abb. [3.34).
Da Inversionen nichteuklidische Bewegungen sind und somit N-Abstinde un-
verdndert lassen, werden Abstandslinien der Urbildgeraden auf Abstandslinien

U
Abbildung 3.34:
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der Bildgeraden abgebildet und umgekehrt. Die Abstandslinien von h’ werden
auf Teile von Kreisen durch den Inversionspol abgebildet, die alle durch den
Bildpunkt des uneigentlichen Punktes von A’ verlaufen. Dieser ist aber neben
dem Inversionspol einer der uneigentlichen Punkte von h. Alle Abstandslinien zu
h sind also Kreisbogen, die mit h die beiden uneigentlichen Punkte gemeinsam
haben.

3.3.7 Das Modell von Cayley und Klein

Neben dem Poincaré-Modell ist das Cayley-Kleinsche Modell (auch Kleinsches
Modell genannt) das bekannteste Modell der Lobatschewski-Geometrie. Die
nichteuklidischen Punkte sind in diesem Modell die Punkte im Innern einer
euklidischen Kreisscheibe, die Punkte auf der Peripherie des die Kreisscheibe
begrenzenden Kreises k (auch Fundamentalkreis genannt) sind uneigentliche
Punkte. Nichteuklidische Geraden sind alle (offenen) Sehnen dieses Kreises (sie-

he Abb. B:3H).

Die Definition des nichteuklidischen Abstands zweier Punkte A und B erfolgt im
Kleinschen Modell, wie schon im Poincaré-Modell, mit Hilfe des Doppelverhalt-
nisses der Punkte A, B, U und V, wobei U und V die uneigentlichen Punkte
der N-Geraden AB sind (siehe Abb. B.36]):

|AB|ny = C - |In(A, B,U, V)|
(C ist dabei eine beliebige positive Konstante, z. B. C' = 1).

Etwas komplizierter ist die Einfithrung der Bewegungen fiir das Cayley-Kleinsche
Modell. Neben den Spiegelungen an beliebigen Durchmessern des Kreises & und
den Drehungen um dessen Mittelpunkt, miissen dazu die sogenannten polaren
Homologien beziiglich des Kreises k herangezogen werden. Diese Abbildungen
sind (im nichteuklidischen Sinne) Spiegelungen an beliebigen N-Geraden. Wir
betrachten dazu eine beliebige N-Gerade g (die aber kein Durchmesser des Fun-
damentalkreises sein soll) mit den beiden uneigentlichen Punkten M und N und
den Schnittpunkt S der Tangenten an den Fundamentalkreis in den Punkten

I avi k k p

<\ |
U

Abbildung 3.35: Abbildung 3.36: Abbildung 3.37:
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M und N. Die Gerade MN wird als Achse, der Punkt S als Zentrum der Ho-
mologie bezeichnet (siehe Abb. B.37). Der Bildpunkt eines beliebigen Punktes
A bei einer polaren Homologie mit der Achse M N und dem Zentrum S ist ein
Punkt A’, der mit A und S auf einer Geraden liegt und fiir den, falls A, der
Schnittpunkt der Geraden SA und MN ist, die Bedingung

(S,A,4,,A) =1 (1)

gilt. (Man sagt dazu, die Punkte S, A, A, und A’ sind harmonische Punkte.) Die
Punkte auf der Achse der Homologie werden auf sich selbst abgebildet. Falls MN
ein Durchmesser des Fundamentalkreises k ist, so existiert kein Schnittpunkt der
Tangenten in M und N an k. In der projektiven Geometrie wird der Begriff des
unendlich fernen Punktes exakt eingefiihrt, der Schnittpunkt besagter Tangen-
ten ist dann ein unendlich ferner Punkt. Setzt man diesen fiir S in die Gleichung
(1) ein und fafit das Doppelverhéltnis von vier Punkten in der auf Seite 08T be-
schriebenen verallgemeinerten Weise auf, so ist die polare Homologie an dem
Durchmesser MN gerade die gewohnliche Spiegelung an MN.

Polare Homologien sind keine konformen Abbildungen, euklidische Winkelmafle
bleiben bei diesen Abbildungen nicht erhalten. Beispielsweise wird bei der pola-
ren Homologie mit der Achse MN und dem Zentrum S in Abb.[337 der Winkel
Z(AA,P) auf den Winkel Z(A’A,P) abgebildet. Diese beiden Winkel sind somit
(im nichteuklidischen Sinne) kongruent, und es muf} ein Winkelmaf} eingefiihrt
werden, das diesen beiden Winkeln dieselbe Zahl zuordnet. Die Einfithrung ei-
nes Winkelmafles, das in Bezug auf polare Homologien invariant ist, bereitet
jedoch einigen Aufwand (falls nicht auf umfassende Grundlagen aus der pro-
jektiven Geometrie zuriickgegriffen werden kann). Wir verzichten daher darauf
und vermerken lediglich, dafl das Cayley-Kleinsche Modell im Gegensatz zum
Poincaré-Modell kein konformes Modell der Lobatschewski-Geomtrie ist.
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3.4 Die Lobatschewskische Funktion II

Nachdem wir in Abschnitt 3.2 einige grundlegende Eigenschaften der Loba-
tschewski-Geometrie untersucht und in Abschnitt 3.3 ihre Widerspruchsfreiheit
nachgewiesen haben, kommen wir nun zur Herleitung weitergehender Eigen-
schaften dieser Geometrie. Im Mittelpunkt stehen dabei die Funktion II, welche
fiir die Lobatschewski-Geometrie eine charakteristische Bedeutung besitzt, und
die trigonometrischen Grundformeln (die wir im néichsten Abschnitt behandeln).
Vorerst werden wir uns jedoch der Frage zuwenden, wie sich parallele und diver-
gierende Geraden beim Schnitt mit einer dritten Geraden verhalten und einige
Sétze behandeln, die wir im weiteren noch bené6tigen.

3.4.1 Satze iiber parallele und divergierende Geraden

Satz L9: Es existiert keine Gerade, die auf jeder von zwei parallelen Geraden
senkrecht steht.

Beweis: Falls g und h zwei parallele Geraden sind und eine Gerade PQ (mit
Pegund Q€ h) sowohl auf g als auch auf h senkrecht steht, so ist der Par-
allelwinkel im Punkt @ in Bezug auf die Gerade g ein Rechter (gleiches gilt
auch fiir den Parallelwinkel in P in Bezug auf h). Die Gerade h ist somit so-
wohl linke als auch rechte Grenzgerade in der Gesamtheit aller Geraden, die
durch den Punkt @ verlaufen und die Gerade g nicht schneiden. Es existiert
also nur eine Gerade (ndmlich h), die g nicht schneidet und durch den Punkt @
verlduft, denn nach der Folgerung L2 in Abschnitt 3.2.3 schneiden alle Geraden,
die durch @Q verlaufen und mit QPT einen Winkel einschlieSen, der kleiner als
der Parallelwinkel ist, die Gerade g. Dies bedeutet jedoch einen Widerspruch
zum Lobatschewskischen Parallelenaxiom. g

Unmittelbar aus diesem Satz und der Folgerung L1 in Abschnitt 3.2.3 ergibt
sich die nachstehende Folgerung.

Folgerung L4: Fir jede Gerade a und jeden nicht auf a liegenden Punkt P ist
der Parallelwinkel in P in Bezug auf a stets kleiner als ein rechter Winkel.

Der nachstehende Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes L9.

Satz L10: Es existiert keine Gerade, die mit zwei parallelen Geraden gleiche
Stufenwinkel bildet.

Beweis: Wir beweisen den Satz indirekt und nehmen an, dafl zwei parallele
Geraden g und h existieren, die mit einer Geraden PQ (P € g, Q € h) gleiche
Stufenwinkel bilden.
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Es sei O der Mittelpunkt der Strecke PQ,

A und B seien die FuBBpunkte der Lote von B Q h
O auf g bzw. h (siehe Abb. B338). Nach -/

dem Kongruenzsatz sww sind die Drei-

ecke OAP und OB kongruent, woraus O

die Kongruenz der Winkel Z(POA) und

Z(QOB) folgt. Die Punkte O, A und B

liegen somit auf einer gemeinsamen Gera- a g
den, die sowohl auf g als auch auf h senk- P A

recht steht. Dies bedeutet jedoch einen Abbildung 3.38:
Widerspruch zu Satz L9. d

Satz L11: Zwei beliebige divergierende Geraden besitzen genau eine gemeinsame
Senkrechte.

Wir verzichten wegen des hohen Aufwands auf den allgemeingiiltigen Nachweis
der in Satz L11 enthaltenen Existenzaussage. Fiir das Poincaré-Modell erfolgte
dieser Nachweis mit der Aufgabe 16. (Auf seine allgemeine Giiltigkeit in der
Lobatschewski-Geometrie kann daraus aber nicht geschlossen werden.) Die Ein-
deutigkeitsaussage des Satzes L11 folgt daraus, dafl mit der Existenz zweier
gemeinsamer senkrechter Geraden ein Viereck mit der Innenwinkelsumme 360°
entsteht, was jedoch nicht mdoglich ist.

Wir vermerken ebenfalls ohne Beweis, dafl zwei divergierende Geraden an der
Stelle ihres gemeinsamen Lotes den geringsten Abstand voneinander haben und
sich in beiden Richtungen beliebig weit voneinander entfernen.

3.4.2 Eigenschaften der Funktion II

Der Parallelwinkel (siehe Def. L1 in Abschnitt 3.2.3) besitzt in der Lobatschews-
ki-Geometrie eine zentrale Bedeutung: Seine Grofle charakterisiert (lokal) den
Grad der Abweichung aller wichtigen geometrischen Eigenschaften der Loba-
tschewski-Geometrie von denen der euklidischen Geometrie. Mit dem nachfol-
genden Satz schaffen wir zunéchst die Voraussetzung dafiir, den Parallelwinkel
als Funktion des Abstands eines Punktes von einer Geraden aufzufassen.

Satz L12: Der Parallelwinkel in einem Punkt P in Bezug auf eine Gerade g
hingt nur vom Abstand des Punktes P von der Geraden g ab.

Beweis: Wir zeigen, daf} fiir zwei beliebige Geraden g und h und zwei beliebige
Punkte P und @ die Parallelwinkel ¢; im Punkt P in Bezug auf die Gerade
g und ¢ in @ in Bezug auf h gleich sind, wenn nur der Abstand von P zu g
gleich dem Abstand von Q zu h ist, also |PP’| = |QQ’| gilt, wobei P’ und @’
die Fupunkte der Lote von P auf g bzw. von @ auf h sind. Wir nehmen an, die
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beiden Parallelwinkel seien nicht gleich, 0.B.d.A. sei ¢; < ¢2, und tragen den
Winkel ¢; an der Halbgeraden QQ’T an. Der entstehende Schenkel schneidet
die Gerade h wegen Folgerung L2 (Abschnitt 3.2.3) in einem Punkt R (siehe
Abb. B39). Ist nun S ein Punkt auf g mit |P'S| = |Q'R)|, so sind die Dreiecke
QRQ’ und PSP’ kongruent. Es gilt somit (PP, PST) = ¢, was jedoch nicht
moglich ist, da ein Strahl, der mit PPt den Parallelwinkel in P in Bezug auf g
einschlief3t, die Gerade g nicht schneiden kann. O

Abbildung 3.39:

P S
Gestlitzt auf Satz L12 betrachten wir den Parallelwinkel ¢ in einem Punkt P
in Bezug auf eine Gerade g fortan als Funktion des Abstands z von P zu

g. Bereits LOBATSCHEWSKI untersuchte diese Funktion und fiihrte fiir sie die
Bezeichnung II ein:

o =1(z) .

Der Definitionsbereich der Lobatschewskische Funktion II ist die Menge R}
aller positiven reellen Zahlen.

Satz L13: Die Funktion Il ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich streng
monoton fallend.

Beweis: Es seien 2, 2’ € R} mit 2 < 2/. Wir betrachten eine Gerade g und eine
zu g senkrechte Gerade PP’, ) sei der Schnittpunkt der Geraden g und PP’,
wobei |QP| = z und |QP’| = 2’ gelte. Die Geraden h und h’ seien Geraden, die
durch P bzw. P’ verlaufen und zu g nach derselben Seite hin parallel sind (siehe
Abb. BA40). Es gilt somit Z(PQ™,h) = I(z) und Z(P'Q*,h’") = II(z'). Beide
Parallelwinkel konnen nicht gleich sein, da in diesem Falle h und A’ divergieren
wiirden (nach Satz L10 und Satz IV.23), was aber wegen der Transitivitit der
Parallelitidt (Satz L8) im Widerspruch zu h || g und A’ || ¢ stiinde. Auch kann
Z(P'Q*, ) nicht groBer sein als Z(PQ™, h), da dann die Gerade h’ von h auf der
Seite der Parallelitéit zu g noch weiter entfernt wiire, als im Falle Z(P'Q™",h') =
Z(PQ*,h). Es muB also Z(PQ1,h) < Z(PQT,h) und somit II(2’) < II(x)
sein. O
Satz L14: Fiir geniigend kleine (aber positive) x nihert sich II(x) beliebig weit
der Zahl 5 an:

lim II(z) = g .

z—0t
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ht
P’ Q
W LS
h/
P
:L,/
x{ " " A
9 re '
Abbildung 3.40: Abbildung 3.41:

Beweis: Es ist zu zeigen, daB fiir jedes postive € stets ein z € R} mit II(x) >
7 — € existiert (wegen der Monotonie ergibt sich daraus die geforderte Grenz-
werteigenschaft). Dazu betrachten wir fiir ein beliebig vorgegebenes € mit € > 0
einen Winkel Z(g",h") mit einem Scheitel O und dem MaB % — e. P sei ein
Punkt auf dem Schenkel gt dieses Winkels, von dem aus sich das Lot auf den
Schenkel AT fillen 148t (was keineswegs fiir alle Punkte von h't zutrifft, siche
Satz 6 in Abschnitt 3.1.2) und @ der Fupunkt dieses Lotes (sieche Abb. 34T]).
Da OP* die Gerade PQ schneidet, ist der Parallelwinkel in O in Bezug auf PQ

kleiner als § — €. Fiir x = |0OQ) gilt also II(z) > § —e. O
Satz L15: Die Funktion II ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich R} stetig.

Beweis: Wir miissen zeigen, daf fiir beliebige x € R der Grenzwert lims_o [I(2+
d) existiert und gleich dem Funktionswert II(z) ist. Wir beweisen dies zunéchst
fiir positive § und betrachten dazu eine Gerade g und zwei Punkte P; und P,
die auf einer Senkrechten zu g liegen (die g in einem Punkt @ schneidet) und
die Bedingungen |QP;| = z, |QP2| = 2+9 erfiillen. Die Geraden h; und hgy seien
zu g nach derselben Seite hin parallel, sie schlieBen daher mit PyQ+ bzw. PQ™
Winkel mit den Mafien I1(x) bzw. II(z + ) ein (sieche Abb.[3.42). R sei der Fuf-
punkt des Lotes von P, auf hy, nach dem Satz IV.18 der absoluten Geometrie
gilt (da ein Dreieck mit einem rechten Winkel keinen zweiten rechten Winkel
oder gar einen stumpfen Winkel enthalten kann)

‘P2R| < |P1P2| . (1)

Da nach Satz L8 die Geraden hy und hs zueinander parallel sind (und zwar auf
der Seite der Parallelitit zu g), ist II(z+J) 4+« Parallelwinkel in P, in Bezug auf
die Gerade hy (wobei mit o der Winkel Z(P; P,R) bezeichnet wurde). Wegen
der Monotonie von II und (1) gilt

II(z 4 6) + a = II(|PR]) > TI(| PL P2|) = TI(Y) . (2)

Wegen Satz 114 existiert fiir jedes € > 0 ein § € R} mit
fiir positive 6. Fiir § < 0 kann der Beweis vollig analog gefithrt werden, wobei
|QP1| = z—6 und |QPs| = x zu setzen sind. O
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m®>gf@ (3)
Py

Da die Innenwinkelsumme des Dreiecks
P, RP; Kkleiner als m und der Winkel bei . II(z+9)
R in diesem Dreieck ein Rechter ist, gilt
unter Beriicksichtigung des Scheitelwin-
kelsatzes i R P, p_ ho

Mz)+a< = . (4)

2
hy

Aus (2), (3) und (4) folgt schlielich un-
ter Beachtung von II(z+6) < II(z) (was R g
wegen Satz L13 gilt): Q

M(z) — TI(x + 6) < € 5) Abbildung 3.42:

Satz L16: Es gilt lim II(z) =0 .

r—00

Beweis: Da II monoton fallend und nach unten beschriinkt ist (ndmlich durch
die Null), existiert lim,_,o II(z). Wir beweisen Satz L16 indirekt und nehmen
dazu an, es sei lim,_,o II(z) = @ mit a > 0. Wegen der Monotonie gibt es dann
kein z mit II(z) < a. Dazu werden wir einen Widerspruch konstruieren. Nach
unserer Annahme existiert fiir jedes § > 0 ein z; mit

M(z1) =a+56. (6)

Weiterhin existiert nach Satz L14 fiir jedes € > 0 eine Zahl x5 mit
™
H(.’Eg) = 5 — €. (7)

Da e und § frei wahlbar sind, kénnen wir sie so wahlen, daf sie fiir ein beliebiges
a die Bedingungen

e<% und d<e (8)

erfiillen. Wir betrachten nun eine Gerade g und eine zu g senkrechte Halbgerade
QPT mit Q € g und |QP| = z; sowie eine zu g parallele Halbgerade h™ mit
dem Anfangspunkt P (siehe Abb. B.43]). Wegen (6) gilt

Z(PQT AT =Tl(z1) =a+4 . (9)

Weiterhin sei f eine Halbgerade, die mit A" auf der Seite von g einen Winkel
mit dem Maf} 2¢ einschlieit, wir schreiben 3 := Z(PQ™T, f1).

Z(SPR) =7 — (g—e) —2—f03= g—e—(a—l—é—%) = g—l—e—a—é.(ll)
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Wegen (9) gilt
B=a+0—2e. (10) S

Schliellich sei R ein Punkt der
Winkelhalbierenden des Winkels
Z(ht, f7) mit |PR| = x9, k die
Senkrechte in R zu der Win-
kelhalbierenden PR und S der f=

Schnittpunkt der Geraden k und \@

PQ. Wegen /(hT, f7) =7 — 2¢ P

ist Z(ht,PRY) = T —e. We-

gen (7) ist die Gerade k sowohl 1 .

zu ht als auch zu f~ parallel. ™ f

In dem rechtwinkligen Dreieck Q g

PRS gilt fiir den Winkel bei P

unter Beriicksichtigung von (10) Abbildung 3.43:

Wegen (8), (11) und des Innenwinkelsatzes der Lobatschewski-Geometrie ist
weiterhin

Z(PSR)<7T—%—(%+€—O&—(5)=a+(5—6<04. (12)
Andererseits ist aber, da nach der Transitivitit der Parallelitdt & und g par-
allel sind, Z(PSR) Parallelwinkel in S in Bezug auf die Gerade g und somit
Z(PSR) = TI(JQS]). Wegen (12) bedeutet dies einen Widerspruch dazu, dafl
fiir keine Zahl = der Parallelwinkel II(x) kleiner als « sein kann. 0

Satz L17: Die Funktion II nimmt jede reelle Zahl aus dem offenen Intervall
(0,%) als Funktionswert an.
Aufgabe 18: Beweisen Sie den Satz L17!

Satz L18: Die Funktion I besitzt eine auf dem Intervall (0, %) definierte Um-
kehrfunktion 1171, Diese Funktion II™% ist auf ihrem gesamten Definitionsbe-
reich stetig und streng monoton fallend. Ihr Wertebereich ist das offene Intervall
(0,00).

Beweis: Da die Lobatschewskische Funktion II streng monoton fillt (Satz L13),
ist sie eineindeutig und somit umkehrbar. Auflerdem folgt daraus die Monotonie
der Umkehrfunktion II~!, ebenso wie sich ihre Stetigkeit aus der Stetigkeit von
IT ergibt. Definitions- und Wertebereich von II-! entsprechen dem Werte- bzw.
Definitionsbereich von II. O
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Die Satze L13 — L18 ermogli- Y
chen es, den qualitativen Ver-
lauf der Funktionen IT und
II-! graphisch darzustellen
(sieche Abb.[B:44). Es sei dazu
noch ohne Beweis vermerkt,
da} die Funktion II auf ih-
rem gesamten Definitonsbe-
reich konvex ist. (Der Beweis
dieser Tatsache ist allerdings
sehr aufwendig, er kann bei-

vl
.

s x
spielsweise in [30] nachgelesen 2
werden.) Abbildung 3.44:

3.4.3 Schluflfolgerungen aus den Eigenschaften der
Funktion II

1. Im ,,Kleinen“ ndhert sich die Lobatschewski-Geometrie mit allen
ihren Eigenschaften der euklidischen Geometrie an.

Diese Schluffolgerung ergibt sich aus dem Satz L.14: Fiir sehr gering ausgedehnte
Bereiche ist der Parallelwinkel nahezu gleich 7, damit sind die beiden Parallelen
zu einer Geraden durch einen Punkt kaum voneinander zu unterscheiden, fiir
sehr kleine Bereiche 143t sich nur noch eine Parallele erkennen. Alle geometri-
schen Eigenschaften nidhern sich deshalb in sehr kleinen Bereichen denen der
euklidischen Geometrie an, da die Unterschiede beider Geometrien nur auf den

verschiedenen Parallelenaxiomen beruhen.

Aus der Tatsache, daf} sich die Lobatschewski-Geometrie ,im Kleinen“ fast
wie die euklidische Geometrie verhilt, resultiert ein interessanter Gedanke: Es
wére durchaus moglich, dafl unser realer Raum eine Struktur besitzt, die der
Lobatschewski-Geometrie entspricht, wir aber diese Struktur wegen der sehr
kleinen Bereiche, in denen wir uns bewegen, nicht wahrnehmen und nur die
euklidischen Eigenschaften erkennen. Eine &hnliche Situation hatten wir be-
reits bei der Behandlung der sphérischen Geometrie zu verzeichnen. Auch die
sphérische Geometrie besitzt fiir sehr kleine Teile der Kugeloberfliche Eigen-
schaften, die denen der euklidischen Geometrie sehr nahe kommen. Mit grofler
werdenden Dimensionen weichen sowohl die sphérische als auch die Lobatschew-
skische Geometrie immer stédrker von der euklidischen Geomtrie ab, und zwar
in ,entgegengesetzte Richtungen®. Die euklidische Geometrie liegt in all ihren
Eigenschaften zwischen der sphérischen (bzw. elliptischen) und der Lobatschew-
skischen (hyperbolischen) Geometrie. Diese Tatsache legt es nahe, auf alle drei
Geometrien noch von einem vollig anderen, héheren Standpunkt zu blicken, was
Gegenstand des Abschnitts 3.6 ist.
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2. In der Lobatschewski-Geometrie gibt es eine ,,absolute Linge*.

Durch einen gestreckten Winkel (bzw. Teile eines solchen, die beispielsweise
durch Halbierung gewonnen werden konnen) sind in der euklidischen Geome-
trie absolute Winkelgrifien gegeben, die sich durch eine abstrakte Vorschrift
beschreiben lassen. So ist die Grofle eines rechten Winkels durch die Kon-
struktionsbeschreibung ,, Errichtung der Senkrechten“ gegeben und bedarf keiner
willkiirlich festgelegten Eichhilfen, wie des Einheitsmeters. Im Gegensatz dazu
gibt es in der euklidischen Geometrie keine absoluten Streckengréfien. Die Lénge
einer Strecke 1a3t sich durch keine Konstruktionsvorschrift und keine Formel an-
geben, wenn nicht schon die Lénge einer anderen Strecke festgelegt ist. Die Ein-
heit der Linge ist einer willkiirlichen Festlegung unterworfen (im Gegensatz zu
den Winkelmafeinheiten). In der sphérischen Geometrie gibt es demgegeniiber
sehr wohl eine absolute Lénge: die Lédnge eines Grofikreisbogens. Auch in der
Lobatschewski-Geometrie existieren absolute Ldngen. Sie lassen sich aus abso-
luten Winkeln (die in allen drei Geometrien gleichermaflen existieren) mittels
der Funktion II, genauer ihrer Umkehrfunktion, ermitteln. Beispielsweise wird

durch
-1 )

eine Lange [ ausgezeichnet, die keinerlei Willkiir unterliegt. Die Existenz einer
absoluten Lénge ist mit der Nichtexistenz &hnlicher Figuren verbunden. Das
Vorhandensein &hnlicher Figuren (die nur in der euklidischen Geometrie existie-
ren) schlieffit die Moglichkeit der Bestimmung absoluter Léngen aus.
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3.5 Hyperbolische Trigonometrie

Unter hyperbolischer Trigonometrie werden die in der Lobatschewski-Geometrie
geltenden trigonometrischen Beziehungen verstanden. Bei der Herleitung dieser
Beziehungen gehen wir dhnlich vor wie bei der Behandlung der sphérischen
Trigonometrie in den Abschnitten 1.3.1 und 1.3.2: Wir untersuchen zunéchst
rechtwinklige nichteuklidische Dreiecke und nutzen die dabei gewonnenen Zu-
sammenhénge, um Beziehungen zwischen den Stiicken beliebiger (schiefwinkli-
ger) Dreiecke aufzustellen. Zuvor miissen wir jedoch noch einmal auf die Lobat-
schewskische Funktion IT zuriickkommen, die bei der Herleitung der Formeln
der nichteuklidischen Trigonometrie von wesentlicher Bedeutung ist.

3.5.1 Gleichungsdarstellung der Funktion II

Die beiden im letzten Abschnitt gezogenen wichtigen Schlu3folgerungen bedurf-
ten keiner Gleichungsdarstellung der Lobatschewskischen Funktion, die mit den
Séatzen L13 — L18 hergeleiteten qualitativen Eigenschaften dieser Funktion wa-
ren dafiir ausreichend. Fiir die Herleitung der trigonometrischen Formeln wer-
den wir jedoch Gleichungen fiir die Funktion IT und ihre Umkehrfunktion II~!
bendtigen, deren Herleitung allerdings recht langwierig ist. (Sie kann u. a. in
[10] und [30] nachgelesen werden.) Wir beschrénken uns hier deshalb darauf,
die Formeln zu nennen:

II(z) = 2 - arctanexp (—%) ) (1)

I '(¢) = —R-Intan (%) = R-Incot (%) : (2)

Dabei ist R eine Konstante (Kriimmungsradius), die mit dem Kugelradius in
der sphirischen Geometrie vergleichbar ist (wir gehen darauf in Abschnitt 3.6.1
nédher ein). Wie in der sphérischen Geometrie werden wir im folgenden R = 1
setzen.

Anhand von Gleichung (1) kann die Funktion II(z) auch fiir negative x sowie
fiir x = 0 betrachtet werden, obwohl diese Funktion zunéchst nur fiir positive
Argumente definiert war. Dabei gilt

™

II(—z) =7 —II(z) und II(0) = R (3)

Fiir die Herleitung der trigonometrischen Beziehungen an rechtwinkligen nicht-
euklidischen Dreiecken benétigen wir noch einige weitere Gleichungen, denen
die Funktionen IT und 1! geniigen. Statt (1) kénnen wir (mit R = 1) auch
schreiben

=exp(—x) = xpz (4)

tan

II(x) 1
2



3.5. HYPERBOLISCHE TRIGONOMETRIE 205

wegen der fiir beliebige o geltenden Beziehungen

. 2-tan o 1 — tan? «
sin 2 = —— und cos2a = ——
1+ tan® « 1+ tan® «

ergeben sich aus (@) die Gleichungen
2 -exp(—x) 2

. H — p— d
sin II(x) 1 +exp?(—x) expx+ exp(—z) " “

_1—exp?(—x) expa —exp(—x)
cosI(z) = 1+exp?(—x) expx+exp(—x) (6)

Hyperbolische Funktionen

Um die Gleichungen (B) und (B) kiirzer formulieren zu koénnen, verwenden wir
die sogenannten hyperbolischen Funktionen (auch Hyperbelfunktionen genannt).
Diese Funktionen sind folgendermafien definiert:

expx — exp(—x) expx + exp(—x)

sinhx := 2 ,

, coshz:=

sinh x cosh x
, cothx :=

sinhz

Die Funktionsnamen werden als sinus hyperbolicus, cosinus hyperbolicus,. .. ausgesprochen.
Die Bezeichnung “hyperbolische Funktionen“ beruht unter anderem darauf, dafl diese Funk-
tionen in Parameterdarstellungen von Hyperbeln auftreten:

Durch z(t) = acosht und y(t) = bsinht wird eine Hyperbel beschrieben. Analog dazu kénn-
ten die gewohnlichen Winkelfunktionen , elliptische Funktionen“ genannt werden, da Ellipsen

durch z(t) = acost, y(t) = bsint darzustellen sind.

Im folgenden sind einige wichtige Eigenschaften der hyperbolischen Funktio-
nen aufgefithrt (die alle durch sehr einfache Umformungen verifiziert werden
kénnen):

cosh(—z) := coshz , sinh(—z):= —sinhz ,
cosh?z —sinh®*z =1, coshz +sinha = exp(+z) .

Wir vermerken weiterhin, daf fiir die hyperbolischen Funktionen (bis auf das
Vorzeichen bei cosh(z + y) die gleichen Additionstheoreme gelten, wie fiir die
trigonometrischen Funktionen:

sinh(z £+ y) = sinhx - coshy & coshz - sinhy ,

cosh(z £ y) = coshz - coshy £ sinhx - sinhy .



206 KAPITEL 3. LOBATSCHEWSKI-GEOMETRIE

Unter Verwendung der hyperbolischen Funktionen erhalten die Gleichungen (B
und (@) folgende Gestalt

1
L TT() —
sin II(x) coshz (7)
cosII(z) = tanhz . (8)
Aus (@) und (B) ergibt sich
in IT 1 1
tanTI(z) = sin () = . (9)

cosII(x) " tanhz -coshz  sinhz

Durch Einsetzen von y fiir II(x) und II~!(y) fiir z in (@), (@), @) und (@) ergeben
sich schlielich noch die folgenden Gleichungen:

- Y
exp (—1II ! (y)) = tan 50 (10)
cosh I (y) = —— (11)
vI= siny ’
sinh I (y) = tang =coty und (12)

tanh T (y) = cosy . (13)
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3.5.2 Trigonometrische Beziehungen in rechtwinkligen Drei-
ecken

Es sei ABC ein bei C rechtwinkliges Dreieck mit o := Z(BAC),
B = Z(ABC), a = |BC|, b := |AC| und ¢ := |AB|. Wegen des Innenwin-
kelsatzes und der Tatsache, dafl sich BA* und CA sowie ABT™ und CB in A
bzw. B schneiden (und somit die Halbgeraden BA* und AB™ zu den Geraden
CA bzw. CB weder parallel sein noch divergieren kénnen), miissen folgende
Bedingungen erfiillt sein.

atp< g , (14)
a <TI(b) bzw. b<II"'(a) und (15)
B <TIl(a) bzw. a<II Y(p). (16)

Wir bezeichnen die Halbgerade CB™ mit a™, die Halbgerade CB~ mit a~,
die zu BC parallelen Geraden durch den Punkt A mit h; und hy sowie die
Halbgeraden dieser beiden Geraden auf der jeweiligen Seite der Parallelitit zu
BC mit hi und hj (siehe Abb.[34H). Es ist demnach

Z(ACT b)) = Z(ACT, hY) =T1(b) . (17)

Ist D ein Punkt auf ABT mit |[AD| = c¢+117%(3) (also |[BD| = I171(3) bzw. 3 =
II(|BD|)) und d* eine zu AD senkrechte Halbgerade mit dem Anfangspunkt D
in der Halbebene von ADC ™, so ist dt parallel zu at und nach der Transitivitéit
auch parallel zu h;‘ Es gilt deshalb

Z(AD™,hf) =T(|AD|) = II (c + 117" (B)) (18)

Abbildung 3.45:
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und wegen (7))
b)) =11 (c+ 1T (B)) + o . (19)

Ist nun weiterhin £ € BA' mit 8 = II(|BE|) bzw. |BE| = II71(3) und e* die
Senkrechte zu AB mit dem Anfangspunkt E in der Halbebene BAC™, so gilt
fiir den in Abb. dargestellten Fall ¢ > I171(3) (also E € AB) wegen der
Parallelitiit von et zu @~ (und deshalb auch zu h})

O0b)+a=MH(c-1I"" () . (20)

Falls jedoch II-1(3) grofer ist als ¢, so liegt der Punkt E auBerhalb der Strecke
AB auf der Halbgeraden AB™ und (¢ —II"! (8)) ist negativ. Wegen (B) trifft
die Gleichung (20) auch fiir diesen Fall zu.

Aus (@) und @0) ergibt sich nun
M(c—1"(B)—H(c+II"" (B)) =2-a und (21)
M(c—I1(B) + I (c+ 17" (B)) =2-11(b) . (22)

Mit den Gleichungen (2I)) und (22) haben wir zwei grundlegende Beziehungen
zwischen den Stiicken rechtwinkliger Dreiecke hergeleitet. Um in diesen Glei-
chungen die Funktionen IT und II"! zu eliminieren und die Gleichungen damit

in eine aussagekraftigere und iibersichtlichere Form zu bringen, greifen wir nun
auf die Beziehungen @) — ([3) zuriick. Aus (1) folgt zunichst

tan (H(cg{l (5)) H(c+1;1(5))> — tana (23)
und wegen () ist
tan (M) = exp(—c) -exp (II7* (8))  sowie (24)

tan <_H (C +I (5))
2

) = exp(—c) - exp (-II7' (B)) . (25)

Unter Benutzung des Additionstheorems
tanz + tany

t +y)=—""87/—""">=" 26
an(z +y) 1 Ftanztany (26)

ergibt sich aus ([Z3) durch Einsetzen von (24) und (Z5):

—1'(p))
—1=4(5))

exp(—c) - exp (II71(B)) — exp(—c) - exp (

14 exp(—c) - exp (II71(3)) - exp(—c) - exp (

exp(—c) - [exp (II71(8)) — exp (~1I71(3))]
1+ exp?(—c)

tana =
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und bei Verwendung der hyperbolischen Funktionen wird daraus

2 - sinh (H_1 (ﬁ)) sinh (H_l (ﬁ))
tana = = :
exp ¢ + exp(—c) cosh ¢

SchlieBllich ersetzen wir in dieser Gleichung mittels (I2]) noch II71(3) und erhal-
ten

cot
tana = b beziehungsweise
coshe
coshe =cota-cotf . (27)

Auf analoge Weise kann aus (22) unter Beachtung von (9), (Il), [24), ([25) sowie
des Additionstheorems (26)) hergeleitet werden:

sin 3 = . (28)

Durch Vertauschung der Bezeichnungen a und b sowie o und 8 (was méglich ist,
da an diese Seiten bzw. Winkel keine besonderen Bedingungen gestellt waren)
kann statt (28) auch

(29)

geschrieben werden. Durch elementare Umformungen lassen sich aus (27), (28)
und (29) noch folgende Beziehungen herleiten:

coshc = cosha - coshbd , (30)
cos 3 = tanha - cothc (31)
cosa = tanhb - cothc (32)
sinhb = tanha - cot « (33)
sinha = tanhd - cot 8 (34)
cos 8 =sina - coshb | (35)
cosa =sin3 - cosha , (36)

Die Gleichungen [27) — ([B6) sind die Grundformeln der hyperbolischen
Trigonometrie fiir rechtwinklige Dreiecke. Mit ihrer Hilfe kann jede Be-
rechnung von Groéflen fehlender Stiicke an rechtwinkligen Dreiecken vorgenom-
men werden, falls (auBer dem rechten Winkel) mindestens zwei Stiicke gegeben
sind. Voraussetzung dafiir ist allerdings, daf§ Dreiecke mit den gegebenen Gréfien



210 KAPITEL 3. LOBATSCHEWSKI-GEOMETRIE

iiberhaupt existieren, was nur dann der Fall ist, wenn diese den eingangs dieses
Abschnitts aufgefithrten Bedingungen (14)) — (I0)) geniigen. Anderenfalls liefern
die Formeln (27) — (B6) unmdogliche Werte. Dieses Problem ist dem in Abschnitt
1.3.1 fiir die sphérische Trigonometrie beschriebenen sehr dhnlich. Es bestehen
aber noch mehr Parallelen zwischen der sphérischen und hyperbolischen Trigo-
nometrie: Beim Vergleich der in diesem Abschnitt hergeleiteten Formeln ([27) —
(36) mit den Formeln (11) — (20) des Abschnitts 1.3.1 ist unschwer festzustel-
len, dafl diese bis auf eine , Kleinigkeit* vollig identisch sind: In den Formeln
der sphérischen Trigonometrie treten vor den Seitenldngen die ,,gew6hnlichen®
Winkelfunktionen auf, in (27) — (36) stehen stattdessen die hyperbolischen Funk-
tionen (was leider dazu fiihrt, da§ wir fiir die hyperbolische Geometrie keinen
so markanten Merksatz wie die Nepersche Regel formulieren kénnen). In dieser
,Kleinigkeit* kommt jedoch bereits der gesamte qualitative Unterschied zwi-
schen der sphérischen Geometrie und der Lobatschewski-Geometrie quantitativ
zum Ausdruck, was wir nach der Herleitung des Sinussatzes und in Abschnitt
3.6 noch niher untersuchen werden.

3.5.3 Trigonometrische Beziehungen in schiefwinkligen
Dreiecken

Wir leiten jetzt den Sinussatz und die Kosinussédtze der hyperbolischen Trigo-
nometrie her. Es sei ABC ein beliebiges Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ sowie
den jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkeln a, 5 und «. D sei der Schnitt-
punkt der Hohe h. mit AB (sieche Abbildung BZ6 der Schnittpunkt D kann
auch auBerhalb der Strecke AB liegen, was aber fiir die folgende Herleitung des
Sinussatzes nicht von Belang ist). Wegen (28) gilt innerhalb der Teildreiecke
ACD bzw. BCD

sinh h, = sinha - sin 3 , (37) C
sinh h, = sinhb-sina . (38)
y
Durch Gleichsetzen von (B7) und (3] -
folgt
sinha sina
- = - . (39)
sinhb  sin
Auf gleiche Weise ergeben sich entspre- «Q
chende Beziehungen fiir a, ¢, a und = A 4 p c—q B

sowie fiir b, ¢, § und . Es gilt daher _
der folgende Satz: Abbildung 3.46:
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Satz L19 (Sinussatz): In einem beliebigen Dreieck mit den Seiten a, b und ¢
sowie den jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkeln o, 8 und ~y gilt

sinha  sinhbd B sinh ¢

sin o sin 3 siny

Wie der Sinussatz der sphérischen Trigonometrie geht auch der Satz L19 fiir sehr
kleine Seitenldngen in den Sinussatz der ebenen Trigonometrie iiber. Dies ergibt
sich daraus, da§ (analog zu lim,_,o 222 sine _ = 1) auch lim,_q M = 1 gilt. Diese
Tatsache 148t sich leicht beweisen. Unter Verwendung der Relhendarstellung der
Exponentialfunktion ist ndmlich

sinhz  expzr —exp(—z) 1 zF o (—a)”
x 27 2 k! k!
k=0 k=0
e} 2-$2k+1 e (L‘2k

1
= 5> . > [
2z = (2k + 1)! = (2k +1)!
Fiir sehr kleine = strebt demnach Smh“" gegen Eins, bleibt dabei aber (wie eben-
falls unschwer zu ersehen ist) stets grofler als Eins, was im Gegensatz zum
Verhalten der Sinusfunktion steht. Es gilt also fiir kleine x
sinx 1 . sinhz sinx sinh x

lim = lim und <l<
z—0 X x—0 x X X

Der ebene Sinussatz ist somit ein Grenzfall sowohl des sphérischen als auch
des hyperbolischen Sinussatzes und steht genau zwischen beiden. Diese Aussa-
ge trifft fiir alle trigonometrischen Formeln in den drei Geometrien zu. Mehr
noch: Die euklidische Geometrie ist, wie wir schon an wichtigen Eigenschaften
sehen konnten und in Abschnitt 3.6 noch ndher ausfithren werden, ein Grenz-
fall zwischen der sphérisch-elliptischen und der hyperbolischen (Lobatschewski-)
Geometrie.

Wir kommen nun zur Herleitung des Seitenkosinussatzes und betrachten dazu
wiederum ein Dreieck mit den Bezeichnungen entsprechend Abbildung B.46] auf
Seite ZT0l Wegen (B0) gilt fiir das Teildreieck BDC'

cosha = cosh h, - cosh(+(c — ¢q)) , (40)

wobei (c—q) einzusetzen ist, falls D innerhalb von AB liegt (wie in Abb. B46]auf
Seite 210 dargestellt) und (¢ — ¢), falls sich D auflerhalb dieser Strecke befindet.
Wegen cosh(—z) := coshz ist das Vorzeichen allerdings unerheblich, wir kénnen
daher auf die Unterscheidung zwischen den beiden Fillen verzichten und mit
(¢ — q) rechnen. Unter Beriicksichtigung des Additionstheorems fiir cosh(c F q)
148t sich (@0) auch in der Form

cosha = cosh h,. - cosh ¢ - cosh ¢ — cosh h. - sinh ¢ - sinh ¢ (41)
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schreiben. Im Teildreieck ADC' gelten wegen (B0), (B4) und (29) die Beziehungen
cosh b = cosh h, - coshq , (42)

cosa sinh h,

sinhq = cot - tanh h, = sna coshi sowie (43)

sinhh, = sina - sinh b . (44)
Aus ([@3) und @) folgt

cosh h, - sinh ¢ = sinh b - cosa (45)

und durch Einsetzen von (@2) und (@A) in (@T) ergibt sich schliellich
cosha = coshb - coshc —sinhb - sinhc- cosa . (46)

Durch zyklische Vertauschung der Stiicke in (@6]) erhalten wir analoge Bezie-
hungen fiir cosb und cos c. Damit ist der folgende Satz bewiesen:

Satz L20 (Seitenkosinussatz): In einem beliebigen Dreieck mit den Bezeich-
nungen der Seiten und Winkel wie in Satz L19 gelten die Beziehungen

cosha = coshb-coshec—sinhb-sinhc-cosa ,
coshb = cosha-coshec—sinha-sinhe-cosf3 und
coshc = cosha-coshb —sinha - sinhb - cos~y .

Satz L21 (Winkelkosinussatz): In einem beliebigen Dreieck mit den Bezeich-
nungen der Seiten und Winkel wie in Satz L19 gelten die Beziehungen

cosaw = —cosf-cosy+sinf-siny - cosha ,
cosf3 = —cosa-cosy+sina-siny-coshb und
cosy = —cosa-cosf+sina-sinf - coshe .

Aufgabe 19: Beweisen Sie den Winkelkosinussatz!
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3.6 Geometrie auf Flichen konstanter
Kriimmung

Wir haben in den vergangenen Abschnitten mehrfach darauf verwiesen, daf die
euklidische Geometrie ein Grenzfall sowohl der sphérischen als auch der Lobat-
schewskischen Geometrie ist und ihre Eigenschaften und trigonometrischen For-
meln zwischen denen dieser beiden Geometrien liegen. Es liegt daher nahe, nach
einer iibergreifenden Einbettung aller drei Geometrien, einem Parameter, der ih-
re unterschiedlichen Eigenschaften quantitativ zum Ausdruck bringt, zu suchen.
Dazu werden wir ein Modell der Lobatschewski-Geometrie entwickeln, welches
sehr gut die Zusammenhinge zwischen der elliptischen (sphérischen) Geome-
trie, der ebenen euklidischen Geometrie und der hyperbolischen (Lobatschewki-
) Geometrie zum Ausdruck bringt. Als Vorbild fiir ein solches Modell wird uns
die Geometrie auf der Kugeloberfliche dienen. Wir beschéftigen uns also mit
der Frage:

Kann auch die Lobatschewski-Geometrie als Geometrie auf einer Fldiche des
Raumes aufgefafit werden, und wie miifite diese Fliche beschaffen sein?

Aufgrund der Tatsache, daf3 die Eigenschaften der euklidischen Geometrie zwi-
schen denen der sphérischen und der Lobatschewskischen Geometrie liegen sowie
beide letztgenannte Geometrien sich der euklidischen Geometrie ,,im Kleinen“
anndhern, konnen wir uns bei der Suche nach einer derartigen Flidche von zwei
Bedingungen leiten lassen:

1. Eine Fléche, auf der die Lobatschewski-Geometrie modelliert werden soll,
mufl sich in kleinen Umgebungen jedes ihrer Punkte anndhernd durch eine
euklidische Ebene ersetzen lassen.

2. Die inneren Eigenschaften einer solchen Fliche miissen so beschaffen sein,
daf} die Eigenschaften einer euklidischen Ebene zwischen denen der Sphére
und denen unserer gesuchten Fléche liegen.

Die erste Bedingung 148t sich leicht erfiillen: Sie ist gegeben, wenn sich in jedem
Flachenpunkt eine Tangentialebene an die Fliche legen 1d8t. Die Existenz einer
solchen Tangentialebene an eine Flédche in einem ihrer Punkte héngt, analog
zur Existenz der Tangenten an Kurven, von der Differenzierbarkeit der Fliache
(genauer: ihrer Parameterdarstellung, siche Abschnitt 3.6.1) ab.

Um die zweite Bedingung zu erfiillen, befassen wir uns mit der Krimmung
von Flédchen. In der Differentialgeometrie werden mehrere Kriimmungsbegriffe
untersucht, die miteinander im Zusammenhang stehen. Wir interessieren uns
hier fiir die Gaufische Krimmung von Fliachen und werden uns diesen Begriff
zundchst anhand der Sphére und der euklidischen Ebene verdeutlichen. Dabei
werden wir feststellen, daf§ die Ebene eine Fliche der Kriimmung Null (in jedem
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ihrer Punkte) und die Sphére eine Fliche konstanter positiver Kriimmung ist.
Darauthin werden wir nach einer Fléche konstanter negativer Kriimmung suchen
und die Geometrie auf einer solchen Fliche betrachten.

Die Betrachtungen in den nachfolgenden beiden Abschnitten sollen die Behandlung der Lo-
batschewski-Geometrie als Geometrie auf einer negativ gekriimmten Fliche des pseudoeukli-
dischen Raumes in Abschnitt 3.6.3 vorbereiten. Die Kriimmungstheorie von Fliachen ist ein
sehr umfangreiches Teilgebiet der Mathematik und kann in diesem Buch keiner fundierten
Behandlung unterzogen werden. Die Ausfithrungen in Abschnitt 3.6.1 sind daher sehr knapp
gehalten, wobei die Ergebnisse in Hinblick auf unsere Problemstellung und nicht die tieferge-
henden differentialgeometrischen Zusammenhénge im Mittelpunkt stehen. Leser(innen), die
diesbeziiglich ein tieferes Verstandnis erlangen wollen, kénnen dies mit Hilfe eines einfithrenden
Buches in die Differentialgeometrie der Flichen tun. Auch die Behandlung des pseudoeukli-
dischen Raumes in Abschnitt 3.6.2 erfolgt nur sehr kurz, Grundkenntnisse iiber Vektorrdume

und affine Rdume werden dabei als bekannt vorausgesetzt.

3.6.1 Ebene und Sphire als Flichen konstanter
Kriimmung

Flichen sind zweidimensional ausgedehnte Gebilde des dreidimensionalen Raum-
es und konnen durch Parameterdarstellungen beschrieben werden. Parameter-
darstellungen von Flichen sind Funktionen ®, die in Abhéngigkeit von zwei
Parametern u und v die Koordinatentripel der Punkte einer Fliche angeben:

®:R? - R?, (z,9,2) = ®(u,v) .

Parameterdarstellungen von Flidchen kénnen auch durch drei einzelne Gleichun-
gen (eine fiir jede Koordinate) angegeben werden:

=01 (u,v), y=da(u,v), z=>3(u,v).
Eine Parameterdarstellung der xz-y-Ebene ist
(2,y,2) = ®(u,v) = (4,v,0) . (1)

Dabei ist zu bemerken, dafl die Parameterdarstellung einer Fliche keineswegs
eindeutig ist. Verschiedene Parameterdarstellungen kénnen durchaus dieselbe
Fléche beschreiben (die z-y-Ebene wird z. B. auch durch (z,y,z) = (2v,4u,0)
beschrieben). Fiir die Sphére bietet es sich an, die Kugelkoordinaten A und
¢ als Parameter zu verwenden (siche Abschnitt 1.1.1). Eine Sphére mit dem
Koordinatenursprung als Mittelpunkt und dem Radius R wird damit durch die
Parameterdarstellung

(x,y,2) = P(\, ) = R - (cos Acos ¢, sin A cos ¢, sin ¢) (2)

beschrieben.
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Falls die Parameterdarstellung ® einer Fliche F in einem Punkt (u,,v,) to-
tal differenzierbar ist und die partiellen Ableitungen g—i(um Vo) und g—f(um Vo)
(bei denen es sich um Vektoren des R? handelt) linear unabhiingig sind,
so besitzt die Fliche F in ihrem Punkt (z,,¥o,2,) = ®(uo,v,) eine Tan-

gentialebene. Die Tangentialebene wird von den Vektoren %(uo,vo) und

%(uo,vo) aufgespannt. Ein Vektor 7, der auf der Tangentialebene an einen
Punkt (2o, Yo, 20) = P(ue,v,) einer Fliche F senkrecht steht und die Linge
Eins hat, heit Normaleneinheitsvektor der Fliche F im Punkt (2., Yo, 2o)
und 148t sich folgendermaflen berechnen:

b, x D, ) 0P o

T _ = t(pu:_ oy Yo d(pv:_ osVo) -

By X By mi 8u(u V) U av(u Vo)

Die Abbildung 347 auf Seite 217 zeigt die Tangentialvektoren @5 und @, die
Tangentialebene € sowie den Normaleneinheitsvektor 7 in einem Punkt P der
Sphére. Natiirlich kénnen die Normaleneinheitsvektoren an eine Fliache als Funk-
tion der Parameter u und v aufgefalt werden:

n=

i = i(u,v) .

Diese Vektorfunktion kann nun ihrerseits nach den Parametern v und v ab-
geleitet werden (Voraussetzung dafiir ist die zweimalige stetige partielle Dif-
ferenzierbarkeit der Parameterdarstellung ®, die wir im folgenden als gegeben
annehmen). Die partiellen Ableitungen der Funktion der Tangenteneinheitsvek-
toren einer Fliche F in einem Punkt ®(u,,v,) bezeichnen wir mit i, (ue,v,)
und 72, (1o, v,). Beide partielle Ableitungen liegen in der linearen Hiille der Tan-
gentialvektoren @, und ¥, es gilt also fiir beliebige (u,,v,):

ﬁu(umvo) X ﬁv(umvo) || q)u(umvo) X q)’u(umvo) .

Die Gaufische Kriimmung k in einem Punkt (2., Yo, 20) = P(uo,v,) einer
Flache F wird durch die folgende Gleichung definiert:

T (Uoy Vo) X Ty (Uo, Vo) =k + Py (Uo, Vo) X Pop(Uo, Vo) - (3)

Fiir Leserinnen und Leser, die iiber Kenntnisse der Kurventheorie verfiigen, sei erwdhnt, dafl
die Gaulsche Kriimmung das Produkt der beiden sogenannten Hauptkriimmungen k1 und ko
ist, wobei k1 und k2 die Kriimmungen in den beiden Hauptkriimmungsrichtungen sind. Dabei
handelt es sich um Richtungen, fiir welche die Kriimmung einer Kurve auf der Flache durch
den betrachteten Punkten maximal bzw. minimal ist. Die Gaufische Kriimmung in einem
Punkt P einer Fliche ist somit das Produkt der Kriimmungen zweier Fliachenkurven durch

den Punkt P, von denen eine maximal und die andere minimal gekriimmt ist.

Fiir die 2-y-Ebene mit der Parameterdarstellung (1) gilt nun in jedem Punkt
(wie sich durch Ableiten der Parameterdarstellung sofort ergibt):

O(u,v,0) O(u,v,0)

P = ou ov

=(1,0,0), @, = =(0,1,0),
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. O, x ~ 7
"= m = (07071) s Ny = (07070) y Ny = (0’070) U.l’ld

iy X ity = (0,0,0) .

Die Gaufische Kriimmung ist also (wie anhand von (3) sofort zu sehen ist) in
jedem Punkt der z-y-Ebene gleich Null (was auch fiir jede andere Ebene zutrifft).

Wir kommen zur Untersuchung einer Sphére mit dem Koordinatenursprung als
Mittelpunkt und dem Radius R. Anhand der Parameterdarstellung (2) ergibt
sich

R- (,% (cos A cos ¢, sin A cos ¢, sin @)

= R-(—sin\cos¢, cosAcos¢, 0) ,
®y, = R-(—cosAsing, —sinAsin g, cos¢) sowie
N @)\ X (I>¢

n = ———— = (cos \cos ¢, sin Acos ¢, sin¢) .
|‘b)\><q)¢| ( )

Dy

Der Normaleneinheitsvektor ist somit in jedem Punkt gleich dem mit % multipli-

zierten Ortsvektor (Radiusvektor) 7 in diesem Punkt, was nicht weiter verwun-

dert, da der Radius senkrecht auf der Tangentialebene in einem Sphérenpunkt

steht (siehe Abb.[34T). Es gilt somit

A0 0) = 5 B0) iia= 5 By wnd iy =

n == My = —= und 7y = =

) R ) ) A R A o} R

Anhand von Gleichung (3) ist hieraus sofort ersichtlich, daf} die Kriimmung der
Sphére in jedem ihrer Punkte den Wert

D, .

k= @
hat. Daf} eine Flache in jedem Punkt die gleiche Kriimmung hat, ist keineswegs
der Normalfall. Fiir die iibergrofie Mehrheit der Fléchen trifft dies nicht zu.

Wir wissen nun, daf3 die sphérische und die ebene euklidische Geometrie als
Geometrien auf Flichen konstanter Kriimmung aufgefafit werden kénnen. Im
folgenden wenden uns der Frage zu, ob eine solche Fliche auch als , Triger®
der Lobatschewski-Geometrie existiert, ob also ein Modell der Lobatschewski-
Geometrie als Geometrie auf einer Fliche konstanter Kriimmung moglich ist.
Da die Sphére eine konstante positive Kriimmung besitzt und die Kriimmung
der Ebene Null betréigt, liegt es nahe, dazu Fliachen mit konstanter und dabei
negativer Kriimmung in Betracht zu ziehen.

Eine Fldche mit konstanter negativer Kriimmung innerhalb des euklidischen
Raumes ist die Pseudosphire (ihr Name weist schon auf die Verwandtschaft



3.6. GEOMETRIE AUF FLACHEN KONSTANTER KRUMMUNG 217

Abbildung 3.47: Abbildung 3.48:

mit der Sphire als Fliche mit ebenfalls konstanter Kriimmung hin). Es han-
delt sich bei der Pseudosphire um die Rotationsfliche einer speziellen Kurve,
der sogenannten Traktrix (auch als Schleppkurve bekannt). Die Abbildung B.48]
zeigt eine Pseudosphiire, die durch Rotation einer Traktrix um die z-Achse ent-
stand. Diese Pseudosphiire wird durch folgende Parameterdarstellung (mit den
Parametern p und X\ sowie einer Konstante R) beschrieben:

R+ \/R2—p2
T=p-cosA, y=p-sin}, z:R~ln%—\/R2—p2.

Die Kriimmung der Pseudosphire ist in jedem ihrer Punkte k = f%.

Die Geometrie auf der Pseudosphére wurde um 1840 durch MINDING einge-
hend untersucht, ohne dafl dieser jedoch einen Bezug zu den Erkenntnissen Lo-
BATSCHEWSKIs hergestellte. BELTRAMI griff auf die Untersuchungen MINDINGs
zuriick und schuf auf dieser Grundlage 1868 das erste Modell der Lobatschewski-
Geometrie. Er trug damit mafigeblich zu einer breiteren Akzeptanz der Loba-
tschewski-Geometrie bei. Die Modellierung der Lobatschewski-Geometrie auf
der Pseudosphiére iiberzeugte viele Mathematiker davon, dafl es eine solche Geo-
metrie iiberhaupt gibt und ermdoglichte, sich unter der Lobatschewski-Geometrie
,etwas Konkretes“ vorzustellen. Sehr ausfiihrlich wird die Geometrie auf der
Pseudosphére in [39] und [40] behandelt. Wir werden hier nicht néher dar-
auf eingehen und die Lobatschewski-Geometrie auf einer anderen Fliche mit
konstanter negativer Kriitmmung betrachten, die mit der Sphére noch enger in
Beziehung steht als die Pseudosphére.

Aus (4) wird sofort ersichtlich, dafl eine Sphéire eine negative Kriitmmung hétte,
wenn ihr Radius imagindr wére. Der Radius einer Sphére kann aber in dem
uns vertrauten euklidischen Punktraum keine imaginére Zahl sein, da Absténde
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immer nichtnegative reelle Zahlen sind. Wir benétigen daher, um eine Sphére
mit imagindrem Radius (und damit negativer Kriimmung) zu betrachten, einen
anderen Abstandsbegriff als den gemeinhin verwendeten und somit (da der
Abstand auf dem Skalarprodunkt basiert) ein veréindertes Skalarprodukt. Ein
Raum, dem ein Skalarprodunkt, das imagindre Absténde zuldfit, zugrundeliegt,
ist der pseudoeuklidische Raum.

3.6.2 Der pseudoeuklidische Raum

Unter einem euklidischen Raum verstehen wir ein Tripel (A, V., {(,)), wobei
A ein affiner Punktraum, V ein zugehoriger Vektorraum (wir werden der Ein-
fachheit halber sowohl fiir A als auch fiir V' den R? betrachten) und (,) eine
positiv definite symmetrische Bilinearform (Skalarprodukt) ist. Um zu einem
pseudoeuklidischen Raum zu gelangen, miissen wir nur an der Bilinearform (, )
Verdnderungen vornehmen.

Eine positiv definite symmetrische Bilinearform (,) ist eine Abbildung
(,) : VxV — R, die folgenden Bedingungen geniigt:

1. (,) ist bilinear (linear in beiden Argumenten), d. h. es gilt fiir beliebige
flaf%glagé € V und )\,,U, € R:

<)\fl +M£27gl> = )\<
(T1, M+ pifz) = N

— =

2. (,) ist symmetrisch: fiir beliebige ¥,y € V gilt (Z, 7)) = (¥, T).

3. (,) ist positiv definit: Fiir jeden (vom Nullvektor verschiedenen) Vektor
7 eV gilt (Z,Z) > 0.

Beziiglich des sogenannten kanonischen Skalarprodukt des R?, welches eine spe-
zielle positiv definite symmetrische Bilinearform dieses Vektorraums mit

<(17030)7(13070)> =1, <(031>0)v(07130)>:13 <(O>031)7(03071)>
<(17030)7(03170)> =0, <(13070)v(07031)>:03 <(O>130)7(03071)>

L
0

ist, sind die Linge eines Vektors & = (z,y,z) bezichungsweise der Abstand
zweier Punkte A = (z4,y4,24) und B = (zB,yB, 2p) in der gewohnten Weise
zu berechnen:

17| = Va2 +y2 422, |[AB|=+/(zp —24)2+ (yp —ya)? + (2B — 24)% .




3.6. GEOMETRIE AUF FLACHEN KONSTANTER KRUMMUNG 219

Um zu einem pseudoeuklidischen Raum zu gelangen, betrachten wir ebenfalls
eine symmetrische Bilinearform, ersetzen aber die oben genannte Eigenschaft 3.
durch

3. (,) ist indefinit: Es existieren Vektoren # € V mit (Z, Z) > 0 und Vektoren
¥ €V mit (¢,7) <0.

Ein Tripel (A, V, {,)) mit einer indefiniten symmetrischen Bilinearform (, ) heifit
pseudoeuklidischer Raum. Eine indefinite symmetrische Bilinearform inner-
halb des R3 wird beispielsweise durch

((1,0,0),(1,0,0)) = 1, ((0,1,0),(0,1,0)) =1, ((0,0,1),(0,0,1)) = —1,
((1,0,0),(0,1,0)) = 0, {(1,0,0),(0,0,1)) =0, ((0,1,0),(0,0,1)) =0

gegeben. Beziiglich dieser Bilinearform ergibt sich fiir das Produkt zweier Vek-
toren &1 = (z1,y1,21) und T = (22, Y2, 22)

<fl,fg> =T1T2 + Y1Y2 — 2129 . (5)

Die Lénge eines Vektors & = (x,y,z) sowie der Abstand zweier Punkte A,
B mit A = (x4,ya,24) und B = (2p,yp,25) werden dann durch folgende
Gleichungen bestimmt:

7] = Vat+y? -2, (6)
|AB| = \/(zp —x4)>+ (ys —ya)? — (28 — 24)? . (7)

Die Definition des Winkels ¢ zweier Vektoren #; und Z im pseudoeuklidischen
Raum unterscheidet sich formal nicht von der im euklidischen Raum:

Lo (T, %)
cosp = cos £ (T1,T2) = ————— . 8
) = T T )
Jedoch kann (im Gegensatz zum euklidischen Raum) sich nun aus (§) durchaus
fiir cos ¢ ein Wert ergeben, der grofler ist als Eins. Da dies fiir den Kosinus eines
reellen Winkels nicht zutreffen kann, ist ¢ in diesem Falle imaginér, es gilt also
¢ = -1, wobei ¥ € R und 7 die imaginére Einheit ist. Da fiir reelle 1 stets gilt

cos(t) - i) = cosh )

(wobei der Kosinus Hyperbolicus einer reellen Zahl stets grofier oder gleich Eins
ist, siehe die Definition dieser Funktion in Abschnitt 3.5.1) kann fiir diesen Fall
der Winkel ¢ zwischen den Vektoren Z; und #s durch

L(F,%2) =i mit coshy) = M
|Z1] - [

(9)

errechnet werden.
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Aus (@) geht hervor, dal der Abstand zweier Punkte eine positive reelle Zahl,
Null oder eine imagindre Zahl sein kann. Wir untersuchen im folgenden, fiir
welche Punkte der Abstand vom Koordinatenursprung Null, fiir welche er reell
positiv oder imaginér ist. Damit ein Punkt A vom Koordinatenursprung O =
(0,0,0) den Abstand Null hat, mufl wegen (7)

x,24+y,24*zl24:() bzw. ZA::E\/M

gelten. Dies bedeutet, daff die Punkte,
die von O den Abstand Null haben, auf
der Mantelfléiche eines Kegels liegen, des-
sen Spitze der Koordinatenursprung O
und dessen Achse die z-Achse ist. Die-
ser Kegel heifit isotroper Kegel (siche
Abb. B49)). Natiirlich handelt es sich da-
bei nur aus duerer (euklidischer) Sicht
um einen Kegel. Aus innerer, pseudoeu-
klidischer Sicht ist der isotrope Kegel ei-
ne Sphére mit dem Radius Null. Fiir alle
Punkte, deren Abstand zu O positiv ist,
muf}

Abbildung 3.49:

Za <wh+yh
und fiir alle Punkte, deren Abstand zu O imaginér ist,
24> 2% +yh

zutreffen. Somit liegen alle Punkte mit imagindrem Abstand zu O innerhalb
und alle Punkte mit positivem reellen Abstand zu O auflerhalb des isotropen
Kegels. Bei der Suche nach einer Sphére mit imagindrem Radius (also einer
Menge von Punkten, die alle von O denselben imaginéiren Abstand haben) wer-
den wir also zu einer Punktmenge innerhalb des isotropen Kegels gelangen. Im
Abschnitt 3.6.3 wird sich herausstellen, dafl eine solche Sphére die Gestalt eines
zweischaligen Rotationshyperboloids hat und auf dieser Fliche alle Eigenschaf-
ten der Lobatschewski-Geometrie erfiillt sind. Zuvor jedoch wollen wir uns kurz
die Bedeutung des pseudoeuklidischen Raumes (der auch als Minkowski-Raum
bezeichnet wird) fiir die spezielle Relativitédtstheorie vor Augen fiihren.

Die 1905 von ALBERT EINSTEIN begriindete spezielle Relativitdtstheorie ist eine
Theorie iiber die Struktur von Raum und Zeit, die auf folgender Grundannahme
beruht:
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Relativitdtsprinzip: Alle Inertialsysteme sind gleichberechtigt. Durch kein Ex-
periment kann ein Inertialsystem ausgezeichnet werden. In allen Inertialsyste-
men breitet sich das Licht im Vakuum mit derselben Vakuumlichtgeschwindig-
keit ¢ aus.

Unter Inertialsystemen versteht man Bezugssysteme (Koordinatensysteme), in denen ein Kérper,
auf den keine Kraft einwirkt, ruht oder sich geradlinig gleichférmig bewegt. Das Relativitats-
prinzip widerspricht der klassischen (NEwTONschen) Mechanik, in der sich Geschwindigkeiten
stets addieren.

Physikalische Ereignisse lassen sich durch drei Raumkoordinaten z, y und z so-
wie eine Zeitkoordinate ¢ beschreiben. Der R%, d. h. die Menge der Quadrupel
(x,y, z,t) kann daher als Ereignisraum angesehen werden. In diesem Raum sind
verschiedene Inertialsysteme zu betrachten. Der Ubergang von einem Inertial-
systemsystem K zu einem anderen Inertialsystemsystem K’, das sich in Bezug
auf K geradlinig, gleichférmig bewegt, erfolgt durch eine affine Koordinaten-
transformation, die sich durch

/

xz a1 a2 @13 ai4 xz
y' _ @11 QA22 @23 A424 Yy
2] | ann as2 ass am z
t 41 Q42 Q43 Q44 t

beschreiben 14ft, wobei (x,y, z,t) die Koordinaten eines Ereignisses beziiglich
K und (2/,y',2',t') die Koordinaten desselben Ereignisses beziiglich K’ sind.
H. A. LORENTZ folgerte aus dem Relativititsprinzip, da8 bei einem Ubergang
zwischen zwei derartigen Inertialsystemen die Bedingung

x’2 +y/2 JrZ/2 762t/2 — 22 +y2 42222

erfiillt sein muf. Da sich Léngen und Skalarprodukte von Vektoren (Ereignis-
sen) bei einem Wechsel des Bezugssystems nicht dndern sollen, ist es aus dieser
Bedingung heraus naheliegend, im Ereignisraum das Produkt zweier Vektoren

Ty = (21,1, 21,t1) und To = (z2, Yo, 22, t2) folgendermaBen zu definieren:
(Ty, L) = T122 + Y12 + 2122 — C ity .

Die Verwandtschaft dieses Produkts zum Produkt zweier Vektoren des dreidi-
mensionalen pseudoeuklidischen Raumes (siehe Gleichung () ist sofort sicht-
bar. Durch Einfithrung einer leicht verdnderten Basis, beziiglich der die Er-
eignisse #1 und Zo durch die Koordinaten x1, y1, 21, u1 sowie xs, ¥2, 22, U
beschrieben werden (wobei u; = ct; und us = cty ist), erhilt das Produkt die
Gestalt

(Z1,%2) = 2129 + Y1y2 + 2122 — U U2
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und ist damit bis auf die hohere Dimension mit (5] identisch. Der Ereignisraum
der speziellen Relativitédtstheorie ist also ein vierdimensionaler pseudoeuklidi-
scher (Minkowski-) Raum.

Der Minkowski-Raum und seine Anwendungen in der speziellen Relativitdtstheorie konnten
hier nur sehr knapp behandelt werden. Ausfiihrlichere Darstellungen dieser Problematik finden
sich u. a. in [38] und [22].
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3.6.3 Die Geometrie auf einer Sphire mit imaginidrem Ra-
dius als Modell der Lobatschewski-Geometrie

Nach dem Poincaré-Modell in den Abschnitten 3.3.2 — 3.3.6 und dem Klein-
schen Modell in Abschnitt 3.3.7 behandeln wir nun ein weiteres Modell der
Lobatschewski-Geometrie, welches die Analogien zur sphérischen Geometrie sehr
gut verdeutlicht. Da wir dieses Modell innerhalb des dreidimensionalen pseu-
doeuklidischen Raumes aufbauen, nennen wir es pseudoeuklidisches Modell. Wir
betrachten dazu eine Sphére mit imagindrem Radius iR (R € R) und dem Ko-
ordinatenursprung O als Mittelpunkt, also eine Menge von Punkten, die von O
denselben imaginiren Abstand ¢R haben. Wegen der Gleichung () auf S.[219]
gilt fiir die Koordinaten (z,y, z) beliebiger Punkte X auf dieser Sphire

OX)? = 2% +y*> — 2> = —R?, (10)

Die Gleichung ([0l beschreibt im euklidischen Raum (bei Zugrundelegung des
»gewohnlichen® Skalarprodukts) ein zweischaliges Rotationshyperboloid mit der
z-Achse als Rotationsachse (siehe Abb. B50). Da wir auf dieser Fliche ein Mo-
dell der Lobatschewski-Geometrie konstruieren wollen, betrachten wir sie aus
insgesamt drei verschiedenen Sichtweisen heraus:

e als zweischaliges Rotationshyperboloid aus der Sicht der euklidischen Geo-
metrie,

e als Sphdre mit imagindrem Radius aus Sicht der pseudoeuklidischen Geo-
metrie und schlieflich

e als Fbene im Sinne der Lobatschewski-Geometrie.

Im folgenden interessiert uns vorrangig der dritte Aspekt. Wir nennen die Sphére
mit imagindrem Radius, auf der wir die hyperbolische Geometrie (Lobatschewski-
Geometrie) betrachten, kiinftig H-Ebene (hyperbolische Ebene) und bezeich-
nen sie mit H.

Als H-Punkte (hyperbolische, also nichteuklidische Punkte) bezeichnen wir alle
diametralen Punktepaare auf H. Dabei handelt es sich um Paare von Punkten,
die auf einer Geraden durch den Koordinatenursprung liegen (siche Abb.
— die euklidischen Punkte P; und P, werden als ein H-Punkt identifiziert).

H-Geraden sind alle Schnittfiguren der hyperbolischen Ebene H mit (eukli-
dischen) Ebenen, die durch den Mittelpunkt bzw. Koordinatenursprung O ver-
laufen. Pseudoeuklidisch gesehen handelt es sich bei den H-Geraden also um
GroBikreise und euklididisch um Hyperbeln (siehe Abb. B5T).

Die Bezeichnungen , diametrales Punktepaar® und ,,Groflkreis“ erfolgen aus der pseudoeukli-
dischen Sichtweise heraus, nach der H eine Sphére mit dem Mittelpunkt O ist. Geraden, die
durch O verlaufen, kénnen demnach als Durchmesser dieser Sphére aufgefalt werden.
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V7

Abbildung 3.50: Abbildung 3.51:

Zur Gliltigkeit der Inzidenzaziome bei dieser Definition der Punkte und Geraden
ist nur soviel zu sagen, da§ Axiom I/2 erfiillt ist, weil durch zwei vorgegebene
H-Punkte und den Koordinatenursprung genau eine euklidische Ebene verlduft.
Die Giiltigkeit von I/1, I/3 und I/4 ist noch unmittelbarer einzusehen.

Wir betrachten nun die Tangentialebene 7 im Punkt (0,0, R) des Rotations-
hyperboloids H und ordnen jedem H-Punkt P = (Pi, P;) den Punkt P’ auf
7 zu, der sich als Schnittpunkt des durch P verlaufenden Durchmessers mit
der Tangentialebene 7 ergibt (siehe Abb. B52). Bei dieser Abbildung (Pro-
jektion) wird die H-Ebene auf eine offene Kreisscheibe abgebildet, die vom
Schnittkreis der Tangentialebene mit dem isotropen Kegel begrenzt wird. H-
Geraden werden auf Sehnen dieser Kreisscheibe projiziert (Abb. B53). Ohne
Beweis sei erwihnt, dafl durch die Projektion das pseudoeuklidische Modell der
Lobatschewski-Geometrie in das Kleinsche Modell (siehe Abschnitt 3.3.7) tiber-
geht (was fiir die Punkte und Geraden offensichtlich ist, aber auch fiir Absténde,

P
T \\\O

Abbildung 3.52: Abbildung 3.53:
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Winkelmafle und alle anderen geometrischen Objekte zutrifft). Da bei der be-
trachteten Projektion die Bildgeraden von sich schneidenden Geraden ebenfalls
einen Schnittpunkt besitzen miissen, haben umgekehrt Geraden, deren Bilder
sich nicht schneiden, keinen gemeinsamen Punkt. Die Giiltigkeit des Lobatschew-
skischen Parallelenaxioms im pseudoeuklidischen Modell liegt damit auf der
Hand.

Hyperbolische (H-) Abstinde von H-Punkten definieren wir — in Analo-
gie zu den sphirischen Abstéinden in Abschnitt 1.1.2 — als Léngen von Grof3-
kreisbégen, welche die entsprechenden Punkte miteinander verbinden (wobei
es sich bei diesen Groflkreisbogen euklidisch gesehen um Hyperbelbogen han-
delt). Wie in der sphirischen Geometrie besteht ein Zusammenhang zwischen
der Lange des Groflkreisbogens, der zwei H-Punkte P und @ verbindet, und

dem Winkel zwischen den Radiusvektoren OP und O(Q dieser beiden Punkte,
wobei hier die Winkel pseudoeuklidisch zu messen sind (siehe Gleichungen (B)
und (@) auf Seite 219F).

Streng genommen, ist es nicht korrekt, von derartigen Radiusvektoren zu sprechen, da H-
Punkte diametrale Punktepaare sind. Wir betrachten deshalb im folgenden von H-Punkten
jeweils nur den euklidischen Punkt auf der oberen Schale von H, fiir die anderen ,,H&lften*
der H-Punkte (die euklidischen Punkte auf der unteren Schale) gelten natiirlich dieselben
Eigenschaften.

Fiir den H-Abstand |PQ|gy zweier H-Punkte P und @ gilt
PQlu = R+i- Z(0P,0Q) ,

da das Maf3 des Winkels 4(07;, 0OQ) imaginir ist, wird der H-Abstand reell. Die

Berechnung von 4(0?, O—Q}) muf} nach der Formel (@) erfolgen, so daf sich (da
P und @ von O die Entfernung iR haben)

o [PQlE __(OP,0Q) _ (0P,0Q)

R oP|-|oq| R

(OP,0Q)  zprqg+yryq — 2P2Q
R? N R?

ergibt. Mit Hilfe dieser Darstellung des hyperbolischen Abstands liele sich nun
die Giiltigkeit der Abstands- und Anordnungsaxiome im pseudoeuklidischen Mo-
dell nachweisen, worauf wir aber — wie auch auf den Nachweis der Giiltigkeit
des Bewegungsaxioms — verzichten. Eine wesentlich ausfiihrlichere Behandlung
des pseudoeuklidischen Modells der Lobatschewski-Geometrie findet sich u. a.
in [40] und [38].
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3.7 Ausblick

Die Losung des Parallelenproblems sowie die infolgedessen entstandenen nicht-
euklidischen Geometrien trugen zu einem gewaltigen Innovationsschub gegen
Ende des 19. / Beginn des 20. Jahrhunderts sowohl in der Mathematik (speziell
der Geometrie) als auch in der Physik bei. Die Wissenschaften, ja das gesamte
Weltbild unseres Jahrhunderts wurden durch diese Entwicklungen mafigeblich
beeinflult. Dabei haben die entscheidenden Anwendungen in der Physik weiter-
entwickelte und verallgemeinerte geometrische Strukturen zur Grundlage, deren
Entwicklung ohne die Vorleistungen GAUSS’, BoLYAIls und LOBATSCHEWSKIS
kaum moglich gewesen wére.

3.7.1 Entwicklung der Geometrie nach der Herausbildung
nichteuklidischer Geometrien

Wie bereits erwahnt, fanden die Erkenntnisse zur nichteuklidischen Geometrie
zu Lebzeiten von GAUSs, BOLYAI und LOBATSCHEWSKI nur geringe Beachtung
(auf die Ursachen wurde bereits in Abschnitt 3.2.1 verwiesen). Der erste fiihren-
de Mathematiker, der die Bedeutung der neuen Geometrie erkannte, war BERN-
HARD RIEMANN (1826-1866). Dieser beschftigte sich auch mit der sphérischen
Geometrie unter vollig neuem Aspekt und entwickelte diese zu einer eigenstéindi-
gen nichteuklidischen Geometrie, welche als elliptische oder Riemann-Geometrie
bekannt ist. Vor allem aber schuf er mit seiner allgemeinen Theorie der
Mannigfaltigkeiten (1854) ein theoretisches Gebidude, das zu einer Systema-
tisierung der bereits bestehenden Geometrien fithrte und weitere geometrische
Systeme hervorbrachte. Ausgangspunkt fiir die Theorie der Mannigfaltigkeiten
ist der von GAUSS eingefiihrte Begriff der inneren Geometrie einer Fliche. (Be-
reits GAUSS befafite sich umfassend mit der Theorie der Flichen und charakte-
risierte diese durch ihre Kritmmung, siehe Abschnitt 3.6.1.)

In seiner berithmten Vorlesung ,, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zugrundeliegen® fithrte RIEMANN aus, dafl die innere Geometrie einer Fliche
durch das sogenannte Linien- bzw. Bogenelement ds charakterisiert wird. Fiir
die Kenntnis der inneren Geometrie ist nicht die &uflere Form oder die Gleichung
einer Fldache erforderlich, sondern es geniigt, die Koeffizienten E, F und G zu
kennen, die das Bogenelement mittels der Gleichung

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

bestimmen (wobei u und v Parameter der Fliche sind). Die Kriimmung und
alle anderen interessierenden Groflen auf einer Flache kénnen anhand des Bo-
genelements berechnet werden. RIEMANN untersuchte eingehend die Geometrien
auf Fldchen konstanter Krimmung, die sich — wie wir aus dem Abschnitt 3.6
wissen — in drei Kategorien einordnen lassen:
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1. Riemannsche bzw. elliptische Geometrie als Geometrie auf einer Fliche
konstanter positiver Kriimmung,

2. BEuklidische Geometrie als Geometrie auf einer Fliche der Kriimmung Null,

3. Lobatschewskische bzw. hyperbolische Geometrie als Geometrie auf einer
Flache konstanter negativer Kriitmmung.

Fiir die Beantwortung der Frage nach der realen Struktur unseres Raumes hat
die innere Geometrie von Mannigfaltigkeiten eine grundlegende Bedeutung, da
sich nicht nur fiir zweidimensionale Mannigfaltigkeiten (Fléichen) Bogenelemente
und Kriimmungsverhalten untersuchen lassen. Derartige Untersuchungen sind
auch fiir drei- oder hsherdimensionale Mannigfaltigkeiten (Rdume) moglich. Die
Bedeutung der von RIEMANN hervorgebrachten Untersuchungsmethoden ergibt
sich daraus, daf} fiir die Untersuchung der Struktur von Rd&umen nur von innen
heraus mefibare Werte von Belang sind und #uflere Faktoren (wie die eventuelle
Einbettung der untersuchten Mannigfaltigkeiten in Rdume héherer Dimension)
nicht bekannt sein miissen.

Die Arbeiten RIEMANNS stellten somit einen wichtigen Meilenstein in der Ent-
wicklung der Geometrie dar, hatte er doch neben der Systematisierung bereits
bekannter und der Hervorbringung neuer Geometrien mit seiner Theorie der
linearen Mannigfaltigkeiten eine neue, duflerst fruchtbare, Herangehensweise an
die Behandlung geometrischer Probleme geschaffen, die sich auch fiir die Physik
als niitzlich erweisen sollte. Fiir die Schaffung der mathematischen Grundlagen
der Relativitétstheorie bedurfte es jedoch noch einer Verallgemeinerung in Be-
zug auf die zugrundeliegende Metrik. Wahrend Riemann auschliefllich mit einer
positiv definiten Metrik operierte, war dafiir die Nutzung indefiniter Bilinear-
formen erforderlich (siehe Abschnitt 3.6.2).

Eine andere wegweisende Entwicklungsrichtung der Geometrie nach GAUSS,
Boryal und LOBATSCHEWSKI wurde von FELIX KLEIN (1849-1925) hervor-
gebracht: die Geometrie der Transformationsgruppen, deren Grundge-
danken er 1872 in seinem , Erlanger Programm* darlegte. Seine grundlegende
Herangehensweise besteht darin, dafl Geometrie letztendlich nichts anderes ist,
als die Untersuchung von Invarianten (unverindert bleibenden Eigenschaften)
geometrischer Figuren gegeniiber Transformationsgruppen (Gruppen von Ab-
bildungen). Geometrie ist demnach die Losung folgender Aufgabe:

Es ist eine Mannigfaltigkeit und eine Transformationsgruppe gegeben. Man
entwickle die auf diese Gruppe beziigliche Invariantentheorie.

Das Herangehen von FELIX KLEIN an die Geomtrie ist also ein abbildungsgeome-
trisches. Die euklidische Geometrie ist danach als Lehre von den Eigenschaften
der Figuren des Raumes, welche bei Kongruenztransformationen (Bewegungen)
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unverdndert (invariant) bleiben, aufzufassen. Betrachtet man als Transformati-
onsgruppe die Gruppe der Zentralprojektionen, die eine Ebene auf eine andere
Ebene projizieren (die sogenannte Gruppe der projektiven Transformationen),
so ist die Geometrie, welche dieser Gruppe entspricht (also die Theorie der In-
varianten gegeniiber projektiven Transformationen), die projektive Geometrie.
Des weiteren ergibt sich die affine Geometrie durch Betrachtung der Gruppe der
affinen Abbildungen usw.. Besteht zwischen zwei Transformationsgruppen eine
Isomorphie, so stimmen die beiden dadurch gegebenen Geometrien iiberein, d.
h. es handelt sich dabei nur um verschiedene Modelle ein und derselben Theorie.

Indem KLEIN diejenige Untergruppe der projektiven Transformationsgruppe un-
tersuchte, die einen gegebenen Kreis auf sich abbildet, gelangte er zu seinem (in
Abschnitt 3.3.7 behandelten) Modell der Lobatschewski-Geometrie. Dieses war
also nur ein spezielles ,,Abfallprodukt® der sehr weittragenden von KLEIN ent-
wickelten Herangehensweise an die Geometrie und seiner Beschéftigung mit der
projektiven Geometrie.

FELIX KLEIN zdhlte zu den Mathematikern, die sich besonders fiir die Entwicklung des mathe-
matischen Unterrichts engagierten. Seine Herangehensweise an die Geometrie schlug sich in der
Gestaltung des Mathematikunterrichts vieler Lander nieder, wo die axiomatisch-euklidische
Behandlung der Geometrie einer abbildungsgeometrischen Herangehensweise wich. Die Be-
handlung der Kongruenz und Ahnlichkeit auf der Grundlage von Bewegungen und Ahnlich-

keitsabbildungen in der Schule geht wesentlich auf ihn zuriick.

Die Ideen von BERNHARD RIEMANN und die von FELIX KLEIN beinhalten véllig
verschiedene Herangehensweisen an die Geometrie: aus der Sicht der inneren Me-
trik von Mannigfaltigkeiten (RIEMANN) und durch Betrachtung der Invarianten
beziiglich Transformationen (KLEIN). Beide Herangehensweisen sind sinnvoll
und erlangten eine entscheidende Bedeutung fiir die Entwicklung der Geome-
trie in unserem Jahrhundert. Sie erfuhren zahlreiche Weiterentwicklungen und
Verallgemeinerungen (auf die wir hier nicht weiter eingehen kénnen). Ohne eine
unmittelbare Kausalitdt herbeireden zu wollen, erscheint es doch naheliegend,
dafl die Losung des iiber zwei Jahrtausende schwelenden Parallelenproblems und
die damit verbundene Hervorbringung einer nichteuklidischen Geometrie durch
GAUSS, BoLyAl und LOBATSCHEWSKI, indem sie ,,Dédmme einrif}“, den Boden
fiir diese duflerst fruchtbaren Ideen bereitete.

Wenn von ,,Spétfolgen” der Arbeiten GAUSS’, BOLYAls und LOBATSCHEWSKIS
die Rede ist, muf} nicht zuletzt auf die Entwicklung der Grundlagen der Ma-
thematik eingegangen werden. Die Ausarbeitung der nichteuklidischen Geome-
trie und die Beweise ihrer Widerspruchsfreiheit, u. a. durch BELTRAMI, KLEIN
und POINCARE, trugen dazu bei, die Aziomatik der euklidischen Geometrie
auf exaktere Grundlagen zu stellen. Wie wir wissen, hat das System von Eu-
KLID (siehe Abschnitt 2.1.1) erhebliche Méngel in Bezug auf seine logische Ex-
aktheit. Bei der Beschiftigung mit logischen Fragen wie Widerspruchsfreiheit,
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Vollstandigkeit und Unabhéngigkeit mufiten diese Méngel zu Problemen fiithren.
Die Arbeiten zur Vervollstindigung und Prézisierung der Axiomatik der eukli-
dischen Geometrie wurden 1899 durch DAvID HILBERT abgeschlossen, der in
seinem Werk ,Grundlagen der Geometrie“ das erste logisch vollig exakte Axio-
mensystem vorstellte (siehe Abschnitt 2.7.2). Wenige Jahre spéter erschienen
Axiomensysteme von SCHUR und KAGAN, die sich in ihrem Aufbau grundle-
gend von dem Hilbertschen unterscheiden. Das Bemiihen, exakte Grundlagen
zu schaffen, war in anderen Teilgebieten der Mathematik ebenso ausgeprigt
(wobei die Geometrie aber seit jeher eine gewisse ,, Vorreiterrolle“ spielte). So
wurden zu Anfang unseres Jahrhunderts Axiomensysteme der Arithmetik und
spater der Wahrscheinlichkeitstheorie entwickelt. Die mathematische Logik
wurde zu einer eigenstdndigen Wissenschaftsdisziplin und erlebte in der ersten
Hiilfte unseres Jahrhunderts eine stiirmische Entwicklung.

Die Herausbildung der Lobatschewski-Geometrie iibte auch auf andere Teilge-
biete der Mathematik einen Einfluf aus, insbesondere wurde die Bearbeitung
spezieller Themen der Analysis dadurch geférdert. So konnte bereits LOBAT-
SCHEWSKI, der auch auf dem Gebiet der Analysis intensiv arbeitete, durch An-
wendung seiner Geometrie zu einer Reihe von Formeln der Integralrechnung ge-
langen. Eine weitere Anwendung der Lobatschewski-Geometrie auf die Analysis
gelang POINCARE bei der Untersuchung der sogenannten automorphen Funktio-
nen (spezielle Funktionen einer komplexen Verénderlichen). Diese Anwendung
steht im Zusammenhang mit POINCAREs Modell der Lobatschewski-Geometrie,
(siehe Abschnitte 3.3.2 — 3.3.6) welches er als Modell in der komplexen Ebene
entwickelte.
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3.7.2 Nichteuklidische Geometrien und unser realer
Raum

Solange die euklidische Geometrie das einzig bekannte geometrische System dar-
stellte, schien die Frage nach der geometrischen Struktur des Raumes geklért
(bzw. wurde iiberhaupt nicht aufgeworfen). Es war selbstverstindlich, daf§ die
Struktur des Raumes unserer Anschauung (und somit der euklidischen Geome-
trie) entspricht, oder aber der Raum wurde nur als Produkt unserer Vorstellung
angesehen (siehe Bemerkungen zur KANTschen Philosophie in Abschnitt 3.2.1).
Mit dem Aufkommen nichteuklidischer Geometrien stellte sich jedoch sofort die
Frage, ob diese den realen Raum besser beschreiben, als die euklidische Geome-
trie. Bereits LOBATSCHEWSKI versuchte durch Messung der Innenwinkelsumme
eines Dreiecks, von dem zwei Eckpunkte auf gegeniiberliegenden Punkten der
Erdbahn lagen und der dritte durch einen Fixstern gebildet wurde, diese Fra-
ge zu beantworten. Die Abweichung seines Meflergebnisses von dem Wert 180°
lag jedoch unterhalb der Meffehlergrenze. Das Problem bei der Beantwortung
der Frage, welche Geometrie unseren realen Raum beschreibt, besteht somit
nicht zuletzt darin, dafl sich sowohl die elliptische als auch die hyperbolische
Geometrie ,,im Kleinen“ wie die euklidische Geometrie verhalten. Aufgrund der
ungeheuren Grofle unseres Universums kann auch die Entfernung der Erde zu
einem Fixstern als ,,sehr klein“ gelten.

Die Frage, welches geometrische System die Struktur des Universums beschreibt,
148t sich auf die Frage nach der Krimmung des realen Raumes (siche Ab-
schnitte 3.6.1 und 3.7.1) zuriickfithren. Besée dieser iiberall die Kriimmung
Null, so wire er ein euklidischer Raum, bei konstanter positiver bzw. negati-
ver Kriimmung wiirde der reale Raum durch die elliptische bzw. hyperbolische
Geometrie beschrieben. Die wirklichen Verhéltnisse sind jedoch weitaus kompli-
zierter, da schon die Konstanz der Kriimmung des realen Raumes keinesfalls als
gegeben angenommen werden kann. So mufl durchaus die Moglichkeit betrachtet
werden, dafl die Kriitmmung des Raumes an verschiedenen Orten unterschiedlich
ist, und somit an verschiedenen Stellen des Raumes unterschiedliche geometri-
sche Verhiltnisse herrschen. Diese Probleme verdeutlichen bereits, daf die Frage
nach der geometrischen Struktur unseres Universums eine duflerst komplexe ist.
Die Komplexitéit dieser Frage wurde noch vergréflert durch die Erkenntnis der
Relativitatstheorie, dafl der Raum der Realitét nicht von der Zeit zu trennen
ist.

Die Antwort der speziellen Relativititstheorie auf die Frage nach der Struktur
unseres Universums war, dafl die Raum-Zeit- Welt ein vierdimensionaler pseu-
doeuklidischer (Minkowski-) Raum ist (siche Abschnitt 3.6.2). Die Geometrie
dieses Raumes wird (entsprechend dem Erlanger Programm von FELIX KLEIN,
siche 3.7.1) durch die Invarianten der Gruppe der Transformationen der spe-
ziellen Relativitétstheorie (der sogenannten Lorentz- Transformationen) chark-
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terisiert. KLEIN wies nach, dafl die Gruppe der Lorentz-Transformationen die
gleiche Struktur besitzt wie eine Transformationsgruppe des hyperbolischen (Lo-
batschewskischen) Raumes.

Mit der allgemeinen Relativitdtstheorie EINSTEINs, mit der er seine spezielle Rel-
tivitdtstheorie prézisierte und ergénzte, stellte sich heraus, dal die Geometrie
des realen Raumes als die einer allgemeinen vierdimensionalen Riemannschen
Mannigfaltigkeit mit variabler Kriimmung anzusehen ist. Die Kriimmung die-
ser Mannigfaltigkeit (Raum-Zeit-Welt) in einem ihrer Punkte hiingt von der
Dichte der Materie in der Umgebung dieses Punktes ab (je grofier die Dichte,
desto grofler die Kriimmung). In einer hinreichend kleinen Umgebung eines je-
den Punktes ist die Raum-Zeit-Welt ein vierdimensionaler pseudoeuklidischer
Raum, so daf die Verhiltnisse in derartigen ,kleinen Bereichen® (die wir aller-
dings bereits als unermefllich gro8 empfinden) durch die spezielle Relativitéts-
theorie beschrieben werden koénnen. In noch kleineren Teilen und bei geringen
Geschwindigkeiten ist zudem eine gute Anniherung durch die klassische (NEwW-
TONsche) Physik gegeben, der die euklidische Geometrie entspricht.

Die Frage nach der geometrischen Struktur unserer realen Welt ist keinesfalls ab-
schlieflend beantwortet. Mit dem Fortschritt der Wissenschaft werden wir immer
groflere Raum-Zeit-Gebiete erfassen und zu beschreiben versuchen. Dazu wird
es neuer, verallgemeinerter und prézisierter physikalischer Erklarungen und geo-
metrischer Modelle bediirfen. Die Mathematik (speziell die Geometrie) und die
Physik sind dabei derart stark miteinander verwoben, daf3 eine Trennung in vie-
len Bereichen kaum méglich ist und durch die Begriffe ,, Geometrie“ und ,, Physik*
lediglich unterschiedliche Sichtweisen auf dieselben Probleme zu kennzeichnen
sind. Die Geometrie schafft mathematische Modelle, auf deren Grundlage phy-
sikalische Theorien formuliert werden kénnen, wird dabei aber gleichzeitig von
physikalischen Erkenntnissen inspiriert, bestimmte Entwicklungsrichtungen zu
verfolgen.

Ohne die im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Entwicklungen in der
Geometrie wire die stiirmische Entwicklung der Physik Ende des 19. / Anfang
des 20. Jahrhunderts und damit die moderne Physik unseres Jahrhunderts nicht
moglich gewesen. Voraussetzung fiir diese neuen geometrischen Herangehenswei-
sen war jedoch die Uberwindung der Denkfessel, die euklidische Geometrie als
einziges geometrisches System, als die Geometrie anzusehen. In diesem Sinne
riefen die Erkenntnisse von GAUSS, BOLYAI und LOBATSCHEWSKI tatséchlich
eine ,,Revolution in unserer Auffassung vom Kosmos“ hervor (um auf das Ein-
gangszitat dieses Kapitels auf S. [[43] zuriickzukommen).

Die Entstehung nichteuklidischer Geometrien und die darauf aufbauenden neu-
en physikalischen Erkenntnisse konnten nicht ohne gravierende Auswirkungen
auf die Philosophie bleiben. Die noch in der ersten Héilfte des 19. Jahrhun-
derts dominierende KANTsche Philosophie wurde durch die beschriebenen Ent-
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wicklungen der Geometrie in wesentlichen Grundfesten in Frage gestellt (siehe
Abschnitt 3.2.1). Allerdings erfaite die Mehrheit der Philosophen die sich dar-
aus fiir sie ergebenden Probleme erst mit grofler Verspiatung. Die Ausarbeitung
der nichteuklidischen Geometrie durch GAUsS, BOLYAI und LOBATSCHEWSKI
gelangte zunéchst nicht in ihr Blickfeld und erst die darauf fulenden Neuerun-
gen in der Physik um die Jahrhundertwende fanden gréflere Aufmerksambkeit.
Die Ursache hierfiir diirfte darin liegen, daf3 die grofien Philosophen — anders
als in fritheren Jahrhunderten — mit ihrem mathematischen Wissen nicht mehr
auf der Hohe der Zeit waren und sich Naturwissenschaften und Philosophie
zunehmend voneinander entfernten. (Eine Ausnahme bildeten Wissenschaft-
ler wie HENRI POINCARE, siche Seite [[7H, sowie der Physiker und Philosoph
ERNST MAcCH, 1838 — 1916.) Um die Jahrhundertwende war den Philosophen
die neue naturwissenschaftliche Sachlage, die eine Reihe philosophischer und
erkenntnistheoretischer Erkldrungsmuster (nicht nur die der KANTschen Phi-
losophie) grundlegend in Frage stellte, voll bewufit geworden, und es setzten
Bemiihungen ein, den Entwicklungen in der Mathematik und Physik durch die
Verallgemeinerung philosophischer Kategorien oder die Entwicklung neuer er-
kenntnistheoretischer Herangehensweisen Rechnung zu tragen. Dabei wurden
von den verschiedenen philosophischen Schulen Konsequenzen gezogen, die in
unterschiedlichste — zum Teil kontrdre — Richtungen gingen. Es ist im Rah-
men dieses Buches nicht moglich, diese Richtungen, zu denen u. a. der Neopo-
sitivismus und eine wesentlich verallgemeinerte Materieauffassung der materia-
listischen Strémung innerhalb der Philosophie gehoren, zu beschreiben, da die
Komprimierung der wesentlichen philosophischen Entwicklungen eines halben
Jahrhunderts auf wenige Seiten unweigerlich zu Sinnentstellungen fithren mu$.
Interessierte Leser(innen) seien daher auf einschligige Literatur, beispielsweise
auf die sehr kompakte Darstellung des Problemkreises in [46] verwiesen.



Anhang A

Losungen der Aufgaben

A.1 Losungen der Aufgaben des 1. Kapitels

Um den Losungsteil (der nur zur Kontrolle dienen soll) so kurz wie moglich zu
halten, werden bei Berechnungsaufgaben lediglich die Ergebnisse angegeben, in
einigen Fillen ergénzt durch knappe Bemerkungen zur grundlegenden Vorge-
hensweise bei der Losung. Bei Beweisaufgaben erfolgt eine Beschrinkung auf
eine kurze Schilderung der Beweisidee. Falls im Zusammenhang mit den ent-
sprechenden Aufgaben bereits diesbeziigliche Hinweise gegeben wurden sowie in
Féllen, bei denen die Vorgehensweise auf der Hand liegt, wird auf die Angabe
der Losung ganz verzichtet.

1. a) Die Giiltigkeit der Bedingungen a) und b) von Def. 2 ergibt
sich fiir die angegebene Abstandsfunktion unmittelbar. Die der
Bedingung c) liefle sich durch (recht umfangreiche) Rechnun-
gen ebenfalls zeigen. Da der definierte Abstand zweier Punk-
te A und B aber gerade der Norm des Verbindungsvektors
dieser beiden Punkte entspricht, folgt die Bedingung c¢) auch
aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung in euklidischen Vek-
torrdumen (siehe z.B. [13], S. 97f).

b) Als Gleichung der Sphire mit den Mittelpunktskoordinaten
(m’mv Ym, zm) ergibt sich

(xfxm)2 +(y*ym)2 +(Z*Zm)z = R’ )

falls der Mittelpunkt der Sphére der Koordinatenursprung ist,
gilt die Gleichung

P?+y*+22 = R
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. Es gilt

T = T-cosA-cos¢, ¢ = arcsin—,

) r

= r-sin\-cos¢,

. A = arccos und

z = r-sing, 7 - COS
A = arcsin——— .
r - COS P

Damit A eindeutig bestimmt ist, miissen beide Gleichungen herangezogen
werden. Durch eine Gleichung fiir tan A erfolgt keine eindeutige Festlegung
dieses Winkels.

a) Der maximale Radius eines sphiirischen Kreises betrigt 180°. In die-
sem Fall besteht der Kreis nur aus einem Punkt.

b) Es kann leicht gezeigt werden, dafl die Projektion auf die Verbin-
dungsgerade des Mittelpunktes der Sphére mit dem Mittelpunkt des
sphérischen Kreises fiir alle Punkte eines sphérischen Kreises gleich
ist und diese Punkte somit in einer Ebene liegen.

Der Abstand eines Punktes P von einer S-Geraden g wird als der kiirzere
Bogen (zwischen P und einem Punkt von g) des Grofikreises durch P,
der auf g senkrecht steht, definiert. Abstandslinien sind in der sphérischen
Geometrie i. allg. Kleinkreise, also keine S-Geraden.

. Die Abbildung, die jedem Punkt der Sphére seinen diametralen Punkt

zuordnet, kann als Hintereinanderausfithrung einer Drehung um 180° (mit
beliebigem Drehzentrum Z) und einer Spiegelung an dem zu Z polaren
Groflkreis dargestellt werden.

. Fiir ein Viereck mit den Innenwinkeln «, 3, v und § und ein n-Eck mit

den Winkeln «; ..., gelten die Flicheninhaltsformeln

F:R2~(6z+ﬁ+’3’+5—2w) bow. F = R?. (idi—(n—z)w)

i=1

. Die Behauptung ergibt sich unter Nutzung von Satz 11 durch Anwendung

der Dreiecksungleichung (Satz 7) auf das Polardreieck.

Die Herleitung der Gleichungen (14) - (20) kann vollig analog zur Herlei-
tung der Gleichungen (11) - (13) unter Nutzung von (1) - (10) erfolgen.
Die Aquivalenz zu Satz 13 folgt durch elementare Umformungen.

€=72,3° F=1,26.
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Unter Anwendung der Polarbeziehung ergibt sich fiir rechtseitige Dreiecke
eine Regel die dem Satz 13 entspricht, wobei im Neperschen Ring (Abb.
1.19) 90° — a durch o —90°, 90° — b durch 5 — 90°, a durch 180° — a sowie
([ durch 180° — b zu ersetzen ist.

oa=[=>53,7°v=932°
Der Neigungswinkel betragt 109, 5°.

Als einzige Verdnderung gegeniiber der Herleitung im Abschnitt 1.3.2 er-
gibt sich, daf in Gleichung (5) cos (¢ — ¢) durch cos (¢ — ¢) zu ersetzen ist.
Da jedoch fiir alle reellen Zahlen x die Gleichheit cosaz = cos (—z) gilt,
kann die weitere Herleitung vollig analog erfolgen.

Der Beweis des Winkelkosinussatzes kann durch die Anwendung des Sei-
tenkosinussatzes auf das Polardreieck des betrachteten Dreiecks erfolgen.
Aus dem Sinussatz entsteht bei einem derartigen Vorgehen der Sinussatz
selbst.

Es ergibt sich v = 57,0°, v/ = 144,7°, 8 = 76,0° und ' = 104, 0°. Ein Wi-
derspruch zu einem der genannten Sétze besteht nicht. Die Ursache dafiir,
dafl ein Dreieck durch die angegebenen Stiicke nicht eindeutig bestimmt
ist, besteht darin, daf§ der durch b und « vorgegebene Grofikreis (auf dem
B liegen mufl) und der sphérische Kreis um C mit dem (sphérischen)
Radius a (auf dem B ebenfalls liegen muf}) zwei Schnittpunkte haben.

Nach dem Seitenkosinussatz ist a = 50,0°, 8 = 64,7° sowie
v = 85, 8°.
Die Winkelmafle der Schnittgeraden betragen 88,2°, 121,0° und 55, 8°.

Die Seitenlédnge ist 42, 0°.

Aufgrund des Winkelkosinussatzes ist der noch fehlende Winkel eindeutig
bestimmt, so dafl der Kongruenzsatz www greift. Eine andere Mo6glichkeit
des Beweises besteht darin, den betrachteten Fall durch Anwendung der
Polarbeziehung auf den Fall sws zuriickzufiihren.

Unter Nutzung sowohl des Seiten- als auch des Winkelkosinussatzes erge-
ben sich die Gleichungen

cosa cosb — sina sinb cosa cos 3
cosc = - - - - und
1 — sina sinb sina sin 8

— cosa cosf3 + sina sin 3 cosa cosb

cosy

1 — sina sinb sina sin g
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Die einzige widerspruchsfreie Losung ist 8 = 64°, ¢ = 113° und
v = 120°.

coslort = singasingp + cosda cosdpcos (Ap — A4) .

lort = 27,7° = 3081 km = 1663 sm.

Die Kurswinkel kénnen nach folgenden Gleichungen berechnet werden:

singa4 — coSlyrSinogp
sinlyr¢ COS o

singp — coSlyrsinga
cosa = - , cosf=
Sin Iyt COS G A

Fiir das konkrete Beispiel ergibt sich daraus l,,; = 16000 km, o = 87° und
6 = 51°.

lort = 10630 km, {0 = 13260 km.

Aus der Neperschen Regel ergibt sich:
cosps = cos¢y -sina und  cos(As — A1) = cot ¢, - tan ¢y .

bs = 52,6°N, \s = 17,3°0.

lowe = 71,20 = 7914 km, o = 52,4°, 3 = 49,1°, ¢, = 51,3°N,
\s = 27,6°0.

Es sind zunichst Gleichungen fiir Z(AFB) und AF herzuleiten:

cos Z(AFB) = — cos(a—4d1) cos (B — d2)
+ sin (a — 61) sin (6 — d2) coslort ,
cos (8 — d2) + cos(a— 1) cos Z(AFB)

cos A sin (@ — 81) sin Z(AFB)

Daraus ergeben sich durch die folgenden Gleichungen die gesuchten Ko-
ordinaten:

singp = sing; cosAF + cos¢, sin AF cosdy ,
cos AF — sin ¢F sin ¢4

cos(Ar =) = COS F COS @1

bp = 57,4°N, \p = 26,9°V.
¢ =24,6°N, A\ =9,1°W.
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A.2 Losungen der Aufgaben des 2. Kapitels

1. Die Eindeutigkeit der Zuordnung einer Geraden zu zwei Punkten (Axiom
I/2) 148t sich bei dem angegebenen Modell nur erreichen, falls alle auf-
tretenden Geraden als identisch betrachtet werden, was jedoch Axiom I/4
widerspricht.

2. Die Giiltigkeit der Axiome in Modell 3 ergibt sich unmittelbar. Wegen
I/3 ist eine geringere Anzahl von Punkten sowie wegen I/2 und I/3 eine
geringere Anzahl von Geraden nicht méglich.

3. Nichttrivial ist lediglich der Nachweis der Giiltigkeit von Axiom I/2. Die-
ser entspricht der Herleitung der Zweipunktegleichung einer Geraden und
erfolgt durch Einsetzen der Koordinaten der beiden gegebenen Punkte in
die angegebene Geradengleichung, wodurch sich ein Gleichungssystem mit
zwei Gleichungen ergibt, dessen Losung zu der Zweipunktegleichung fithrt.

4. Vergleiche Teil a) mit Aufgabe 1. im 1. Kapitel, Teil b) la8t sich auf
dieselbe Art nachweisen.

5. Geraden werden als Vereinigungsmengen von Strecken definiert, die ent-
weder parallel zur z-Achse oder zur y-Achse sind. Dabei muf3 gefordert
werden, dafl jeder Endpunkt einer Strecke stets Endpunkt noch genau ei-
ner weiteren Strecke ist (dadurch wird sowohl die ,, Ununterbrochenheit®
als auch die Unendlichkeit von Geraden gesichert). Weiterhin ist zu for-
dern, daf} fiir die Koordinaten der Endpunkte zweier Strecken a und b
einer Geraden stets entweder alle z-Koordinatenwerte der Endpunkte von
a kleiner oder gleich allen z-Werten der Endpunkte von b und alle y-Werte
von a kleiner oder gleich allen y-Werten von b sind oder umgekehrt. (Durch
die letztgenannte Bedingung wird erreicht, daf§ der Streckenzug eine , auf-
steigende® Form erhilt.)

6. Beide Folgerungen ergeben sich aus der Def. II.1 und dem Axiom II/3.

7. In den Modellen 2 und 3 existieren keine Punktetripel, welche die Zwi-
schenrelation erfiillen. Somit sind alle offenen Strecken mit der leeren Men-
ge identisch, die Menge der abgeschlossenen Strecken entspricht der Menge
der Geraden.

8. Das Axiom III/1 kann nachgewiesen werden, indem die Existenz von ge-
nau zwei Losungen eines Gleichungssystems gezeigt wird, das aus einer li-
nearen Gleichung (Geradengleichung) und einer quadratischen Gleichung
(Abstandsbedingung) besteht. Die lineare Gleichung ist dazu in die qua-
dratische Gleichung einzusetzen. Fiir den Nachweis von IIT/2 sind die of-
fenen Halbebenen beziiglich einer Geraden g als Losungsmengen von Un-
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gleichungen darzustellen, die sich aus der Gleichung von g ergeben, indem
das Gleichheitszeichen durch ,<* bzw. ;> ersetzt wird.

Aus der Abstandstreue von Bewegungen ergibt sich die Invarianz der Zwi-
schenrelation bei Bewegungen und damit die Strecken- und Halbgeraden-
treue (Teile b) und c¢) von Satz IV.2). Teil d) folgt unmittelbar aus a) -

c).
Der Beweis kann in volliger Analogie zu dem von Satz V.5 gefiihrt werden.

Nach dem Kongruenzsatz sws sind die Dreiecke ABC und BAC kongru-
ent, woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

Teil a) der Behauptung folgt aus Satz IV.13 a). Fiir den Nachweis von
Teil b) sei angenommen, dafl Z(¢’,h’') = Z(g,h) und dabei Z(g’,h’) ein
rechter Winkel sowie Z(g, h) (mit dem Scheitel O) kein rechter Winkel sei.
Dann existiert ein Strahl 4" in derselben Halbebene bzgl. g wie h, so daf3
Z(g,h") ein rechter Winkel ist. Es werden nun die Punkte P, @, R mit
|OP| =|0Q| = |OR|, P € g, Q@ € k" und R € g~ sowie der Schnittpunkt
S von h mit der Geraden RQ betrachtet. Dann kann nachgewiesen werden,
daBl ORQ = OPQ sowie ROS = POS gilt, woraus sich die Behauptung
leicht ableiten 1&8t.

Fiir den Nachweis, daf} jeder stumpfe Winkel Z(g, h) einen rechten Winkel
enthilt (Teil a)) ist eine Halbgerade A’ in derselben Halbebene bzgl. g wie
h und mit dem Anfangspunkt O (Scheitel von Z(g, h)) zu betrachten, die
mit g einen rechten Winkel einschliefit. Da Z(g, h) kein stumpfer und kein
rechter Winkel ist, liegt i nicht im Innern von Z(g, k') und ist auch nicht
mit A’ identisch. Um den Beweis zu vollenden, ist fiir zwei Punkte A € h
und B € g sowie den Schnittpunkt C von AB mit h’' nachzuweisen, dafy C
zwischen A und B liegt, woraus folgt, dafi A’ im Innern von Z(g, h) liegt.
Der Beweis von b) erfolgt &hnlich, wihrendgegen c) erst mit dem schwa-
chen Auflenwinkelsatz (Satz IV.20) effektiv nachgewiesen werden kann.
(Fiir den Beweis von Satz IV.20 wird die Folgerung IV.3 nicht bendtigt.)

Fir P € g folgt die Eindeutigkeit des Lotes aus der Eindeutigkeit der
Winkelantragung. Ansonsten seien A und B die Fupunkte zweier Lote
von P auf g und D € BP~ mit |[BD| = |PB|. Nach dem Kongruenzsatz
sws sind die Dreiecke ABP und ABD kongruent, insbesondere gilt also
Z(BAP) = Z(BAD), woraus sich ergibt, da§ P, A und D kollinear sind,
was wiederum sehr schnell zu A = B fiihrt.

Falls in einem Dreieck ABC' |AC| < |BC]| ist, so existiert ein Punkt
D € BC mit |CD| = |CA| und daher (wegen des Basiswinkelsatzes)
Z(CAD) = Z(CDA). Es bleibt nachzuweisen, dal Z(CAD) < Z(CAB)
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(was sich sehr schnell ergibt) und Z(CBA) < Z(CDA) ist. Die zweite
Ungleichung kann unmittelbar bewiesen werden, was etwas aufwendiger
ist, oder es wird der erst im Abschnitt 2.5.5 formulierte Satz IV.20 be-
nutzt. Dies ist legitim, da der Beweis von Satz IV.20 nicht auf dem Satz
IV.18 aufbaut. Fiir den Nachweis der umgekehrten Richtung (Vorausset-
zung Z(CAB) > Z(CBA)) wird in B an BA™ ein zu Z(C AB) kongruenter
Winkel Z(ABD) angetragen, der Schnittpunkt von BD und AC betrach-
tet und die Dreiecksungleichung angewendet.

Es geniigt, die Giiltigkeit der Bedingungen 1. und 3. nachzuweisen, da
die der 2. Bedingung daraus folgt. Wahrend der Beweis fiir Bedingung
1. keine Probleme bereitet, ist der von Bedingung 3. etwas komplizierter.
Dazu seien zwei Winkel Z(p,q) und Z(r,s) gegeben, Z(p,q’) sei ein zu
Z(r, s) kongruenter Winkel mit demselben Scheitel wie Z(p, ¢), wobei sich
¢' in der Halbebene beziiglich p befindet, in der ¢ nicht liegt (eine solche
Halbgerade ¢ existiert nach Folgerung IV/2). Es ist nun zu zeigen, da8

m(£(q,q")) = m(£(p,q)) + m(£(r, s)) = m(L(p, q)) + m(<(p.q"))
gilt. Dazu seien Z(p,p1) = Z(p1,p2) = ... = L(Pn—1,Dn) sowie L(p,p}) =
L(ph,ph) = ... = Z(pl,_1,p),) Winkel, die zu einem Winkel kongruent

sind, der sich durch Unterteilung des gestreckten Winkels in 2" kongruente
Teile ergibt. Dann existieren natiirliche Zahlen k& und [ mit

Z(p,pr) < Z(p,q) < Z(p,pr+1) und  Z(p,p) < Z(p.q') < Z(p,pi41)

und es gilt nach Eigenschaft 1.

k E+1 l I+1
S <m(Lpg) < L sowie = < m(Z(p.q) < o
und somit
k+1 k4142

i < m(£(¢:4)) < —5—

woraus sich

Im(Lp,0)) +m(£.d) ~ (L0 )] <

und daher (da n beliebig gewiihlt werden kann) die Behauptung ergibt.

Beide Behauptungen konnen unmittelbar durch Anwendung des schwa-
chen Auflenwinkelsatzes bewiesen werden.
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Fiir den Nachweis werden der Stufenwinkelsatz und der Scheitelwinkelsatz
angewendet.

Vergleiche zu Satz V.2 mit Aufgabe 7. im 1. Kapitel. Der Satz V.3 ergibt
sich als unmittelbare Folgerung aus Satz V.2 und dem Nebenwinkelsatz.

Es seien O, A1, Az, By und Bs Punkte entsprechend der Voraussetzung
von Satz V.12 sowie Bj ein Punkt auf py mit A1 B; || A2Bj Nach Satz
V.10 und Axiom III/1 sind die Punkte By und Bj identisch, woraus die
Behauptung folgt. Eine andere Moglichkeit der Umkehrung von Satz V.10
besteht darin, die Parallelitit und die Giiltigkeit der Gleichung aus Satz
V.10 vorauszusetzen und zu behaupten, dafl der Anfangspunkt der Strah-
len p; und po identisch ist. Der Beweis dieser Umkehrung verlduft dhnlich
dem hier kurz beschriebenen Beweis von Satz V.12.

Die Reflexivitit gilt trivialerweise (da die Identitit eine Ahnlichkeitsab-
bildung ist) und die Symmetrie folgt aus der Bijektivitdt (und damit
Umkehrbarkeit) der Ahnlichkeitsabbildungen (die sich ihrerseits wieder-
um aus der Bijektivitdt der Bewegungen und der zentrischen Streckungen
ergibt) sowie der leicht zu begriindenden Tatsache, dal die Inverse einer
Ahnlichkeitsabbildung ebenfalls eine Ahnlichkeitsabbildung ist. Fiir den
Nachweis der Transitivitdt mufl noch gezeigt werden, dafl die Hinterein-
anderausfithrung zweier Ahnlichkeitsabbildungen eine Ahnlichkeitsabbil-
dung ist, was unter Verwendung von Satz V.16 relativ einfach ist.
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A.3 Losungen der Aufgaben des 3. Kapitels

1. Die eine Richtung von Satz 2 wurde mit Satz V.1 in Abschnitt 2.6.1 bereits
nachgewiesen. Gilt umgekehrt der Stufenwinkelsatz, so folgt (als Kontra-
position daraus), daf nur solche Geraden parallel sein kénnen, die mit einer
beliebigen dritten Geraden kongruente Stufenwinkel einschlieen. Aus der
Eindeutigkeit der Winkelantragung ergibt sich wie im Beweis von Satz 1
die Eindeutigkeit der Parallelen.

2. Es empfiehlt sich, den Hilfssatz zunéchst fiir den Fall zu beweisen, dafl ein
Dreieck A = ABC in zwei Teildreiecke Ay = BCD und Ay, = ACD
zerlegt ist. Die Behauptung (die dann lautet 7 — IWS(ABC) = 7 —
IWS(BCD) + « — IWS(ACD) ) 1Bt sich durch einfaches Rechnen un-
ter Beriicksichtigung des Nebenwinkelsatzes und der Tatsache, dafl einer
der Winkel von ABC' aus jeweils einem der Winkel der beiden Teildreiecke
zusammengesetzt ist, zeigen. Fiir die Zerlegung in n Teildreiecke kann die
Behauptung des Satzes dann sehr leicht mittels vollsténdiger Induktion
nachgewiesen werden.

3. Nach dem Kongruenzsatz sws sind die Dreiecke ACB und BDA kongru-
ent, somit gilt Z(ACB) = Z(BDA), AC = BD und Z(ABD) = Z(BAC)
sowie wegen letztgenanntem und der rechten Winkel des Vierecks ABC'D
bei A und B auch Z(CBD) = Z(DAC). Somit sind auch die Dreiecke
DAC und CBD kongruent, woraus die Behauptung folgt.

4. Der Beweis erfolgt vollig analog zu dem von Satz 7 durch Zerlegung in
Teildreiecke und die Anwendung der Sétze 3 — 5.

5. Aus der Existenz einer Geraden g und eines Punktes A, durch den nur eine
Parallele zu g verlauft, 148t sich zeigen, daf} diese Parallele und g mit einer
dritten Geraden (die ebenfalls durch A verlduft) kongruente Stufenwinkel
bilden. (Der Beweis hierfiir erfolgt wie der Beweis des Stufenwinkelsatzes.)
Damit 148t sich die Existenz eines Dreiecks mit einer Innenwinkelsumme
von 180° nachweisen (analog zum Beweis des Innenwinkelsatzes der eukli-
dischen Geometrie), woraus nach den Sédtzen 3 und 5 die Giiltigkeit des
Parallelenaxioms folgt. Die umgekehrte Richtung (1. = 2.) gilt trivialer-
weise.

6. Nach dem Nebenwinkelsatz addiert sich ein beliebiger Auflenwinkel eines
Dreiecks mit dem anliegenden Innenwinkel zu zwei Rechten. Wegen Satz
L4 (Innenwinkelsatz) mufl daher die Summe der beiden anderen Innen-
winkel kleiner als der Auflenwinkel sein.

7. Nach dem Innenwinkelsatz mufl wegen des rechten Winkels bei A das Maf3
jedes der Winkel Z(APA;) und Z(AP A) fiir beliebige Punkte A1, Az € a
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stets echt kleiner als 90° sein. Ihr Grenzwert kann daher hochstens diesen
Wert annehmen.

. Wiren die beiden Parallelwinkelwinkel gleich, so wiirde nach dem Neben-

winkelsatz ein Viereck mit einer Innenwinkelsumme von 360° entstehen,
woraus die Existenz zweier Dreiecke mit einer Innenwinkelsumme von je-
weils 180° folgt, was im Widerspruch zu Satz L4 steht.

. Wegen der ersten Voraussetzung ist keine der gerichteten Streckenldngen

|AU|, |BU|, |AV| und |BV| gleich Null und somit auch das Doppelverhélt-
nis von Null verschieden. Da die Punkte A und B zwischen den Punkten
U und V liegen, ist entweder |AU| < 0, |BU| < 0, |AV| > 0 und |BV| >0
oder umgekehrt. In beiden Fiillen ist (A, B, U, V') positiv. Damit ist die Ei-
genschaft 1. nachgewiesen. Der Nachweis der Eigenschaft 2. erfolgt durch
unmittelbaren Riickgriff auf die Definition, 3. ergibt sich durch einfaches
Ausrechnen:

|AU|  |BU| |AU |
_ IBUl Jcul _ [CU]
(A,B,U,V)’(B,C,U,V)— [AV] [BV| — JAV] (A,C,U,V) .
[BV] |CV] 9%

Falls die Punkte A und B identisch sind, gilt (4’,B’,U,V) = 1, falls

C und D identisch sind, ||CW|| = 1, der natiirliche Logarithmus ist in
beiden Féllen Null. Ist umgekehrt |[AB|y = 0 bzw. |[CD|ny = 0, so muf}
(A, B",U,V) =1 bzw. % = 1 sein, woraus die Identitit von A und

B sowie von C' und D folgt. Die Giiltigkeit des Axioms II/1 ist somit
gesichert. Die des Axioms II/2 ergibt sich fiir Punkte auf N-Geraden des
Typs 2 unmittelbar und auf solchen des Typs 1 aus der Eigenschaft 2 des
Doppelverhéltnisses:

_In(BAUV)| lln T ’ _ Fn(4,BUV)|
2 N 2 B 2

|BAy —|AB]x.

Der Nachweis kann analog zu dem fiir drei Punkte auf einer N-Geraden

vom Typ 1 gefiihrt werden: Falls B zwischen A und C liegt, so sind die
Logarithmen In EZEVV{ und In \l(é%l entweder beide negativ oder beide po-
sitiv, die Summe der Absolutbetréige beider Logarithmen ist somit gleich
|BW| |[CW| _ |CW|
[AW] " 1BW| — TAW]

dem Betrag ihrer Summe. Wegen
Behauptung.

ergibt sich dann die

Ist O ein Punkt auf einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem uneigentlichen

Punkt W, so ist ln}gwi fiir alle Punkte @ ,oberhalb“ von O positiv und

In ‘lgVVgI fiir alle Punkte ,,unterhalb“ von O negativ. Es existieren also genau
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zwei Punkte P und @, die von O den nichteuklidischen Abstand a haben.
Diese Punkte werden durch }Q W = e und } OW‘| = e~ @ festgelegt. Daf
sich P und @ auf unterschiedlichen Halbgeraden beziiglich O befinden,

liegt auf der Hand.

Da#f alle drei im Satz genannten Arten von Abbildungen die nichteuklidi-
sche Ebene auf sich abbilden, ist leicht einzusehen. Es bleibt zu zeigen, dafl
sie N-Abstédnde unveréndert lassen. Nach Definition P2 und der Definition
des Doppelverhiltnisses ergibt sich sofort, da3 Abbildungen, die euklidi-
sche Abstéinde unverdndert lassen, diese Bedingung erfiillen. Nach Satz
V.14 (5.) in Abschnitt 2.6.3 bleiben Streckenverhiltnisse bei zentrischen
Streckungen unveréindert, woraus (da Doppelverhéltnisse Quotienten von
Streckenverhéltnissen sind) wegen Definition P2 sofort die (nichteuklidi-
sche) Abstandstreue der zentrischen Streckungen folgt.

Das Bild P” eines beliebigen Punktes P bei der Hintereinanderausfiih-
rung zweier Inversionen mit dem gemeinsamen Inversionspol M und den
Inversionsradien r; und ry liegt auf der Geraden MP und hat von M den

Abstand |MP"| = % - |MP|. Die Hintereinanderausfiihrung dieser beiden
Inversionen ist somit eine zentrische Streckung mit dem Zentrum M und
dem Streckungsfaktor % Umgekehrt 148t sich jede zentrische Streckung
mit einem Streckungsfaktor k als Hintereinanderausfuhrung zweier Inver-
sionen darstellen, fiir deren Inversmnsradlen = k gilt. Die beiden Inver-

sionen sind also durch die gegebene zentrlsche Streckung nicht eindeutig
bestimmt.

Das Lot von einem Punkt P auf eine N-Gerade g vom Typ 2 mit dem un-
eigentlichenPunkt W ist Teil eines Kreises durch P mit dem Mittelpunkt
W. Ist g eine N-Gerade vom Typ 2 (also euklidisch ein Halbkreis) und
ist der (euklidische) Lotfufipunkt von P auf die Randgerade u der Mit-
telpunkt dieses Halbkreises, so ergibt sich das Lot von P auf g durch das
Fillen des euklidischen Lotes von P auf u. Ist schliefllich g (euklidisch) ein
Halbkreis mit dem Mittelpunkt M und der Lotfuflpunkt von P auf u nicht
der Mittelpunkt dieses Halbkreises, so errichten wir in P die Senkrechte zu
MP und konstruieren den (euklidischen) Mittelpunkt N der Strecke MQ,
wobei @ der Schnittpunkt der Senkrechten mit der Randgeraden w ist.
Um N zeichnen wir einen Kreis k, der durch M (und damit auch durch
Q) verlduft. Der Schnittpunkt dieses Kreises mit g sei S. Da Z(MPQ)
nach unserer Konstruktion ein rechter Winkel ist, liegt P auf dem Kreis
k (Umkehrung des Satzes des Thales). Weiterhin ist nach dem Satz des
Thales Z(MSQ) ebenfalls ein rechter Winkel (MQ ist Durchmesser von k
und die Punkte P und S liegen auf der Peripherie von k). Die durch den
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Kreis gegebene N-Gerade verléduft also durch P und schneidet g im Punkt
S unter einem rechten Winkel.

Es sei g eine N-Gerade vom Typ 1 und h eine N-Gerade vom Typ 2.
(Durch geeignete N-Bewegungen, welche ja die Eigenschaft des Senkrecht-
stehens erhalten, 148t sich jeder mégliche Fall darauf zuriickfithren.) Ist
W der uneigentliche Punkt von A, so legen wir von W aus die euklidi-
sche Tangente an den Halbkreis g. Diese Tangente beriihre g in einem
Punkt P. Der Halbkreis um W durch den Punkt P ist sowohl zu g als
auch zu h senkrecht. Die durch diesen Halbkreis gegebene N-Gerade ist
also eine gemeinsame Senkrechte von g und h. Mehr als eine gemeinsame
Senkrechte kénnen zwei nichteuklidische Geraden nicht besitzen, da sonst
ein Viereck mit einer Innenwinkelsumme von 360° entstiinde, was dem
Lobatschewskischen Parallelenaxiom widerspricht.

Der N-Abstand des Punktes P von der Geraden g entspricht dem N-
Abstand zwischen P und dem Fufipunkt A des (nichteuklidischen) Lotes
von P auf g. Die Punkte P und A liegen auf einem (euklidischen) Kreis mit
dem Mittelpunkt W. Ist @ ein beliebiger Punkt, der auf der euklidischen
Halbgeraden W P liegt, und B der FuBpunkt des (nichteuklidischen) Lo-
tes von @ auf g, so liegen @@ und B ebenfalls auf einem Kreis um W. Es
existiert somit eine N-Bewegung (zentrische Streckung mit dem Zentrum
W), die P auf @ und A auf B abbildet und es gilt daher |[AP|ny = |BQ|n-
P und @ haben also den gleichen Abstand von der N-Geraden g. Da @ auf
WP beliebig gewihlt war, trifft dies fiir alle Punkte dieser Halbgeraden
Zu.

Nach den Sétzen L14 und L16 existieren in jeder noch so kleinen Umge-
bung sowohl von 0 als auch von 7 Zahlen, die als Funktionswerte von II
angenommen werden. Wegen der Stetigkeit von II folgt durch Anwendung
des Zwischenwertsatzes die Behauptung.

Aus @EI) folgt

cosa - cos 3 = tanhq - cothb - tanh(+(c — q)) - cotha ,
wegen ([B0) wird daraus

sinh ¢ sinh(c — q)

2
cosa-cosf3 ==+ -cosh” h, .

sinh a sinh b
Weiterhin ergibt sich aus ([Z8) und (B3Il) unter Anwendung des Additions-

theorems fiir den Kosinus

(71 % ) tanh? A, sinh ¢ sinh(c — q)
COS~Y = COS =
" M= tanh a tanh b sinh a sinh b
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und somit

cosy + cosacos 3 =

sinh? h, (cosh acoshb

=+ sinh ¢ sinh(c— .
cosh? h.. ¢ ( q))

sinha sinhb
Durch Einsetzen der aus (28) folgenden Beziehungen

sinh h,
sinh ¢

und sing =

sowie der wegen (B0) geltenden Gleichungen

cosha coshb
coshq = p— und cosh(c —q) = o

ergibt sich schliellich nach einigen Umformungen die Behauptung

cosy = —cosa-cosf3+sina-sinFcoshce .
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