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1 Wiederholung

Dieses Skript schliefit an den vorigen Vortrag Die Fundamentalgruppe eines topologischen
Raumes und ihre allgemeinen Eigenschaften an. In diesem Abschnitt werden kurz die
wichtigsten Begriffe des vergangenen Vortrags zusammengefasst.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum, = € X. Dann bezeichnt
Qz) :={0:10,1]] > X | 0(0) =0(1) = a}

die Menge aller geschlossenen Wege in X mit Startpunkt z. Auf dieser Menge fiithren
wir nun eine Aquivalenzrelation ~ ein: Fiir o, 7 € (x) sei

0 ~ T & es existiert eine Homotopie zwischen o, 7

Dann heifit der Faktorraum 7 (X, z) := Q(z) |~ Fundamentalgruppe des topologischen
Raums X mit Aufhéngepunkt z.

Sei nun X wegzusammenhéngend. Dann gilt: 71 (X, x) = m (X, y) fiir alle z, y € X. Das
heiflt die Fundamentalgruppe von X ist unabhéngig vom Aufhdngepunkt. Fiir so einen
Raum X heift dann 7m1(X) := 7 (X, z) auch einfach nur die Fundamentalgruppe von
X.

Fiir die Fundamentalgruppen von zwei topologischen Rdumen X und Y gilt dann: X ~
Y = m(X) ~ m(Y). Das heifit: Haben X und Y nicht-isomorphe Fundamentalgruppen,
so sind X und Y nicht homdomorph. Um zu iiberpriifen, ob zwei gegebene topologische
R&dume homoomorph sind, ist es also ein gutes Hilfsmittel, die Fundamentalgruppen zu
bestimmen.

2 Uberlagerungen

Im Folgenden wollen wir ein moglichst allgemeines Verfahren zur Bestimmung der Fun-
damentalgruppe angeben.

Definition 1. Sei (X, 7x) ein topologischer Raum. Es sei (E,Tg) ein zweiter topologis-
cher Raum und m : E — X eine Abbildung mit:

1. 7 st stetig

2. Fir alle x € X existiert eine Umgebung U(z) von x, sodass W_l(U(ZE)> = U B,
1EA
Vereinigung von (in E) offenen, disjunkten Mengen B; C E ist, von denen jedes
B; durch m homéomorph auf U(z) abgebildet wird.

Dann heifit das Paar (E, ) eine Uberlagerung von X. Die B; heifien Blitter tiber
U(z). U(x) heifit gleichmdf3ig tiberlagert.
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Beispiele:

(A) Sei L :={z € R? | |z| < 1} ein offenes Quadrat im R? mit Seitenlénge 2. Sei 77,
die Standardtopologie auf L.

Seien F := L x {1,2,3} und

m:E— L
(x, k) — x

Dann ist (E, ) eine Uberlagerung von L.

L x {3}
L x {2}
L x {1}

Beweis. Fiir jedes x € L ist L eine Umgebung von x. Es ist
TN L)=E=Lx{1}ULx {2} UL x {3}

Dabei sind Lx {1}, L x {2}, L x{3} offen in F und 7 bildet jede dieser drei Mengen
homdomorph auf X ab. O

(B) Sei S* := {z € C | |z2| = 1} die Kreislinie mit Radius 1 in der komplexen

Zahlenebene.
Dann ist
(R, exp)
mit
exp: R — 51
Iy 2T

eine Uberlagerung von S*. [Os]

Beweis. Sei P € S beliebig. Ziel ist nun, eine Umgebung U(P) von P zu finden,
sodass ' (U(P)) = B; U B, U..., sodass die By paarweise disjunkt sind und
homoomorph auf U(P) abgebildet werden:
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By By Bs By Bs

Fallunterscheidung;:

(D

(IT)

Angenommen, P =1

Betrachten nun die Umgebung U := {z € S' | Re(z) > 0} von P.

Dann ist exp ' (U) = U k— ! k+ E und fiir jedes k € Nist exp |
TR (

keN
bijektiv und stetig. Um zu zeigen, dass exp tatséchlich ein Homéomorphismus

ist, betrachten wir die Umkehrfunktion.

11
arg : U — (_Z’Z)

1
adow arcsin (Im(z)/1)

k= k+1)

Sei also

(Dabei ist arcsin die Umkehrfunktion von sin |[7z E]) Dann gilt:
272

arcsin(Im(z)/1)

explarg(2)) = ¢
= 3 - sin (arcsin(]m(z)/z’))JJr cos (arcsin(Im(z)/i)) (Eulersche Id.)

-~

=Im(z)
= Im(z) + \/(3052 (arcsin([m(Z)/i))

= Im(2) + /1 —sin? (arcsin(Im(2) /4))
=Im(z) + Re(z) =z Weil z € S*

Folglich ist arg die Umkehrfunktion von exp | ( . Wir wissen, dass arg

k=5 k+3)
als Verkniipfung stetiger Funktionen wieder stetig ist. Folglich ist exp |< - 1kil)

47 4
ein Homoomorphismus fiir alle k£ € N.

Angenommen, P # 1

Betrachten die Umgebung Up := {z € S| Re (F . z) > 0} von P. Sei o :=

arg(P). Sehen wieder, dass CXP (o 1 a4 1) bijektiv und stetig ist.
47 4
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Betrachten dann

1 1
argp : Up — a—Z,Oz—i-i

1
zHa—l—arg(F—z)

Und wieder ist exp (argp(z)) = z fir alle z € Up. Folglich ist argp die

Umkehrfunktion von XD (41 atl) AT8p ist als Verkniipfung stetiger Funk-
4

tionen stetig, also ist eXP (41

o~y

1

1

1y Homdomorphismus.
a+y )

Fiir alle P € S! haben wir also die gesuchte Umgebung U(P) gefunden. Folglich ist
(R, exp) tatsiichlich eine Uberlagerung von S*. O

Wir betrachten die Sphire S := {z € R**! | ||z|| = 1} und die Aquivalenzrelation
~, die gegeniiberliegende Punkte identifiziert:

r~y s x=yoderz=—y
Fiir jedes x € S™ sei [x] seine Aquivalenzklasse. Sei 7 die kanonische Projektion

58" = S|~

Dann wird der reelle Projektive Raum RP™ := S™ |, iiberlagert durch S™.

Beweis. Sei [z] = [(z1,...,2Zn41)] € S™ beliebig. Dann ist eine Koordinate von x
nicht 0, also xy # 0 fiir ein 1 < k£ < n + 1. Betrachten nun die Umgebung

U:={ly] e RP" | yp >0} = {[y] € RP" |y # 0}

von z. Es ist
= 1(U) ={yeS" |yu>0}U{y eS|y <0}

-~ -~

:;Ul :ZUQ
Die beiden Mengen U; und Us; sind dabei disjunkt. Weiter gilt:

e Fiir ein beliebiges [y] € U existiert ein Reprasent y € S™ mit y, > 0, also auch
y € U. Folglich ist 7 |y, surjektiv.

e Seien y, z € Uy mit 7(y) = m(z). Angenommen, y und z stimmen in der
j-ten Koordinate nicht iiberein, das heifit y; # z;. Weil [y] = [2], ist daher
Y; = —zj, also y = —z. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass beide in U,
lagen! Folglich stimmen y und z in allen Koordinaten iiberein. Also ist 7 |,
auch injektiv.
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e Wir sehen ohne Beweis, dass 7 |y, offene Mengen auf offene Mengen abbildet
und die Urbilder offener Mengen offen sind. Folglich sind 7 |y, und (7 |y,)~"
stetig.

Also ist 7 |y, ein Homéomorphismus. Analog sehen wir, dass auch 7 |y, Homéomor-
phismus ist. Daraus folgt, dass (5", 7) eine Uberlagerung von RP" ist. U

In den vorigen Vortréagen haben wir eine alternative Definition des rellen projektiven
Raums kennengelernt. Dass diese zwei Definitionen tatséchlich dquivalent sind, wird
hier nicht gezeigt.

Bemerkung: Definiert man auf einem topologischen Raum X eine Aquivalenzrelation ~,
so iiberlagert X den Raum X |. in vielen Fillen. Dies muss allerdings nicht immer der
Fall sein, siehe hierzu zum Beispiel die Sorgenfrey-Gerade [Ba2].

Das Ziel ist es jetzt, Wege und Homotopieklassen von Wegen nicht mehr im iiberlagerten
Raum X, sondern im {iberlagernden Raum £ zu untersuchen. Wir moéchten nun zeigen,
dass jeder Weg in X eindeutig zu einem Weg in £ “hochgehoben” werden kann. Wir
zeigen hier eine etwas allgemeinere Aussage nicht nur fiir Wege, sondern fiir beliebige
Abbildungen aus einem zusammenhéngenden Raum.

Satz 1 (Eindeutigkeit der Hochhebung). Sei X ein topologischer Raum und (E,)
eine Uberlagerung von X. Sei f 1Y — X eine stetige Abbildung aus einer zusam-
menhdngenden Menge Y in X. Seien xg € X, eg € E, yo in Y. Sei f(yo) = xo und
m(eg) = zo.

Falls nun eine stetige Abbildung f' 1Y — E existiert, sodass wo f' = f und f'(yo) = eo,
dann ist dieses f' eindeutig bestimmd.

c /f?
Yo

Beweis. Angenommen, es gibe zusétzlich zu f’ noch ein f” :Y — Fmit mo f" = f
und f(yo) = co.
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Seien
A={yeY | f(y)=1"y}

und

B={yeY|f(y)#[" )}

Wir werden nun zeigen, dass B = (), denn dann stimmen f’ und f” auf ganz Y iiberein.
Wir zeigen dafiir zunéchst, dass A und B offen sind.

Sei also y; € Y beliebig. Sei U ( f (yl)) eine gleichméBig iiberlagerte Umgebung von f(y1).
Betrachten nun zwei moglichen Félle:

(I) Seiy, € A:

Betrachten 7! <U(f(y1))> Das ist die disjunkte Vereinigung der Blatter Sy, ...,
Sy. Es sei Sy, dasjenige Blatt mit f/'(y1) € Sk. (Damit gilt dann auch f”(y;) € Sk)

Wegen Stetigkeit von f' und f” sind f'~'(Sy) und f”~'(Sy) offene Mengen in Y.
Folglich ist U := f'~(Sy) N f"~1(Sy) offen in Y. AuBerdem ist y; € U.

Zusiitzlich ist U C A, denn angenommen, es existiert ein z € U mit f'(z) # f"(2).
Nach Konstruktion von U sind f'(z) € Sk, f"(z) € Sk. Es ist 7 |g, bijektiv, also
insbesondere injektiv. Also ﬂ(f’(z)) + W(f/'(z)), doch nach Voraussetzung ist ja

7(f'(z)) =7(f"(2)) = f(z). Widerspruch!
Folglich ist A offen.
(II) y, € B:

Sehr dhnlich sehen wir, dass auch B offen ist: Es seien S; und S5 die Blatter mit
f'(y1) € S; und f"(y;) € So. Dann ist f/~1(S;) N f"~1(Sy) C B eine Umgebung
von v, also ist auch B offen.

Nach Annahme gilt f'(yo) = f”(vo), also ist A nicht-leer. Es ist Y die disjunkte Vere-
inigung der offenen Mengen A und B. Weil Y zusammenhéngend ist und A # (), folgt
damit, dass B = ).

O

Wir haben nun noch zu zeigen, dass tatséchlich jeder Weg in X auch mindestens eine
Hochhebung nach E hat. Wir zeigen zunéchst einen Hilfssatz. Im Spezialfall, dass X ein
metrischer Raum ist, ist der Satz ein Spezialfall des Lemmas von Lebesgue oder Lemmas
von der Existenz der Lebesquezahl [Enl.

Satz 2. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Sei o : [0,1] — X ein Weg in X. Sei
U= (Uy,Us,...,U,) eine endliche, offene Uberdeckung von o(|0,1]).
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Dann existiert eine Unterteilung 0 =ty <t < -+ < tr_1 < tr, = 1 von [0, 1], sodass
O'([tz;l, tl]) C Uj
firenl1<j<n firalel<1i<k.

Beweis. Sei U; € $l beliebig. o ist stetig, folglich ist o~'(U;) offen. Es seien ij),

C’T(izj) die Zusammenhangskomponenten von o~ *(U;). Dann ist

n k
UU @ 5[0, 1]
j=1 p=1

offene Uberdeckung von [0, 1]. Sei Cy U --- U C,, eine endliche Teiliiberdeckung davon,
die C; sind also beschriankte, offene Intervalle.

Betrachten nun zwei Intervalle C; und Cj, deren Schnitt nicht leer ist. Fiir alle 1 <
i,j <mseit;; € C;NC; beliebig. Es sei T := {t;; | 1 <1i,7 <m}. Dann ist T" gerade
die gesuchte Zerlegung.

Seien namlich 4, ..., t; die Elemente aus T" der Gréfle nach sortiert. Dann ist fiir alle ¢ mit
1 <i <lgerade [t;_1,t;] C C fiir ein 1 < ¢ < m und damit o ([t;_1,t]) C o(Cy) C U;
fir ein 1 < j <n. O

Satz 3 (Hochhebung eines Weges). Sei X ein topologischer Raum, (E, ) eine Uberlagerung
von X mit w(eg) = o fir ein xy € X, eg € E. Es sei weiter

o:[0,1] - X
ein Weg in X mit 0(0) = zo.

Dann existiert ein Weg o, : [0,1] — E mit 0,,(0) = ey und mo o, = 0.

Beweis. Fiihren eine Fallunterscheidung durch:

(I) Ganz X ist gleichméBig tiberlagert:

Es sei S, dasjenige Blatt mit ey € Sy. Dann ist 7 |g, bijektiv. Es sei
' -1
lp = (7T |5k )

Dann erfiillt o, := 1 oo gerade die Bedingungen des Satzes.

(IT) Nicht ganz X ist gleichméfig iiberlagert:
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Fiir jedes z € [0, 1] existiert eine gleichméBig iiberlagerte Umgebung U (o(z)). Es
ist U(o(z)) offene Uberdeckung von o([0, 1]). Wegen Kompaktheit von [0, 1]
[0,1]

tefo,1
existiert davon eine endliche Teiliiberdeckung U; UUy U - - - U U,,.

Nach Lemma 1 existiert eine Unterteilung
O=to<ti <---<t,=1

des Intervalls [0,1], sodass o([t;,ti11]) C U(o(t;)), wobei U(o(t;)) eine gle-
ichméBig iiberlagerte Umgebung von o(t;) ist.

Es folgt ein Induktionsargument:

IA: Nach Fall (I) existiert fiir den Weg o |jo,] €in o7 : [0,¢1] — E mit 01(0) = eg
und mit 7o 0y = 0 |j4)-

IV: Es existiert ein o; : [0,¢;] = E mit 0;(0) = eg und mit 7o 0; = 0 [jo4,).

IB: Es existiert ein 041 : [0, ;1] = E mit 0,41(0) = eg und mit 7 0 0511 = 0 [jo4,,,]-

Bew: Betrachten o 1. Wir wissen nach Fall (I):

[t tit1

Es ist 7(0y(t;)) = o
iiberlagert.

| (t). AuBerdem ist ganz [t;, ;1] gleichméBig

[titit1

Das sind genau die Voraussetzungen aus Fall (I). Folglich existiert ein 7 :
[ti,ti1] — FE, sodass 7(t;) = 04(t;) und mit ro7 =0

[tistiva]:
Wir definieren nun 0,41, als die Verbindung der beiden Teilwege o;(t) und 7:
Oip1: 0, tip1] = E

oi(t), wenn t <t
t—
7(t), wennt >t

Das bedeutet: Es existiert ein o, : [0,1] — F mit 0,(0) = ¢y und 7o o, = 0.
Dieser Weg o, ist gerade der gesuchte Weg o, .

O

Méchten wir nun also die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes X bestim-
men, so miissen wir nicht die Homotopieklassen in X zédhlen, sondern es geniigt, die
Homotopieklassen im iiberlagernden Raum FE zu zéhlen. Dabei muss natiirlich noch
gekliart werden, wie dieses Zahlen genau abléuft.

Definition 2. Es sei (X, 7) ein topologischer Raum und (E, ) eine Uberlagerung. Eine
Abbildung ¢ : E — E mit
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1. ¢ ist ein Homdomorphismus,
2. Top=m

heifit Uberlagerungstransformation von E.

Beispiel:
Betrachten Beispiel (B): exp : R — S*. Hier ist

¢:R—R
T+ k

fiir alle k € Z eine Uberlagerungstransformation von R. Denn:

(exp od)(z) = exp(z + k)
— 627ri-(a:+k)
— 627ri-:13 . e27m'-k
=1

— 627ri-:1:

— exp(a)

Wir werden spiter noch zeigen, dass es fiir diesen Fall keine weiteren Uberlagerungstransformationen
gibt.

Wir stellen zunéchst fest, dass die Menge der Uberlagerungstransformationen eine Grup-
penstruktur hat. Diese Aussage wird hier nicht bewiesen. Der Beweis ist jedoch nicht
weiter schwer und kann zum Beispiel im sehr empfehlenswerten Buch [GH] nachgelesen
werden.

Satz 4. FEs sei (X,7) ein topologischer Raum und (E,m) eine Uberlagerung. Dann ist
die Menge G aller Uberlagerungstransformationen zusammen mit der Verkniipfung von
Abbildungen eine Gruppe.

Dieses Ergebnis lasst uns vermuten, dass es einen Zusammenhang zwischen der Gruppe
der Uberlagerungstransformationen und der Fundamentalgruppe des iiberlagerten Raums
gibt. Dieser Zusammenhang wird im néchsten Satz erklért:

Satz 5. Es sei (X, 1) ein topologischer Raum und (E,w) eine Uberlagerung von X mit
m(eg) = xo fiireinxg € X, eg € E. Es sei G die Gruppe der Uberlagerungstransformationen
von E.

Falls E wegzusammenhdngend ist und triviale Fundamentalgruppe hat, dann ist G iso-
morph zu m (X, xg).
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Beweis. Wir werden einen Isomorphismus angeben.

1. Konstruieren uns dazu zuerst eine Abbildung x : G — 11 (X, zo).

Betrachten dazu eine Uberlagerungstransformation ¢ € G. Wir wissen: E hat
triviale Fundamentalgruppe, das heifit, alle Wege von ey nach ¢(ep) sind homotop.
Es sei also ], ein solcher Weg von ey nach ¢(ep).

Es sei 04 := 7 o0 0. Wir definieren nun eine Abbildung
X : G — 7T1(X, ZII())

durch x(6) = [o,].

2. x ist ein Homomorphismus.
Seien ¢, 1) € G beliebig. Seien

o,0y,00:[0,1] = F

mit ¢/(0) = eo, 0'(1) = ¢(¢(eg)) und mit o(0) = ey, o((1) = ¥(ep) und mit
) = ¢(¥(e0)).

€eQ

Dann ist

3. x ist injektiv.

Seien ¢, ¥ € G mit x(¢) = x(¢). Dann sind sowohl ¢ als auch 1 eine Hochhebung
von 7, diese Hochhebung ist nach Satz [ eindeutig, das heifit ¢ = ¢.

10
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4. x ist surjektiv.

Sei [o] € m1 (X, xg) beliebig. Wie vorher auch sei ¢’ : [0,1] — E die Hochhebung
von o mit 0'(0) = eg. Wir suchen nun ein ¢ € G mit x(¢) = [0].

e Konstruktion von ¢: Sei e € E beliebig. Es sei 7/ : [0,1] — E ein Weg in
E von eg nach e, weil E wegzusammenhéngend ist, existiert so ein Weg. Also
72(0) = eg, TI(1) = €.

Es sei 7, der zugehorige Weg in X, also 7. = 7 o 7.. Fiir den existiert eine

Hochhebung 77 : [0,1] — E mit 7.(0) = ¢/(1) und 7. = w0 7/.

Weiter sei !, die Aneinanderhéngung der beiden Wege 7/ und o':

w., 10,1 — F

o'(2t), wenn t <
t—= <
7/(2t), wenn t >

D= N[

Sei dann

Dann gilt

Also ist m o ¢ = m. Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢ auch wirklich ein
Homdoomorphismus ist.

e Injektivitidt und Surjektivitit von ¢ folgen aus der Konstruktion und
werden hier nicht gezeigt.

e Stetigkeit von ¢:

Zeigen dafiir, dass die Urbilder offener Mengen unter ¢ wieder offen sind. Sei
also V' C FE eine offene Menge. Und sei e € ¢~1(V) beliebig und sei = := 7(e).
Sei nun U C X eine gleichméBig iiberlagerte Umgebung von x.

Betrachten nun 71 (U). Es sei S;, Sy C E diejenigen Blitter iiber U, die e
beziehungsweise ¢(e) enthalten. Sei nun V := V na~Y(U) und U := 7 (V)

11
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Dann ist 7T_1(U) N Sy offen, weil 7 stetig ist. AuBerdem ist 7! (U) NSy C

(V).
Denn angenommen, es existiert ein z € 771(U) NSy \ ¢~1(V).
¢ o (V)
=o(z) ¢V Wegen Bijektivitiat von ¢
= ¢(z) ¢V
= 7m(p(2)) ¢ U Weil 7 |g, injektiv ist

Doch das ist ein Widerspruch! Folglich gilt tatsiichlich 71 (U) NSy C ¢ V)
und damit ist gezeigt, dass ¢~ !(V') offen ist. Also ist ¢ stetig.

e Stetigkeit von ¢ ':

Analog zum vorigen Schritt kann man zeigen, dass auch die Bilder von offenen
Mengen unter ¢ wieder offene Mengen sind. Auch ¢! ist stetig.

Also ist ¢ ein Homdomorphismus und damit auch eine Uberlagerungstransformation.
Folglich ist y surjektiv.

Also ist x ein Isomorphismus und damit G isomorph zu m; (X, o). O
Das ist das zentrale Ergebnis des Vortrags. Damit konnen wir nun endlich Fundamen-
talgruppen bestimmen.
Beispiele:
(B) Behauptung: Die Fundamentalgruppe der Kreislinie ist (S, 1) ~ Z.
Beweis. Wie besprochen, ist (R, exp) eine Uberlagerung von S*. Dabei ist R wegzusam-

menhéngend und hat triviale Fundamentalgruppe. Die Voraussetzungen des Satzes
sind also gegeben.

Bleibt also, die Menge G der Uberlagerungstransformationen zu bestimmen. Be-
hauptung: G ={¢p R >R |¢p:z— x+ k k € Z}.

e “D” Gilt nach dem letzten Beispiel.

e “C” Sei ¢ : R — R eine Uberlagerungstransformation. Zeigen, dass dann ¢
von der Form ¢ : z +— x + k fiir ein k € Z ist.

Nach Voraussetzung ist exp(z) = exp(¢(x)) fiir alle z € R.

— ¢(x) = = + k(x) fiir ein von = abhéngiges k(x) € Z.

12
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Nun ist k£ : R — Z stetig, R zusammenhéngend und folglich auch f (R) C Z
zusammenhingend. Allerdings sind die einzigen zusammenhéngenden, nicht-
leeren Teilmengen von Z einelementig. Folglich ist auch f (R) = {k} einele-
mentig.

Also ist ¢(z) = = + k.

0

(C) Behauptung: Fiir n > 2 ist die Fundamentalgruppe des reell-projektiven Raums
m (RP", [1]) ~ Z,, wobei Z, die Gruppe bezeichnet, die genau zwei Elemente
enthélt.

Beweis. (S™, ) ist eine Uberlagerung von RP". Zeigen zunichst, dass S wegzusam-
menhéngend ist und fiir n > 2 triviale Fundamentalgruppe hat.

e Sein > 1und z, y € S” beliebig. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass
zwei Rotationsmatrizen A, und A, € SO(n) existieren mit

Ayjoy=A,-2=(10,...,0)

(n—1)-mal

Das heifit, es existieren Rotationsmatrizen, die x beziehungsweise y in den
Nordpol tiberfithren. Wegen der Gruppeneigenschaften von SO(n) ist auch
A= A1 A, € SO(n) und diese Matrix iiberfithrt « in y. Weiter haben
E,, und A wie alle Matrizen in SO(n) dieselbe Orientierung. Folglich existiert
eine stetige Abbildung

7:[0,1] = SO(n)
t— A,

mit Ay = F, und A; = A [Fi]. Betrachten nun die Abbildung

o:[0,1] — R
t|—>At'fL'

Zunéchst stellen wir fest, dass alle A; orthogonale Matrizen sind, also o(t) €
S™ fiir alle ¢t € [0, 1]. Folglich ist o ein Weg in S™.

Auflerdem ist 0(0) = z, o(1) = y. Also ist S™ bogenzusammenhéngend, also
auch insbesondere zusammenhéngend.

e Sei nun n > 2. Sei zy = (0,...,0,1). Sei 0 = (01,...,0,4+1) ein beliebiger
Weg in S™ mit 0(0) = o(1) = xy. Dann ist nach Definition von S™

of(t) ++ + o (t) =1 (1)

13
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fir alle ¢ € [0, 1].
Sel nun
H:[0,1]%[0,1] = 5"
(k, 1) (k-crl(t),...,k-crn(t), VIR od(t) -~ kz-ag)

Dannist H(-,1) = o und weiter H(-,0) = x, auBerdem ist H als Verkniipfung
stetiger Abbildungen stetig. Folglich ist jeder geschlossene Weg mit Start-
punkt zy homotop zum trivialen Weg. Damit ist 7 (S™, zx) trivial (enthélt
nur ein Element). Weil S™ zusammenhéngend ist, ist also m(S™) trivial.

e Die einzigen Uberlagerungstransformationen sind: id : S® — S™ und

nv: S"— S"
T —x

Wir sehen ohne Beweis, dass beides Uberlagerungstransformationen sind.

Es kann keine weiteren Uberlagerungstransformationen geben. Angenommen,
es gibe noch eine Uberlagerungstransformation ¢ : S — S™.

Angenommen, es existiert ein x € S™ mit ¢(z) # = und ¢(x) # —x. Es ist
[x] = {x, —x}, also ist ¢(x) ¢ [x]. Dann wire 7(x) # w(p(x)), folglich wire ¢
keine Uberlagerungstransformation. Deshalb muss fiir alle z € S™ entweder
¢(x) = z oder ¢(x) = —x sein.

Betrachten h(z) := ||z — ¢(x)||. h ist als Verkniipfung stetiger Funktionen
stetig. Nach Annahme existieren z; € S™, o € S" mit ¢(x1) = id(zy) =
r1 und @(x9) = inv(zy) = —x9. Also h(xy) = 0, h(zz) = 2. Nach dem
Zwischenwertsatz existiert daher ein x3 € S™ mit h(z3) = 1. Also ¢(z3) # w3
und ¢(z3) # —x3. Das ist aber ein Widerspruch zur obigen Aussage! Folglich
kann es keine weitere Uberlagerungstransformation ¢ geben.

Also ist G ~ Z, ~ 1 (RP",[1] ) nach Satz O

3 Der Abbildungsgrad

Betrachten im Folgenden stetige Abbildungen f : S! — S!. Das ist eine besondere
Schreibweise fiir einen Weg o : [0, 1] — S! mit ¢(0) = o(1), also fiir einen geschlossenen

Weg in S
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Satz 6. Sei f : S' — S! eine stetige Abbildung. Dann existiert eine stetige Abbildung
F:R— R mit

exp (F(1)) = f(exp(t))

fiir alle t € R. Diese Abbildung F ist bis auf eine additive ganzzahlige Konstante ein-
deutig bestimmi.

Beweis. Wir betrachten g : [0,1] — S* definiert durch g := f o exp. Es ist dann g(0) =
f(exp(O)) = f(exp(l)) = g(1). Also ist g ein geschlossener Weg in S?.

Betrachten das Urbild des Startpunktes von g, also exp™! (g(())) Es sei eq dasjenige
Element aus exp~! (¢(0)) mit 0 < ey < 1.

Dann existiert eine eindeutige Hochhebung ¢’ : [0, 1] — R von ¢ mit:

expog’ =g (2)

und mit
9'(0) = e
Es sei nun F' die Fortfiihrung von ¢’ auf ganz R, d.h.:
F:R—R
t—g'(xr—|x])+m

mit m € Z beliebig. Dann ist F' stetig, denn F' |, j41) ist stetig fiir alle k € Z. Zusétzlich
gilt fiir F':

(exp oF)(¥)
= exp (F(t))
= exp (g’(t —t]) + m)
= exp (g’(t - Lﬂ))
=g(t—[t]) nach (2)
=f(exp (£ 1t1))
=(f o exp)(t)

Wie in Beispiel (C) kann man noch zeigen, dass F' bis auf verschiedene Werte von m
eindeutig ist. O

Definition 3. Sei f : S' — S* stetig und F : R — R ebenfalls stetig mit exp (F(t))
f(exp(t)). Die Zahl
grad(f) = F(1) — F(0)

heifst der Abbildungsgrad von f.
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Diese Zahl grad(f) beschreibt gerade, wie oft sich das Bild von f um S! windet.

Es gibt mehrere Abbildungen F, die exp (F(t)) = f(exp(t)) erfiillen. Nach Satz [ un-
terscheiden sich diese um eine ganzzahlige Konstante. Daher ist grad(f) := F(1) — F(0)
unabhéngig von der Wahl von F'.

Satz 7. Seien f, g: S' — St stetige Abbildungen.

Seien F,G : R — R durch exp (F(t)) = f(exp(t)) beziehungsweise durch exp (G(t)) =
g(exp(t)) gegeben.

Dann gilt:

. F(to+ k) — F(to) =k - grad(f) fir alle k € Z

=N v S~ o I\S)
s
3
N
U
~
o)
N~—
I
Q
3
N
U
—~
~
N~—
+
s
3
N
U
—~
&
N~—

7. Falls grad(f) # 0, so ist f surjektiv.

Beweis. Die Eigenschaften sind nicht sehr schwer zu beweisen. Wir beweisen hier die
Eigenschaften 1, 4 und 5.

1. Betrachte
UV:R—R
t— F(t+1) - F(t)
Dann ist:
exp (\Il
exp (F

)
t+1))
exp (F(t))
_ f(exp(t+1))
f(exp(t))
_ f(ex(®) _
f(exp(t))

Die Abbildung ¥ ist als Verkniipfung stetiger Abbildungen stetig. Folglich ist ¥
konstant. Also ist

F(1) = F(0) = F(to + 1) — F(to)
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4. Es ist
exp(F(t) + G(t))
= exp (F(t)) - exp (G(t))
= f(exp(t)) - g(exp(t))
= (f - g)(exp(t))
Also

grad(f - g) = (F(1) + G(1)) — (F(0) + G(0)) = grad(f) + grad(g)

D.
grad(fog)
= F(G(1)) — F(G(0))
= F(grad(g) + G(0)) — F(G(0)) weil grad(g) = G(1) — G(0)
= grad(g) - grad(f) nach 2.

0

Mit diesen Ergebnissen kann man nun einige interessante Aussagen mit wenigen Voraus-
setzungen beweisen. Einen Beweis zum Fundamentalsatz der Algebra findet man in [La].
Eine weitere Anwendung ist der Beweis zum Satz von Borsuk-Ulam und damit auch zum
Satz vom Schinkenbrot, diese findet man zum Beispiel in [Osg].

Diese Satze werden hier nicht behandelt, im néchsten Vortrag werden wir aber zumindest
unser Wissen iiber den Abbildungsgrad verwenden, um den Igelsatz zu beweisen.
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