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MOTIVATION DES THEMAS PROBLEMLOSEAUFGABE VS. ROUTINEAUFGABE

Der Flacheninhalt des Trapezes

Flacheninhaltsformel des Trapezes bekannt
Von einem Trapez sind die Langen
der parallelen Seiten und die Héhe
gegeben:

= Routineaufgabe

Flacheninhaltsformel des Trapezes unbekannt, aber des Parallelogramms

Wie grofd ist sein Flacheninhalt?
und des Dreiecks bekannt

Zerlege das Trapez in ein Parallelogramm und ein Dreieck.

Berechne den Flacheninhalt des Parallelogramms.

Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks.

Addiere beide Flacheninhalte. Die Summe ist der gesuchte Flacheninhalt
des Trapezes.

= Routineaufgabe

die Formel und das Verfahren zur Bestimmung des Flacheninhaltes des
Trapez unbekannt

= Problemldseaufgabe!




MOTIVATION DES THEMAS ROLLE VON GEORGE POLYA

Der Mathematiker George Polya (1887 - 1985) hat das Problemldsen thematisiert:

Das Losen eines Problems ist ein Entdeckungs- und Findungsvorgang,
der der wissenschaftlichen Forschung durchaus vergleichbar ist

Problemlosen ist wichtigste Tatigkeit im Mathematikunterricht an Schulen

Die Schiiler sollen
maximal aktiviert (soviel wie moglich selbst tun)
maximal motiviert (Aufgabe lohnt den Einsatz)

werden



MOTIVATION DES THEMAS PROBLEMLOSEN IN DER GRUNDSCHULE

Bildungsstandards
Die Bildungsstandards beschreiben mathematische Kompetenzen, die die Schiiler am Ende der
vierten Jahrgangsstufe erreichen sollen. Die allgemeinen mathematischen Kompetenzen sind

das Problemlosen, Argumentieren, Darstellen, Kommunizieren und Modellieren.
Der Begriff des Problemlosens wird hier wie folgt verstanden:

Mathematische Kenntnisse, Fertigkeiten und Fahigkeiten bei der Bearbeitung problemhaltiger

Aufgaben anwenden,
Losungsstrategien entwickeln und nutzen (z.B.: systematisch probieren)

Zusammenhdnge erkennen, nutzen und auf dhnliche Sachverhalte libertragen

Walter, G/Heuvel-Panhuizen, M./Granzer, D.(Hrsg.): Bildungsstandards fiir die Grundschule. Mathematik Konkret.
Verlag Cornelsen Scriptor, Berlin 2007



MOTIVATION DES THEMAS PROBLEMLOSEN IN DER GRUNDSCHULE

Mathematik lernen durch Arbeiten an Problemen

Die Lehrerinnen und Lehrer werfen Probleme auf, zu deren Losung ein Weg aus dem Unterricht nicht unmittelbar bekannt ist.
Innermathematische Probleme ermoglichen den Schiilerinnen und Schiilern das Entdecken von mathematischen
Regelmafligkeiten und Mustern. Aufdermathematische Probleme fordern und fordern die Fahigkeit zur mathematischen
Modellbildung.

Anhand von Problemstellungen gewinnen die Schiilerinnen und Schiiler die Einsicht, dass es oft mehrere Losungswege gibt und
dass nicht jede mathematische Aufgabe genau eine Losung haben muss. Sie erkennen, dass manche Aufgaben mehrere
Losungen besitzen, wahrend es fiir andere keine Losung gibt.

Die Schiilerinnen und Schiiler entwickeln in der Auseinandersetzung mit dem Problem individuelle Wege. Dabei greifen sie auf
ihre Vorkenntnisse und Erfahrungen zuriick und vervollkommnen gleichzeitig ihre mathematischen und strategischen
Fahigkeiten.

Sie prasentieren und diskutieren ihre Vorgehensweisen innerhalb der Klasse. Dabei entwickeln sie Verstandnis dafiir, inwiefern
sich die einzelnen Losungswege qualitativ unterscheiden. Sie lernen, die Wege unter verschiedenen Aspekten zu betrachten
und einzuschatzen. Das konnen die Wahl der Darstellungsebene, die Zweckmafiigkeit des benutzten Hilfsmittels, die Eignung
der Methode fiir die betreffende Aufgabe und die Effektivitat des Vorgehens sein. Sie verstehen, dass all diese Kriterien auch
individuell unterschiedlich wahrgenommen werden kénnen.

Durch die Diskussion von Losungswegen wird den Schiilerinnen und Schiilern bewusst, dass manche Vorgehensweisen als
Irrwege, manche als Umwege und andere als besonders effektive Wege beurteilt werden kénnen. Im Uberdenken von
Irrwegen und Umwegen entwickeln die Schiilerinnen und Schiiler Mut zum Probieren und zum Fehlermachen, ihr
Selbstvertrauen und Selbstbewusstsein werden gestarkt.

Im Prozess der Problembearbeitung werden heuristische Vorgehensweisen als Inhalte des Mathematikunterrichts thematisiert.
Auf diese Weise erhalten die Schiilerinnen und Schiiler Hilfen zur Selbststeuerung und Selbstorganisation des eigenen
Lernens. (S. 23 f.)

Senatsverwaltung fiir Bildung, Jugend, Sport (Hrsg.): Rahmenlehrplan Grundschule Mathematik. Berlin 2004
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MOTIVATION DES THEMAS PROBLEMLOSEN IN DER SEK [ &I

,Probleme l6sen” als prozessbezogener mathematischer Kompetenzbereich

Mathematisches Problemldsen findet statt, sobald in einer Situation nicht unmittelbar
ein Lésungsverfahren angewendet werden kann, sondern ein Losungsweqg entwickelt
oder ausgewéahlt werden muss. Problemldsen in der Mathematik zeichnet sich durch
die Verwendung spezifischer Strategien aus (z.B. Einzeichnen von Hilfslinien,
Auswahlen von HilfsgréRen, Vorwarts- und Riuckwartsarbeiten) und die Verwendung
verschiedener Darstellungsformen (verbal, numerisch, graphisch, symbolisch). Ein
wesentlicher Bestandteil des Problemldsens ist die Reflexion von Lésungswegen und
von verwendeten Strateqgien.

[...]—- damit ist es abhangig vom Kenntnisstand des Einzelnen. Sogar beim mathematischen
Bearbeiten von Modellen und beim Suchen von Begriindungen findet Problemlésen statt.

Senatsverwaltung fiir Bildung, Jugend und Sport in Berlin (2006). Rahmenlehrplan fiir die Sekundarstufe I &II,
Mathematik, Jahrgangsstufe 7 - 10, Hauptschule, Realschule, Gesamtschule, Gymnasium. 1. Auflage Berlin:
Oktoberdruck AG.



MOTIVATION DES THEMAS UMGANG MIT DEN PROBLEMAUFGABEN

Wie konnen Schiiler das Problemlosen lernen?

G. Polya: ,Wie sucht man die Losung?“



PHASEN DES PROBLEMLOSENS VIER LOSUNGSPHASEN

Verstehen der Aufgabe
Ausdenken eines Plans
Ausfiihren des Plans
Ruickschau

Polya, G.: Schule des Denkens, Francke 19954, S. 5 ff.



PHASEN DES PROBLEMLOSENS (1) VERSTEHEN DER AUFGABE

Vertraut werden mit der Aufgabe
Erarbeiten eines besseren Verstandnisses

Was ist bekannt? Was ist gegeben? Wie lautet die Bedingung?

Ist es moglich, die Bedingung zu befriedigen? Ist die Bedingung ausreichend, um die
Unbekannte zu bestimmen? Oder ist sie unzureichend? Ober tiberbestimmt?

Zeichne eine Figur! Fiihre eine passende Bezeichnung ein!
Trenne die verschiedenen Teile der Bedingung! Kannst Du sie formulieren?

Polya, G.: Schule des Denkens, Francke 19954, S. 5 ff.
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PHASEN DES PROBLEMLOSENS (2) AUSDENKEN EINES PLANS

Hast Du die Aufgabe schon frither gesehen? Oder hast Du die selbe Aufgabe in
einer wenig verschiedener Form gesehen?

Kennst Du die verwandte Aufgabe? Kennst du einen Lehrsatz, der férderlich sein
konnte?

Betrachte die Unbekannte! Und versuche, Dich auf eine Dir bekannte Aufgabe zu
besinnen, die dieselbe oder eine ahnliche Unbekannte hat.

Hier ist eine Aufgabe, die der Deinen verwandt und schon geldst ist. Kannst Du sie
gebrauchen? Kannst Du ihr Resultat verwenden? Kannst Du ihre Methode
verwenden? Wiirdest Du irgendein Hilfselement einfiihren, damit Du sie
verwenden kannst?

Polya, G.: Schule des Denkens, Francke 19954, S. 5 ff.
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(1) VERSTEHEN DER AUFGABE + (2) AUSDENKEN EINES PLANS

Kannst Du die Aufgabe anders ausdriicken? Geh auf die Definition zurtick!

Wenn Du die vorliegende Aufgabe nicht 16sen kannst, so versuche, zuerst eine
verwandte Aufgabe zu losen. Kannst Du Dir eine zuganglichere verwandte oder
allgemeinere, oder spezielle, oder analoge Aufgabe denken? Kannst Du einen Teil
der Aufgabe l6sen? Behalte nur einen Teil der Bedingung bei und lasse den
anderen fort; wie weit ist die Unbekannte dann bestimmt, wie kann ich sie
verandern? Kannst Du etwas Forderliches aus den Daten ableiten?...

Kannst Du Dir andere Daten denken, die geeignet sind, die Unbekannte zu
bestimmen?

Hast Du die ganze Bedingung benutzt? Hast Du alle wesentlichen Begriffe in
Rechnung gezogen, die in der Aufgabe enthalten sind?

Polya, G.: Schule des Denkens, Francke 19954, S. 5 ff.
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PHASEN DES PROBLEMLOSENS (3) AUSFUHREN DES PLANS

Wenn Du Deinen Plan der Losung durchfiihrst, so kontrolliere jeden Schritt.
Kannst Du deutlich sehen, dass der Schritt richtig ist? Kannst Du beweisen, dass
er richtig ist?

Polya, G.: Schule des Denkens, Francke 19954, S. 5 ff.

13



PHASEN DES PROBLEMLOSENS (4) RUCKSCHAU

Kannst Du das Resultat kontrollieren? Kannst Du den Beweis kontrollieren?

Kannst Du das Resultat auf verschiedene Weise ableiten? Kannst Du es auf den
ersten Blick sehen?

Kannst Du das Resultat oder die Methode fiir irgend eine andere Aufgabe
gebrauchen?

Polya, G.: Schule des Denkens, Francke 19954, S. 5 ff.
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3. VERANSCHAULICHUNG AN EINEM BEISPIEL

Kartenhausaufgabe

1k



3. VERANSCHAULICHUNG AN EINEM BEISPIEL AUFGABESTELLUNG

Kartenhausaufgabe
Aus Karten soll ein Kartenhaus gebaut werden.
Wie viele Etagen kann man mit einem normalen Kartenspiel mit 32 Karten bauen?
Wie kommt man mit einem amerikanischen Blatt (54 Karten)?

Wie viel Karten bendtigt man fiir ein 100 Etagen hohes Kartenhaus?
Wie viel Karten bendtigt man fiir ein beliebig hohes Kartenhaus?

16



VERANSCHAULICHUNG KARTENHAUSAUFGABE VERSTEHEN DER AUFGABE

Was ist bekannt?

Was ist gegeben?

Wie lautet die Bedingung?

Zeichne eine Figur!

Fiihre passende Bezeichnungen ein!

Die Anzahl der Karten oder Etagen.

Die Anzahl der Karten (32 bzw. 54) oder
die Anzahl der Etagen.

Das Konstruktionsprinzip: Von oben nach unten
kommen in jeder Etage Karten dazu. Die unterste
Etage besitzt keine Bodenkarten.

QNN

k=2 k=7 k=15 k=126
e : Anzahl der Etagen  k: Anzahl der Karten

[ H4



VERANSCHAULICHUNG KARTENHAUSAUFGABE AUSDENKEN EINES PLANS

Kennst Du eine dhnliche/ verwandte Dreieckszahlen:
Aufgabe?
® ® ® ®
® O ® o ® O
® O o ® o o
® ®© & ¢
n=1 n=2 n=3 n =4
e = AT et}

d)=1 d(2)=1+2=3 d@)=1+2+3+..+n

eventuell mit der Gaufdschen Summenformel:

S A L

il
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VERANSCHAULICHUNG KARTENHAUSAUFGABE AUSDENKEN EINES PLANS

Wiirdest Du ein Hilfselement einfiihren, A
damit Du sie verwenden kannst?

Kannst Du das Resultat der anderen
Aufgaben verwenden?

Jedem Punkt n der Dreieckszahlen entspricht ein

Dreieck aus drei Karten.

ik



VERANSCHAULICHUNG KARTENHAUSAUFGABE AUSFUHREN DES PLANS

Kontrolliere jeden Schritt!

Kannst du deutlich sehen, dass der
Schritt richtig ist?

k*(e)=3-d(n)
Jedem ,Punkt” d einer Dreieckszahl entsprechen drei
Karten des Kartenhauses (mit den Erganzungen in
der unteren Etage, daher k*)

k(e)=3-d(e)-e
ettt e A T TR H ST e o e

eventuell mit der Gaufdschen Summenformel:

3-9-(e+1)_

k(e)= a

i ]
2

vereinfacht: k(e) =

LOosungen:
32 Karten: 4 Etagen, es bleiben 6 Karten ubrig

54 Karten: 5 Etagen, es bleiben 14 Karten tibrig
100 Etagen: 15050 Karten
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VERANSCHAULICHUNG KARTENHAUSAUFGABE RUCKSCHAU

Kannst Du das Resultat kontrollieren?

Kannst Du das Resultat auf andere
Weise ableiten?

Die ersten zwei Ergebnisse konnen durch Zeichnung
Uberpriift werden.

Rekursive Definition (es kommt mit jeder Etage
immer e volle Dreiecke, aus drei Karten, minus einer
Karten hinzu):

k(1) =2

k@) =k(1)+23-1=7
k(3)=k(2)+33-1=15
k() =k(3)+43-1=26

ll;(e)=k(e—1)+e-3—1
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VERANSCHAULICHUNG SCHULERLOSUNG EN JULIAN, 5. KLASSE

Uberlegungen...

A B
A KN Aar
¥ Cir NN 52
A M RN W wh L
v\ VW b B
2\n 1Y AL
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VERANSCHAULICHUNG

Antworten...

SCHULERLOSUNGEN

JULIAN, 5. KLASSE
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4, CHARAKTERISTIK VON PROBLEMLOSEAUFGABEN PROBLEM ODER AUFGABE

Welche Merkmale lassen eine Aufgabe zu einer Problemloseaufgabe werden?

25



4, CHARAKTERISTIK VON PROBLENLOSEAUFGABEN

FORMALE KRITERIEN

- Bekanntheitsgrad

- Mathematische Komplexitat

- Darstellungsebene

- Informationsangebot

- Erkennbarkeit des Aufgabetyps
- Reversibilitat

Zech, Friedrich: Grundkurs Mathematikdidaktik.
Weinheim, Basel 19968, S. 328 ff.

INHALTLICHE KRITERIEN

- Muster und Strukturen
- Problemhaltige Text- und Sachaufgaben
- Logik, Spiele und andere Aufgaben

- Geometrie

Grassmann, M.; Heinze A.: Erkennen und Fordern
mathematisch begabter Kinder. Westermann, 2009, S. 55 f.
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CHARAKTERISTIK VON PROBLEMLOSEAUFGABEN BEKANNTHEITSGRAD

Beispiel:

1a) Am Donnerstag regnete es 120 Min. Wie lange regnete es nicht?
1b) Am Freitag regnete es 2 Std. Wie lange schien die Sonne?

27



CHARAKTERISTIK VON PROBLEMLOSEAUFGABE MATHEMATISCHE KOMPLEXITAT

..zurlick zum Flacheninhalt des Trapezes

Losung:
Zerlegen eines Vielecks in Teilvielecke

A=
Berechnen des Flacheninhaltes eines Vielecks aus den Flacheninhalten

(a+e)-h

B2 | =

der Teilvielecken bei einer Zerlegung

Berechnen des Flacheninhaltes eines Parallelogramms aus einer
Seitenlange und der zugehorigen Hohe mit Hilfe der Flacheninhaltsformel

Berechnen des Flacheninhalts eines Dreiecks aus einer Seitenlange und der zugehorigen
Hohe mit Hilfe der Flacheninhaltsformel

28



CHARAKTERISTIK VON PROBLEMLOSEAUFGABEN

Beispiel:

DARSTELLUNGSEBENE

Bei einer Geburtstagsfeier kommen n Kinder zusammen. Jedes Kind gibt jedem

anderen Kind zur Begrifdung die Hand. Wie oft werden Hande geschiittelt?

Losung:

SArithmetischer” Ansatz

Handeschutteln

,Geometrischer“ Ansatz

1. Kind kommt

Jedes Kind bildet die Ecke eines
n-Ecks

2. Kind kommt

Handeschiitteln wird zum
Verbinden von zwei Ecken

3. Kind kommt

Frage: Wie viel Seiten und
Diagonalen?

n. tes Kind kommt

Von jedem Punkt gehen n-1
Strecken aus: n (n-1)

Ergebnis:
n(n — 1)
ot b H e

n(n — 1)
Doppelt gezahlt: 5




CHARAKTERISTIK VON PROBLEMLOSEAUFGABEN INFORMATIONSANGEBOT

Beispiel:
In einem Kafig sind Fasanen und Kaninchen.
Man zahlt 24 Kopfe und 62 Beine.

Wie viele Tiere von jeder Art sind im Kafig?

Losung:

Gezieltes Variieren: 24 Kopfe konstant, Beine variabel:
12Fund 12 K: 24 + 48 =72
10 Beine zu viel = 2 K + 1 F zu viel
11 Fund 10 K: 22 4+ 40 = 62 Beine

30



CHARAKTERISTIK VON PROBLEMLOSEAUFGABEN

Beispiele:

ERKENNBARKEIT DES AUFGABENTYPS

1. Eine (geometrische) Figur aus dem Hintergrund herauslosen

WA

=7

L

%

Yy

Exc

2. In einer Gleichung die binomische Formel identifizieren

12x -(-x-24)+x*’=x-12 © x?+12x +36=0 © (x + 6)?

Gl



CHARAKTERISTIK VON PROBLEMLOSEAUFGABEN REVERSIBILITAT

PN Aufgabe: Ein Mann geht Apfel pfliicken. Um mit seiner
N\ Ernte in die Stadt zu kommen, muss er 7 Tore
f{/ﬁ’/\\\\\\\ passieren. An jedem Tor steht ein Wachter und

e Amy) |8 "'| verlangt von ihm die Halfte seiner Apfel und
SN\ YIA einen Apfel mehr. Am Schluss bleibt dem Mann
\\%&j'/gf fgtzq'_\ nur ein Apfel tibrig.

.__;il/ i Wie viele hatte er am Anfang?

Losung:

Ende: 1

Davor: 4

Davor: 10

Davor: (10+1)*2=22

46;94;190;382
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