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1. Einleitung

1. Einleitung

In dieser Arbeit soll eine Lerneinheit zur Férderung kinematisch-funktionalen Denkens vorgestellt wer-
den. Ziel ist es eine Moglichkeit aufzuzeigen, wie ein experimenteller auf qualitativen Betrachtungswei-
sen beruhender Zugang zu der Auseinandersetzung mit funktionalen Zusammenhéngen geschaffen wer-

den kann.

In Kapitel 2 soll zunédchst die Entwicklung des Begriffs ,,funktionales Denken* dargestellt werden. Da
die verschiedenen Darstellungsformen von Funktionen und die Betrachtungsweisen im Umgang mit ih-
nen in der Arbeit von zentraler Bedeutung sind, soll auf diese gesondert eingegangen werden. Im An-
schluss wird die Auseinandersetzung mit Funktionen im heutigen Mathematikunterricht kritisch be-
leuchtet. AbschlieBend soll eine Einordnung des Begriffs ,,kinematisch-funktionales Denken® fiir diese

Arbeit erfolgen.

Das Kapitel 3 beschreibt die Entwicklung der Lerneinheit. Ausgehend von den ersten Ideen werden die
thematische Schwerpunktsetzung und die Ansatzpunkte fiir die Gestaltung der Lerneinheit dargestellt.
AnschlieBend wird auf die mathematikdidaktischen Themen eingegangen, die die Gestaltung der Ler-
neinheit oder einzelner Aufgaben beeinflussten. In diesem Zusammenhang wird auch ein Analysemo-
dell zum Repréasentationstransfer vorgestellt, das zur Konzeption der Aufgaben diente. Die Lerneinheit
selbst wird im letzten Abschnitt dieses Kapitels prasentiert. Dabei werden mit Hilfe des zuvor erlduter-

ten Analysemodells die Schiileraktivitdten in den einzelnen Phasen der Lerneinheit beschrieben.

In Kapitel 4 werden die Ergebnisse einer ersten Erprobung mit Schiilern vorgestellt. Anhand von zwei
Beobachtungsschwerpunkten soll das didaktische Potential der entwickelten Lerneinheit gezeigt wer-
den. Auch die Verwendung einer zusitzlichen Reprisentationsform funktionaler Zusammenhinge als
Bindeglied zwischen Beschreibung und Graph wird in diesem Kapitel diskutiert.

Das Kapitel 5 befasst sich mit einer moglichen Umsetzung der Lerneinheit im Mathematikunterricht.

AuBerdem werden einige Ideen zu weiterfiihrenden Aufgaben in der Sekundarstufe I und II skizziert.

Abschlieend werden in Kapitel 6 die Ergebnisse aus der Erprobung der Lerneinheit zusammengefasst
und ein Ausblick auf mogliche zukiinftige Forschungsansétze und auf denkbare Weiterentwicklungen

der Lerneinheit gegeben.
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2. Funktionales Denken

Bei der Entwicklung der in dieser Arbeit vorgestellten Lerneinheit stand die Idee des ,kinematisch-
funktionalen Denkens* im Mittelpunkt. In diesem Kapitel soll zunichst in einem kurzen Uberblick die
historische Entwicklung des Begriffs ,,funktionales Denken® in der Mathematikdidaktik dargestellt wer-
den. Dabei wird auf die Représentationsformen von funktionalen Zusammenhéngen und die verschiede-
nen Betrachtungsweisen im Umgang mit Funktionen eingegangen.

Im Anschluss daran erfolgt in Abschnitt 2.2 eine Auseinandersetzung mit der Behandlung von Funktio-
nen im heutigen Mathematikunterricht auf Grundlage des Rahmenlehrplans des Landes Berlin. Ab-
schliefend wird in Kapitel 2.3 eine begriffliche Einordnung fiir diese Arbeit vorgenommen, in der der
Begriff ,,kinematisch-funktionales Denken* erldutert wird.

2.1 Historische Entwicklung des didaktischen Prinzips

Eine erste schriftliche Nennung des Prinzips ,,funktionales Denken findet sich im Meraner Lehrplan
von 1905 (Kriiger 2000a; Kriiger 2000b). Erstellt wurde dieser durch eine Kommission, die 1902 von
Mitgliedern der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte berufen wurde. Die Aufgabe dieser
Kommission bestand in einer umfassenden Umstrukturierung des naturwissenschaftlichen Unterrichts.
Neben den technischen und wirtschaftlichen Neuerungen und dem daraus resultierenden Fachkrifte-
mangel machten auch die wissenschaftlichen Entwicklungen der Zeit um 1900 diese Umstrukturierung
notwendig'. Denn diese Entwicklungen fiihrten zu wachsenden Anforderungen an den naturwissen-
schaftlichen Unterricht:

»[Die Anforderungen] resultiert[en] aus dem immer rascher werdenden Fortschreiten
der Wissenschaft selbst. Jedes Jahr bringt neue Entdeckungen nach praktischer wie
nach theoretischer Seite, welche zu ignorieren unmdglich ist. Ich nenne nur elektrische
Kraftiibertragung, Rontgenstrahlen, Radioaktivitit. (Klein 1907: 202)

Drei Jahre nach ihrer Griindung stellte die Kommission als Ergebnis ihrer Arbeit in Meran einen Lehr-
plan fiir die Facher Mathematik, Physik, Chemie und Biologie vor. ,,Der Meraner Lehrplan fiir Mathe-
matik“ (Klein 1907: 208ft.) entstand in einer Unterkommission unter der Leitung von Felix Klein. In
dessen Einleitung werden die wichtigsten Leitgedanken und Prinzipien erldutert, unter anderem auch

die wichtigsten Aufgaben des Mathematikunterrichts:

,Ferner wird es sich darum handeln, unter voller Anerkennung des formalen Bildungs-
wertes der Mathematik doch auf alle einseitigen und praktisch bedeutungslosen Spezi-
alkenntnisse zu verzichten, dagegen die Fahigkeit zur mathematischen Betrachtung der
uns umgebenden Erscheinungswelt zu moglichster Entwicklung zu bringen. Von hier

aus entspringen zwei Sonderaufgaben: die Stirkung des rdumlichen Anschauungsver-

1 Eine ausfiihrliche Darstellung der wirtschaftlichen, technischen, soziokulturellen und bildungspolitischen Rah-
menbedingungen der Meraner Reform finden sich in der Dissertation ,,Erzichung zum funktionalen Denken.
Zur Begriffsgeschichte eines didaktischen Prinzips.* von Katja Kriiger (Kriiger 2000a: 11ff.).
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mdgens und die Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens.* (Klein 1907:
208)

Der Begriff ,,funktionales Denken®, welcher an dieser Stelle erstmalig offiziell verwendet wird, be-
schreibt das Denken in Variationen und funktionalen Abhéngigkeiten (Kriiger 2000b). In dem Curricu-
lum wird deutlich, dass dieses Denken nicht auf den Umgang mit Funktionen beschriankt wurde, son-
dern alle Gebiete des Mathematikunterrichts betreffen sollte. So schloss die Idee ,,Erziehung zur Ge-
wohnheit des funktionalen Denkens* insbesondere die ebene Geometrie und die Verwendung geometri-
scher Uberlegungen in der Arithmetik ein. Zum einen meinte der Begriff somit eine Denkgewohnheit
zur Bildung von Begriffsnetzen, zum anderen auch eine Strategie zum Problemlosen (Kriiger 2000a:
228).

Die Funktionenlehre sollte nach dem Meraner Lehrplan bereits in den unteren Jahrgangsstufen begin-
nen. Dies beinhaltete eine erste vorwiegend qualitative Behandlung funktionaler Zusammenhénge und
deren graphische Darstellung (Klein 1907: 214). In den héheren Klassenstufen sollte darauf aufbauend
die Beschiftigung mit speziellen Funktionenklassen zunehmend quantitativer folgen (Klein 1907:
215ft.). Am Ende der mathematischen Ausbildung am Gymnasium sollte die Differential- und Integral-
rechnung als Hohepunkt stehen (Kriiger 2000a).

Bereits seit den zwanziger Jahren des 19. Jahrhunderts wurde das Prinzip ,,funktionales Denken® enger
an den Funktionsbegriff gebunden und somit uminterpretiert. Denn wihrend in den Meraner Vorschlé-
gen die Begrifflichkeit des ,,funktionalen Denkens noch umfassender gemeint war, wurde sie zuneh-
mend durch den Funktionsbegriff ersetzt.

Diese Tendenz miindete in den sechziger Jahren in der ,,Neuen Mathematik*, welche durch die rein
axiomatisch-systematische Betrachtungsweise und die Betonung der punktweise eindeutigen Zuord-
nung das Prinzip des Denkens in Variationen vollig verdrangte (Kriiger 2000a). Erst mit der Kritik an
der ,,Neuen Mathematik* in den achtziger Jahren gewann dieses Prinzip wieder Beachtung. So findet
sich in dem haufig zitierten Artikel ,,Funktionales Denken* von Hans-Joachim Vollrath erstmalig eine

Definition des Begriffs:

»Funktionales Denken ist eine Denkweise, die typisch fiir den Umgang mit Funktionen
ist. (Vollrath 1989: 6)

Durch diese enge Verkniipfung mit dem Funktionsbegriff wurde das Prinzip ,,funktionales Denken‘ im
Vergleich zu den Meraner Vorschldgen weiterhin stark eingegrenzt. So beschreibt es nach Vollrath die
Féhigkeiten im Umgang mit Funktionen und wie diese fiir das Losen von Aufgaben genutzt werden
kénnen. Zu diesen Fahigkeiten zdhlten zum einen das Identifizieren funktionaler Abhingigkeit als
punktweise Zuordnung und das Erkennen des Einflusses der Verdnderung einzelner GroBen. Zum ande-
ren gehdrten dazu auch das Nutzen unterschiedlicher Darstellungsformen funktionaler Zusammenhénge
und deren Ubersetzung ineinander (Vollrath 1989). Diese Auffassung von funktionalem Denken hat sich
in der Schulmathematik und Mathematikdidaktik bis heute durchgesetzt.
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2.1.1 Betrachtungsweisen im Umgang mit Funktionen

In den Meraner Vorschldgen standen bei der Behandlung von Funktionen jene Betrachtungsweisen im
Vordergrund, die eine Untersuchung der funktionalen Zusammenhénge mit Blick auf Verdnderung und
Bewegung betonten (Kriiger 2000b). Im Mittelpunkt bei der Auseinandersetzung mit Funktionen stand
hier das lokale und globale Anderungsverhalten und somit sowohl eine abschnittsweise Betrachtung als
auch die Sichtweise auf Funktionen als Ganzes.

Wihrend in der Phase der ,,Neuen Mathematik™ die quantitative und rechnerische Behandlung von
Funktionen im Fokus standen, erweiterte Hans-Joachim Vollrath den Umgang mit Funktionen um wei-
tere Betrachtungsweisen. So definierte er drei Aspekte, die charakteristisch fiir das Arbeiten mit
Funktionen und somit fiir das funktionale Denken sind (Vollrath 1989).

Der Zuordnungsaspekt betont die punktweise Betrachtung funktionaler Zusammenhénge und eine stati-
sche Beschreibung funktionaler Abhingigkeit. Er steht somit in enger Beziehung mit der Funktionsdefi-

nition als eindeutige Zuordnung;:

»Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zusammenhange zwischen GréBen: ei-
ner GrofBe ist dann eine andere zugeordnet, so daB die eine Grof3e als abhéngig gesehen
wird von der anderen.* (Vollrath 1989: 8)

Eine dynamischere Sichtweise auf Funktionen wird durch den Anderungsaspekt beschrieben. Er bein-
haltet die Frage nach dem Einfluss der systematischen Anderung einzelner GroBen. Insbesondere meint

dieser Aspekt auch die abschnittsweise Betrachtung des Anderungsverhaltens von Funktionen:

,,Durch Funktionen erfat man, wie Anderungen einer GroBe sich auf eine abhiingige
GroBe auswirken.“ (Vollrath 1989: 12)

Der Objektaspekt hebt die Sichtweise auf Funktionen als Ganzes hervor. Somit stehen nicht mehr ein-
zelne Wertepaare oder Abschnitte im Mittelpunkt, stattdessen wird auf die Menge aller Wertepaare ge-
blickt. Die Zuordnung selbst wird somit zum Objekt der Betrachtung (Vollrath 1989: 15), insbesondere
beziiglich globaler Eigenschaften wie Monotonie und auch beziiglich der qualitativen Beschreibung des

Anderungsverhaltens.

,»Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen oder erzeugten Zusammenhang als
Ganzes.“ (Vollrath 1989: 15)

Die Unterscheidung zwischen diesen drei Betrachtungsweisen wurde in der Mathematikdidaktik bis
heute beibehalten.
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2.1.2 Darstellungsformen von Funktionen

Funktionale Zusammenhédnge konnen in unterschiedlichen Formen dargestellt werden. Zu diesen Dar-
stellungsformen gehoren unter anderem verbale Beschreibungen, symbolische Darstellungen wie Funk-
tionsterme, ikonische Reprisentationsformen, zu denen Funktionsgraphen und Pfeildiagramme zéhlen,
sowie Tabellen. Fiir die Arbeit mit Funktionen ist die Verwendung unterschiedlicher Darstellungsfor-
men von grofer Bedeutung. Dies spielte auch schon im Meraner Lehrplan eine Rolle. Die dort geforder-
te Einfithrung graphischer Darstellungen bereits in der Mittelstufe stellte eine tiefgreifende Verdnderung
der Funktionenlehre dar, die bis heute beibehalten wurde. Da bis in die Oberstufe hinein qualitative Be-
trachtungsweisen im Vordergrund standen, war diese Représentationsform neben der verbalen Beschrei-
bung von grofiter Bedeutung (Kriiger 2000a: 179ft.).

Das Arbeiten mit und das Interpretieren von unterschiedlichen Représentationsformen ist eine grundle-
gende Voraussetzung fiir ein umfassendes Verstdndnis funktionaler Abhéngigkeiten. Funktionales Den-
ken erfordert zudem die Féhigkeit, die unterschiedlichen Darstellungsformen ineinander iibersetzen zu
konnen (Hofer 2008). Erste intensive Auseinandersetzungen mit der Thematik Reprasentationstransfer
finden sich bei Malcolm Swan et al. und Claude Janvier (Swan et al. 1985; Janvier 1978). In einer Viel-
zahl von Aufgaben zur Interpretation verschiedener Darstellungsformen funktionaler Zusammenhénge
und zur Ubersetzung zwischen ihnen zeigten sie, wie vielfiltig die dazu notwendigen Fihigkeiten der
Schiiler sind.

Die Abbildung 1 zeigt die vier hiufigsten Darstellungsformen und die Ubersetzungsmoglichkeiten zwi-
schen ihnen in einer Matrix von Janvier. Malcolm Swan entwickelte ein dhnliches Modell, in dem er zu-
sitzlich zwischen modellbildenden (oberhalb der Diagonalfelder) und interpretierenden Fahigkeiten
(unterhalb der Diagonalfelder) unterschied (vgl. Hofer 2008: 39).

TRAHNSLATION SKILLS

To Situations,
Verbal Tablea Grapha Formulae
From Description
Situations,
Verbal Measuring Sketching |Modelling
Description
Tables Reading PFlotting Fltting
Graphs Interpretation | Reading Off LuEVE
P . meaHe Fitting
Formulae Paramater Computing Sketching
Recognition ;

Abbildung 1: Uberblick iiber die Darstellungsformen und die nétigen Ubersetzungsfertigkeiten beim
Transfer zwischen ihnen (Janvier 1978: 3.2).
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Vollrath stellt zudem fest, dass verschiedene Darstellungsformen die Funktionsaspekte unterschiedlich

stark betonen. So heifit es beispielsweise:

,unter den verschiedenen Darstellungsformen von Funktionen eréffnet sich der Blick
fiir das Ganze besonders deutlich bei den graphischen Darstellungen. Hier fallen auch
Eigenschaften von Funktionen ins Auge wie Wachsen, Fallen, Symmetrien usw.* (Voll-
rath 1989: 16)

Die Darstellung in einer Tabelle hingegen eignet sich besonders fiir die Betrachtung unter dem Zuord-
nungsaspekt, beispielsweise zum Bestimmen konkreter Werte.

Fiir das Erkennen spezifischer Eigenschaften funktionaler Zusammenhénge spielt die Wahl der Darstel-
lungsform eine entscheidende Rolle. So vergleicht Hans-Georg Weigand das Vermdgen von Schiilerin-
nen und Schiilern®, unterschiedliche Funktionseigenschaften in Graph und Tabelle zu erfassen und stellt
unter anderem fest:

»Der Graph erleichtert das Erkennen der Symmetrie, wihrend die Tabellendarstellung
bei der Periodizitdt und beim exponentiellen Verhalten signifikant bzw. sehr signifikant
bessere Ergebnisse lieferte.” (Weigand 1988a: 310f.)

Dariiber hinaus beméngelt er jedoch, dass die Féhigkeit im Argumentieren iiber Eigenschaften von
Funktionen bei den Schiilern nur sehr schwach ausgebildet ist. Dies betrifft unter anderem auch das In-
terpretieren der Funktionsgraphen (Weigand 1988a: 318).

Die oben genannten Arbeiten zeigen, welche Relevanz die Nutzung vielféltiger Repréasentationsformen
fiir die Entwicklung funktionalen Denkens auch im heutigen Mathematikunterricht haben sollte.

2.2 Funktionen im heutigen Mathematikunterricht

Die Behandlung funktionaler Abhéngigkeiten ist in den Rahmenlehrplénen fiir Mathematik der Sekun-
darstufe I und der Sekundarstufe II unter der Leitidee ,,Funktionaler Zusammenhang* aufgefiihrt (SenB-
JS 2006a; SenBJS 2006b). In der Erlduterung zu dieser Leitidee heifit es:

»Funktionen sind ein zentrales Mittel zur mathematischen Beschreibung quantitativer
Zusammenhinge. Mit ihnen lassen sich Phinomene der Abhéngigkeit und der Verdnde-
rung - insbesondere des Wachstums - erfassen und analysieren.” (SenBJS 2006a: 12)

Welche Fahigkeiten die Lernenden laut dieser Leitidee erwerben sollen, ist in den ,,Bildungsstandards
im Fach Mathematik fiir den Mittleren Schulabschluss® (KMK 2003) beschrieben. Dazu gehort unter

anderem:

,»Die Schiilerinnen und Schiiler nutzen Funktionen als Mittel zur Beschreibung quanti-
tativer Zusammenhénge [...]* (KMK 2003: 11)

2 Aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird auf die gleichzeitige Verwendung ménnlicher und weiblicher
Sprachformen in dieser Arbeit verzichtet. In der Regel wird auch im Singular nicht zwischen Schiilerin und
Schiiler unterschieden, sondern die ménnliche Schreibweise verwendet, die hier ausdriicklich beide Geschlech-
ter einschlief3t.
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Die Bezeichnung von Funktionen als Mittel zeigt deutlich, dass im heutigen Mathematikunterricht nicht
der funktionale Zusammenhang selbst im Vordergrund steht sondern die kalkiilorientierte Arbeit mit
ihm. Die Lernenden erwerben vielfdltige technische Fertigkeiten, die jedoch nicht mit einem inhaltli-
chen Versténdnis verbunden sind (Hahn/Prediger 2008). Betrachtet werden dabei stets ,,quantitative Zu-
sammenhdnge* bestimmter Funktionenklassen. Diese Beschriankung auf bestimmte Funktionenklassen
kann dazu fiihren, dass die Schiiler eine sehr eingeschriankte Vorstellung von Funktionen und somit
auch Fehlvorstellungen hinsichtlich des Funktionsbegriffes entwickeln (Hoffkamp 2011).

Weiter heif3t es in den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz zu der Nutzung unterschiedlicher

Darstellungsformen:

»|Die Schiiler] erkennen und beschreiben funktionale Zusammenhénge und stellen die-
se in sprachlicher, tabellarischer oder graphischer Form sowie gegebenenfalls als Term
dar* (KMK 2003: 11)

Dem wird auch in den Rahmenlehrplinen der Sekundarstufe I und II in Form der prozessbezogenen
Kompetenz ,,Darstellungen verwenden® ein besonderer Stellenwert zugeordnet (SenBJS 2006a: 21;
SenBJS 2006b: 12).

Die Umsetzung im Mathematikunterricht der Sekundarstufe I ist jedoch meist auf das Erstellen von Ta-
bellen aus den Funktionstermen und das Skizzieren des Graphen anhand dieser Tabellenwerte be-
schriankt. Im Analysisunterricht der Sekundarstufe II beschriankt sich die Nutzung verschiedener Dar-
stellungsformen von Funktionen auf eine kalkiilhafte Verwendung in der sogenannten ,,Kurvendiskussi-
on*?. Diese hauptsichlich numerische Behandlung von Funktionen stellt eine ,,Uberbetonung des Zu-
ordnungsaspektes* (Hoffkamp 2011: 29) dar. Qualitative Betrachtungsweisen im Sinne des Anderungs-
und Objektaspektes sind dagegen im Mathematikunterricht beider Sekundarstufen kaum vertreten. Da-
durch wird auch die Schulung vieler interpretierender und modellbildender Féhigkeiten im Umgang mit
Darstellungsformen vernachléssigt.

Des Weiteren besagen die Bildungsstandards:

»|Die Lernenden] losen realititsnahe Probleme im Zusammenhang mit linearen, pro-

portionalen und antiproportionalen Zuordnungen.“ (KMK 2003: 12)

Die Bezeichnung ,realititsnahe Probleme® erweckt den Eindruck, dass mit ,,echten* Beispielen gear-
beitet werden soll. Jedoch sind kaum realitdtsnahe Anwendungsbeispiele im Mathematikunterricht zu
finden. So haben die meisten Anwendungsaufgaben, wie sie in den Schulbiichern stehen, keinen tat-
sdchlichen Realitdtsbezug. Lutz Fiihrer bezeichnet diese Aufgaben deshalb als ,,Anwendungsverklei-
dung* (Fithrer 2009: 12). Insbesondere fachiibergreifende Beispiele fiir funktionale Zusammenhinge

mit echten Daten werden sehr selten behandelt.

Insgesamt lsst sich also feststellen, dass funktionales Denken im heutigen Mathematikunterricht wenig
gefordert wird. Dies zeigt sich in der Dominanz von Betrachtungsweisen, die den Zuordnungsaspekt be-

tonen, einem Mangel an realitdtsnahen Anwendungsbeispielen und Aufgaben sowie einer Vernachldssi-

3 Aus den Funktionstermen werden durch die sture Anwendung von Rechenvorschriften einzelne Funktionswer-
te gewonnen, welche zum Skizzieren des Kurvenverlaufs in einer graphischen Darstellung genutzt werden.
(siehe dazu ,,Kompetenzerwerb im Themenfeld Analysis®, SenBJS 2006b: 30ff)



2.2 Funktionen im heutigen Mathematikunterricht

gung der Schulung vielfiltiger Fahigkeiten im Représentationstransfer.

Bedingt durch die Moglichkeiten neuer Medien machen sich in der Mathematikdidaktik der letzten Jah-
re allerdings Entwicklungen bemerkbar, die der dynamischeren Sichtweise wieder mehr Beachtung zu-
kommen lassen®. An dieser Stelle sollen nur zwei Beispiele genannt sein.

Andrea Hoftkamp zeigt in ihrer Dissertation, wie mit Hilfe von Visualisierungen durch dynamische
Geometriesoftware der Darstellungstransfer ,,Situation — Funktionsgraph flir die Schiiler interaktiv er-
fahrbar und durchfiihrbar wird. Die drei von ihr entwickelten Lernumgebungen ermdglichen einen qua-
litativen und propadeutischen Zugang zu Konzepten der Differential- und Integralrechnung (Hoffkamp
2011).

Wolfgang Riemer zeigt in zahlreichen Beispielen, wie GPS-Daten genutzt werden konnen um Grund-
vorstellungen der Analysis erfahrbar zu machen. Die von ihm entwickelten Aufgaben befassen sich vor-
rangig mit der quantitativen Auswertung von Daten. Durch die Arbeit mit selbst aufgezeichneten Bewe-
gungsdaten kann den Schiilern der ,,Akt der Modellbildung® (Riemer 2010: 54) bewusst gemacht wer-
den, indem sie die Entwicklung von den Rohdaten hin zum mathematischen Modell selbst durchfiihren
(Riemer 2011).

2.3  Kinematisch-funktionales Denken — begriffliche Einordnung dieser Arbeit

In der vorliegenden Arbeit wird der Begriff , kinematisch-funktionales Denken im doppelten Sinne in-
terpretiert. Zum einen wird er in Anlehnung an Katja Kriiger verstanden. Sie benutzt diesen Begriff, um
ndher zu charakterisieren, was die Meraner Reformer unter funktionalem Denken verstanden, ndmlich
das Denken in Variationen in Hinblick auf Verdnderung und Bewegung (Kriiger 2000b). Zum anderen
weist er darauf hin, dass in der hier entwickelten Lerneinheit der funktionale Zusammenhang der Gro-
Ben Zeit, Strecke und Geschwindigkeit durch die Auseinandersetzung mit Bewegungsvorgéngen im
Mittelpunkt steht. Diese Behandlung von kinematischen Vorgidngen hatte bereits in den Meraner Ideen

einen besonderen Stellenwert bei der Entwicklung funktionalen Denkens:

»Ausgehend von ersten Bewegungserfahrungen des Kindes wurden [...] bereits friithzei-
tig die Begriffe der Verdnderlichen und der funktionalen Abhéngigkeit vorbereitet. Das
Beweglichmachen geometrischer Objekte, die Vorstellung flieBender Figuren sowie die
in der Physik behandelten Zeitfunktionen akzentuierten den kinematischen Aspekt
funktionalen Denkens.* (Kriiger 2000a: 228)

In diesem Sinne soll die in dieser Arbeit vorgestellte Lerneinheit kinematisch-funktionales Denken ins-
besondere durch die Erfahrung von Bewegungssituationen fordern. Ziel ist eine tiefgehende Ausinan-
dersetzung mit zeitabhangigen Groflen und Vorgingen. Dabei beinhaltet kinematisch-funktionales Den-
ken die Féhigkeit die funktionalen Zusammenhinge solcher Vorgénge in unterschiedlichen Darstel-

lungsformen zu erkennen und zu beschreiben. Die Schiiler sollen zur qualitativen Analyse der funktio-

4 Katja Kriiger stellt fest, dass einige Ideen in neueren Arbeiten starke Parallelen zu den Forderungen der Mera-
ner Reformer aufweisen (Kriiger 2000a: 279). Es stellt sich die Frage, ob dies als Reorientierung hin zum Me-

raner Begriff des funktionalen Denkens aufgefasst werden kann.



2. Funktionales Denken

nalen Zusammenhénge die unterschiedlichen Repréisentationsformen interpretieren und ineinander
iibersetzen, wobei der Riickbezug zur realen Situation stets im Vordergrund steht. Dadurch ist es mog-
lich ein fundiertes Verstdndnis funktionaler Abhéngigkeit zu schulen. So kénnen die Lernenden in gra-
phischen Darstellungen die Bedeutung von Extrem- und Wendepunkten sowie die Rolle des Anstiegs
erkunden und kontextbezogen deuten. Die Forderung kinematisch-funktionalen Denkens bietet somit

auch einen propideutischen Zugang zu Konzepten der Analysis.

3. Die Lerneinheit

In diesem Kapitel soll die Entstehung der Lerneinheit dargestellt werden. Dazu wird zunichst in Ab-
schnitt 3.1 auf die Motivation zur Entwicklung einer Lerneinheit und die ersten Ideen zu einer mogli-
chen Realisierung eingegangen. Anschlieend wird in 3.2 die Konkretisierung der Ideen zur Umsetzung
in der Lerneinheit sowie die thematische Schwerpunktsetzung dargestellt. In Kapitel 3.3 folgt dann eine
Vorstellung der technischen Moglichkeiten und Schwierigkeiten, die sich bei der Verwendung der
Smartphone-App ,,My Tracks* ergeben. Die Erklarung des GPS-Ortungsverfahrens ist ausdriicklich
nicht Bestandteil dieser Arbeit, da die Aufzeichnung von GPS-Daten in der Lerneinheit lediglich als
»Werkzeug® dient und nicht direkt thematisiert wird.

In Abschnitt 3.4 findet eine Auseinandersetzung mit den didaktischen Schwerpunkten, die auf die Ent-
stehung der Lerneinheit Einfluss hatten statt. Auf eine Darstellung der Diskussion iiber die Vor- und
Nachteile der Verwendung von neuen Medien wie dem Smartphone soll dabei verzichtet werden. Statt
der Auseinandersetzung mit dem Ob, ist es Gegenstand dieser Arbeit zu zeigen, wie das Smartphone in
einer Lerneinheit didaktisch sinnvoll eingebunden werden kann. In Kapitel 3.5 wird schlieBlich die

Lerneinheit selbst vorgestellt.

3.1 Motivation und erste Ideen zur Umsetzung

Die ersten Ideen zu der hier vorgestellten Lerneinheit entstanden in der Erarbeitung eines Vortrags zum
Thema ,,Experimentieren im Mathematikunterricht“ im Hauptseminar ,,Die Leitideen Muster und
Strukturen sowie Funktionaler Zusammenhang am Ubergang von der Grundschule in die Sekundarstufe
I bei Herrn Prof. Dr. Filler und Frau Prof. Dr. Grassmann. Dort wurde eine Moglichkeit fiir die Ver-
wendung von GPS’-fdhigen Smartphones zur Behandlung funktionaler Zusammenhénge im Mathema-
tikunterricht vorgestellt.

Inspiration dafiir war die Idee in Uli Brauners Artikel ,,Funktionsgraphen gehen. Ein Geftihl fiir Dia-
gramme entwickeln.” (Brauner 2008). Darin zeigt er, wie die direkte korperliche Erfahrung einer Bewe-
gung gewinnbringend fiir die Einfilhrung graphischer Darstellungen funktionaler Zusammenhénge ge-
nutzt werden kann. So wird in der dort beschriebenen Einstiegsaufgabe ein Schiiler aufgefordert, an-

hand eines ausschlieBlich ihm vorgegebenen Diagramms Bewegungen vorzufiihren, wihrend die Mit-

5 Abkiirzung fiir Global Positioning System, ein satellitengestiitztes Ortungssystem.
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3.1 Motivation und erste Ideen zur Umsetzung

schiiler diese Bewegung in einer graphischen Darstellung skizzieren.

Brauner stellt fest, dass die Schiiler die Diagramme intuitiv richtig umsetzen und auf Grundlage der
selbst erlebten Situation und der Reflexion iiber ihre Bewegungen qualitativ iiber den funktionalen Zu-
sammenhang der Groflen Geschwindigkeit, Strecke (Abstand vom Stuhl) und Zeit argumentieren kon-

nen.

Entfernung vom Stuhil

~ Zeit

Abbildung 2: Graph in der Aufgabe ,, Graphen gehen* (Brauner 2008. 23).

Dies fiihrte in der Vorbereitung zum Vortrag zu den folgenden Fragen:

e Kann man das ,,Graphen gehen* in einen grofleren Mafstab, zum Beispiel auf den Schulweg

der Schiiler, iibertragen?

® Gibt es eine Moglichkeit, statt mit idealisierten Graphen mit echten Bewegungsdaten zu arbei-
ten? Und konnen die Schiiler diese Graphen dann auch noch lesen?

Das Erfassen von Bewegungsdaten zur spiteren Verwendung im Unterricht beschreibt Wolfgang Rie-
mer in dem Artikel ,,GPS — Dem Navi auf der Spur® (Riemer 2009). Er nutzt zur Aufzeichnung GPS-
und Navigationsgerite. Das Ziel, GPS-Daten zu erfassen ohne dafiir auf teure Gerdte zuriickgreifen zu

miissen, wurde mit der kostenlosen Smartphone-App ,,My Tracks*®

umgesetzt. Mit Hilfe dieser App
konnen GPS-Daten mit dem Smartphone erfasst werden. Zusétzlich werden wéhrend der Aufzeichnung
der zuriickgelegte Weg in einer Karte und die Bewegung in Form eines Geschwindigkeit-Zeit-Graphen

dargestellt.

Eine erste Erprobung fand im Vorfeld des Vortrages mit einer Schiilerin der achten Klassenstufe statt.
Zuerst wurde eine kurze Strecke mit der App aufgezeichnet. Dann wurde der Schiilerin unter anderem
die Aufgabe gestellt, aus einem vorgegebenen Weg-Zeit-Graphen mdglichst genau den Bewegungsab-
lauf zu beschreiben. Thr Ergebnis in Form einer kurzen Geschichte wird im Folgenden vorgestellt. Die
Abbildung 3 zeigt den ihr vorgegebenen Graphen. Zur besseren Nachvollziehbarkeit wurden nachtrig-

lich die beschriebenen Abschnitte nummeriert.

6 App ist die gebrauchliche Kurzform fiir Applikation, einer Anwendungssoftware fiir Smartphones.
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Abbildung 3: Aus GPS-Daten erstelltes Weg-Zeit-Diagramm mit nachtrdglich eingefiigter Nummerie-
rung der Abschnitte.

Frau Merck's (nicht sooo schoner) Nach-Hause-Weg

(1) Zuerst ist Frau Merck ziigig aus der Schule gelaufen. Sie ist mit fast konstanter Ge-
schwindigkeit von 10 km/h zur Eisdiele gelaufen, welche auf ihrem tdglichen Nachhau-

seweg liegt.

(2) Sie wollte sich dort ein Eis kaufen, entschied sich aber nach ca. 5 Minuten Warten
in der langen Schlange um und (3) lief wieder mit ziigigem Tempo zur S-Bahnstation

Baumschulenweg.

(4) Auf dem Gleis angekommen musste Frau Merck ungefihr bis 15:45 Uhr auf ihre S-

Bahn warten.

(5) Die S-Bahn fuhr ca. 80 km/h und stoppte kurz beim ndchsten Bahnhof. Dann fuhr

Frau Merck in der S-Bahn zur ndchsten Station und stieg aus.

(6) Weil sie sich beim Aussteigen gegen 15:50 Uhr den Fuf3 am Bahnsteig verknackste,
obwohl der S-Bahnsprecher die Fahrgdste darauf aufmerksam mache,dass sie vorsich-

tig sein sollen, kam sie jetzt nur noch langsam und humpelnd voran.

(7) Nach ein paar Minuten stoppte Frau Merck kurz, da sie ihre Monatskarte fallen
liefs.
(8), (9) Nachdem sie sie aufgehoben hatte setzte sie sich in den Bus und fuhr zwei Sta-

tionen.

(10) Danach humpelte sie zu den Fahrradstindern und fuhr trotz des verknacksten Fu-
Jes 5 Minuten mit dem Rad und schloss es vor ihrer Wohnung an und humpelte in ihre

Wohnung.

11



3.1 Motivation und erste Ideen zur Umsetzung

Diese sehr kreative Losung zeigt, dass die Schiilerin alle Abschnitte des Graphen sehr genau interpre-
tiert hat. Die Durchschnittsgeschwindigkeiten einzelner Abschnitte hat sie durch die Berechnung des
Sekantenanstiegs erhalten. Uberraschender Weise erliuterte sie auf die Frage, wie sie auf die Idee zur
Berechnung gekommen ist, nicht nur die Bedeutung des Sekanten- sondern auch die des Tangentenan-
stiegs:
Schiilerin: »Wenn ich das Lineal hier ran halte (Schiilerin legt Lineal
nacheinander als Tangente an unterschiedliche Stellen der Kurve) sehe

ich, ob Sie da schnell oder langsam sind.
Ich: ,, Woran siehst du das? “

Schiilerin: ,,Na hier (legt Lineal an Stelle) ist es total steil und woanders flach.

Es wurde deutlich, dass sich die Arbeit mit der App und den daraus gewonnenen Daten sehr gut eignet,
um den funktionalen Zusammenhang der GréBen Zeit, Strecke und Geschwindigkeit fiir Schiiler erfahr-

bar zu machen und in vielféltigen Aufgaben umgesetzt werden kann.

3.2 Thematische Schwerpunktsetzung und Konkretisierung der Ideen zur

Umsetzung

Erste Uberlegungen hinsichtlich einer mdglichen Lerneinheit beinhalteten die Idee einer analytischen
Auswertung der aufgezeichneten Bewegungsdaten. Ansatz daflir waren die von Wolfgang Riemer ent-
wickelten Aufgaben zur Uberpriifung mathematischer Modelle mittels GPS-Daten sowie Aufgaben zur
eigenstindigen Modellentwicklung der Idealisierung des tatsdchlichen Kurvenverlaufs (Riemer 2009;
Riemer 2010). In vorbereitenden Gesprachen zu dieser Arbeit mit Herrn Prof. Dr. Filler und Frau Dr.
Hoftkamp kristallisierte sich jedoch eine qualitativere Betrachtung der Daten als gewinnbringender fiir
eine Lerneinheit mit dem Fokus auf der Férderung funktionalen Denkens heraus. Die unter diesem Fo-
kus erstellten ersten Aufgaben beinhalteten vorrangig die Verwendung und Interpretation verschiedener
Darstellungsformen sowie den Transfer zwischen ihnen. Als wichtigen Aspekt kinematisch-funktiona-

len Denkens beinhaltete der Représentationstransfer dabei stets den Riickbezug zur realen Situation.

Ansatzpunkt fiir die Gestaltung der Lerneinheit bildete die von Andrea Hoffkamp entwickelte interakti-
ve Lernumgebung ,,Die Reise™ (Hoftkamp 2011), welche in Anlehnung an die Aufgabe ,,The Journey*
bei Malcolm Swan entstand (Swan et al. 1985). In dieser wird ebenfalls der funktionale Zusammenhang
zwischen Strecke, Geschwindigkeit und Zeit vorrangig qualitativ thematisiert. Die Situation, eine Auto-
fahrt zwischen zwei Stidten, wird mittels dynamischer Geometriesoftware fiir die Schiiler interaktiv er-
fahrbar gemacht und simultan mit dem dazugehorigen Weg-Zeit-Graphen verkniipft (Hoftkamp 2011).

Dies fiihrte zu der folgenden Idee fiir die Lerneinheit: Die Schiiler sollen eine solche ,,Reise selbst er-
leben und dabei mittels der App ,,My Tracks* Bewegungsdaten aufzeichnen. Aufgrund der einfacheren

Umsetzbarkeit und der Néhe zum Alltag der Lernenden findet die Reise nicht mit dem Auto sondern mit

7 Transskript aus einem, mit dem Smartphone aufgenommenen Videos der Erprobung.
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3. Die Lerneinheit

unterschiedlichen oOffentlichen Verkehrsmitteln statt. Damit erleben die Schiiler auf dem Weg
unterschiedliche Bewegungssituationen wie das Laufen, die Fahrt mit verschiedenen Verkehrsmitteln
und das Warten auf diese und kénnen in der spiteren Auswertung der GPS-Daten auf diese Erfahrungen

zurlickgreifen

3.3  Technische Moglichkeiten und Grenzen der verwendeten App

Die Smartphone-App ,,My Tracks® soll die Grundlage fiir alle Aufgaben in der Lerneinheit bilden und
zugleich den Schiilern einen experimentellen Zugang zu den funktionalen Zusammenhéngen einer
selbst erlebten Bewegung bieten. Die sehr intuitive Bedienung, die Présentation der Daten in verschie-
denen Formen und die variablen Einstellungen erlauben eine Verwendung der App mit Schiilern ohne
grofere technische Einfithrung.

Die Abbildung 4 zeigt zwei Aufnahmen der Benutzeroberfldche von ,,My Tracks®. Die Aufzeichnung
wird mit Taste 1 gestartet und gestoppt und mit Taste 2 endgiiltig beendet. AnschlieBend lassen sich die
Daten in unterschiedlichen Dateiformaten (.gpx, .kml, .csv und .tcx) speichern.

Wie bereits erwédhnt, werden wéhrend der Aufzeichnung mit dem Smartphone simultan zur Bewegung
ein Geschwindigkeit-Zeit-Graph und die zurlickgelegte Strecke in einer Karte gezeigt (Abbildung 4).
Die Lernenden konnen somit ihre Bewegung wihrend der Aufzeichnung im Graphen verfolgen.

Bei der Darstellung der Messwerte im Graphen nimmt das Programm jedoch eine Approximation vor.
Daraus resultieren Ungenauigkeiten in der graphischen Darstellung und somit Schwierigkeiten fiir die
spétere qualitative Auswertung. Dies wird in dem Graphen der Abbildung 4 deutlich. Obwohl bei der
Aufzeichnung teilweise mehrere Minuten keine Bewegung stattfand, sank der Graph nicht auf den Wert
Null ab. Eine mogliche Erkldrung kann darin liegen, dass zur Gléattung der Kurve iiber mehrere Werte
gemittelt wurde®. Im Anhang 1 wurde versucht dies nachzuvollziehen, indem die Rohdaten eines
Tracks’ mit unterschiedlichen festen FenstergroBen gleitend gemittelt wurden (Engel 2010: 314ff.). Im
Vergleich der daraus entstandenen Graphen mit der Darstellung in der App wurde deutlich, wie stark die
aufgenommenen Werte geglittet werden und dass daraus der oben beschriebene Fehler bei der Darstel-
lung resultiert. Dieses Problem ldsst sich jedoch wéhrend der Aufzeichnung einfach {iberwinden. Durch
kurzes Unterbrechen des Aufzeichnungsprozesses (Betdtigung der Pause-Start-Taste direkt nacheinan-
der) wechselt der Graph sofort auf den Wert der Momentangeschwindigkeit, also bei Bewegungslosig-
keit auf Null. Das Pausieren der Aufzeichnung unterbricht also anscheinend auch den Algorithmus zum
Glatten der Kurve.

8 Hierbei handelt es sich um eine Vermutung, die sich aus der Verwendung der App ergab. Genaue Informatio-
nen iiber die Funktionsweise und Programmierung wurden mir von ,,google* nicht zur Verfligung gestellt.

9  Als Track bezeichnet man einen per GPS aufgezeichneten Weg.
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App
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Abbildung 4: Aufnahme der Benutzeroberfliche der verwendeten App mit Markierungen. 1: Start- und
Pause-Taste 2: Taste zum Beenden der Aufnahme.

Neben der Darstellung der Geschwindigkeiten {iber die Zeit bietet das Programm auch einen Hohen-
Zeit-Graphen zur Darstellung der Bewegung an. Jedoch betrigt die GPS-Messgenauigkeit zur Bestim-
mung der Hohe im zivilen Bereich'® mehrere hundert Meter (Dodel/Haupler 2010), wodurch diese An-
zeige fir die meisten Zwecke unbrauchbar wird. Daher empfiehlt es sich, diese Anzeige im Vorfeld zu
deaktivieren. In den Einstellungen ldsst sich auch der raumliche und zeitliche Abstand zwischen den
Messpunkten festlegen. Wéhrend diese Finstellung zur Nutzung der App in unteren Jahrgangsstufen
(7-9) vorgegeben werden sollte, bietet sie fiir hohere Jahrginge (Klasse 9-13) einen Anlass fiir die Aus-
einandersetzung mit Modellen von Bewegungsdaten. Durch das Aufzeichnen einer Strecke mit unter-
schiedlich groBen zeitlichen Abstinden der Messpunkte kdnnen die Lernenden erfahren, dass das Mes-
sen diskreter Werte bereits eine Modellierung der Realsituation darstellt'' (Riemer 209).

Des Weiteren bieten die Einstellungen der App die Moglichkeit, wiahrend der Aufzeichnung in einem
festen zeitlichen Abstand Wegpunktmarkierungen zu setzen. Diese werden in der Karte angezeigt und
ihre Werte in einer Liste dargestellt. Wie in Abbildung 5 erkennbar ist, dhnelt die Anzeige in der Karte
einer Stroboskopaufnahme. Der Weg, die Zeit und die Geschwindigkeit der Bewegung sind durch diese

10 Es wird zwischen zivilen und militérischen Nutzern unterschieden. Die Ortsbestimmung mittels GPS im mili-
tarischen Bereich ist sehr viel genauer. (Dodel/Héupler 2010)

11 Bei der Aufzeichnung wird zwischen zwei Messpunkten eine konstante Geschwindigkeit vorausgesetzt. Mit
zunehmenden zeitlichen Abstand der Punkte wird der Graph somit idealisiert.
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3. Die Lerneinheit

Art der Darstellung fiir die Lernenden auf einen Blick erfassbar. Die Werte der Wegpunkte kdnnen bei-
spielsweise genutzt werden, um daraus Weg-Zeit-Graphen zu erstellen.

Perschdney

5 S
o

Abbildung 5: Aufnahme aus der Benutzeroberfliche der App: Karte mit Wegpunktmarkierungen.

Die aufgezeichneten Datensétze lassen sich nach dem Speichern auch in unterschiedliche Programme
zur Visualisierung oder quantitativen Auswertung iibertragen. So lassen sich Tracks, die im Format
,..kml* gesichert wurden, in ,,google-earth“!? hochladen. Dies erméglicht die Realsituation interaktiv er-
fahrbar zu machen, da der Weg animiert und gleichzeitig der Geschwindigkeit-Zeit-Graph dargestellt
wird. Diese interaktive Visualisierung konnte, dhnlich wie in der Lernumgebung ,,Die Reise* von And-
rea Hoffkamp, im Unterricht zur Visualisierung und interaktiven Erfahrung eingesetzt werden. Da die
Umsetzung, besonders fiir kiirzere Strecken, in dem Programm nicht sehr gut gelungen ist, wurde diese
Idee nicht in der Lerneinheit umgesetzt.

Der in Abbildung 3 (Seite 11) dargestellte Weg-Zeit-Graph wurde auf einer dafiir konzipierten Internet-
seite erstellt (Pavel o0.J.). Solche Seiten zur Auswertung von GPS-Daten finden sich im Internet zahl-
reich. Sie bieten die Moglichkeit, schnell und ohne technische Kenntnisse graphische Darstellungen,
beispielsweise fiir die Prasentation im Unterricht, zu erstellen.

Die Ubertragung der Aufzeichnung in Tabellenkalkulationsprogramme ermdglicht eine quantitative
Auswertung der Datensiitze sowie eine Manipulation dieser. Da sich das Ubertragen der Daten etwas
komplizierter gestaltet, findet sich in Anhang 2 eine kurze Dokumentation, welche Schritte dafiir erfor-
derlich sind.

Fiir eine Verwendung der App ,,My Tracks® im Unterricht spricht, dass sie auf allen GPS-fahigen, mit
Android betriebenen Smartphones' funktioniert und dass sie kostenlos verfiigbar ist. Somit kann das
Smartphone, das heutzutage fast jeder Schiiler mit sich in der Tasche trégt, sinnvoll in den Unterricht
eingebunden und nutzbar gemacht werden. Auch die Auswertung der Daten kann ohne weitere Pro-

gramme (wie in der Lerneinheit umgesetzt), oder mit einfachen technischen Mitteln realisiert werden.

12 Computerprogramm von ,,google, das unter anderem Satellitenaufnahmen der Erde bereitstellt und die virtu-
elle Besichtigung von Stédten erlaubt.

13 Fiir das Betriebssystem I0S von Apple konnte leider keine vergleichbare App gefunden werden.
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3.4 Mathematikdidaktische Arbeiten und deren Einfluss auf
die Lerneinheit

3.4 Mathematikdidaktische Arbeiten und deren Einfluss auf die Lerneinheit

In diesem Kapitel sollen die didaktischen Themen erldutert werden, die Einfluss auf die Gestaltung der
Lerneinheit hatten. Dabei werden in den einzelnen Abschnitten die jeweiligen Themen vorgestellt und
anschlieBend auf die Konsequenzen fiir die Lerneinheit eingegangen. Dabei wird nicht der Anspruch
auf eine vollstindige Darstellung der Themengebiete erhoben. Vielmehr soll ein Uberblick iiber diejeni-
gen mathematikdidaktischen Arbeiten verschafft werden, die einen direkten Einfluss auf die Konzeption

der Lerneinheit und die Aufgabenstellungen hatten.

3.4.1 Typische Schwierigkeiten im Umgang mit graphischen Darstellungen

Wie bereits in Kapitel 2.1.2 erwéhnt, gehdren die Nutzung und Interpretation verschiedener Darstel-
lungsformen sowie der Transfer zwischen ihnen zu den wichtigen Aspekten funktionalen Denkens.
Insbesondere der Umgang mit graphischen Darstellungen bereitet den Schiilern jedoch hiufig Schwie-
rigkeiten. Erstmalig wurde diesen von Claude Janvier in ,,The Interpretation of Complex Cartesian
Graphs - Studies and Teaching Experiments nachgegangen (Janvier 1978). In verschiedenen Aufgaben
untersuchte er die Fahigkeit von Schiilern, Graphen hinsichtlich einer Situation zu interpretieren oder
selbst zu skizzieren. Ein Fehler, der dabei haufig auftrat, wird als Graph-als-Bild-Fehler bezeichnet
(Vogel 2007). Dabei interpretieren die Schiiler Funktionsgraphen als quasifotografische Abbildungen
der Situation. Ein typisches Beispiel fiir diesen Fehler ist in Abbildung 6 gezeigt. Der Schiiler schlief3t
aus der Form des Graphen, dass es sich um einen Berg handeln muss. Dabei scheint er die Entfernung
vom Ausgangspunkt als Hohe zu interpretieren. Damit lieBe sich auch seine Aussage zu dem Zeitraum
zwischen Stunde 2 bis 4 erkldren. Der Schiiler erkennt hier nicht, dass in dieser Zeit keine Strecke zu-
riickgelegt wird, sondern interpretiert es als Laufen auf konstanter Hohe. Er erkennt zwar richtigerweise
den Anstieg des Funktionsgraphen als MaB fiir die Geschwindigkeit, interpretiert ihn aber gleichzeitig
als Steigung des Berges. Zudem spricht er von zwei Seiten des Berges, was darauf schlieBen lésst, dass
er die Abszissenachse nicht als Zeitachse identifiziert hat. Dies ist wiederum ein Indiz dafiir, dass er den
Funktionsgraphen als tatséchliches Abbild der Situation wahrgenommen hat.

Ein weiterer Fehler, der hiufig auftritt, ist die Verwechslung von Bestand und Anderung. Dieser wird
auch als slope-height-confusion bezeichnet (Hadjidemetriou/Williams 2002). Die Abbildung 7 zeigt ei-
nen Graphen, bei dessen Interpretation Schiilern vorrangig dieser Fehler unterlauft. So stellten Hadjide-
metriou und Williams bei ihren Untersuchungen zu Schiilerkonzepten graphischer Darstellungen Ler-
nenden zu diesem Graphen die Frage: ,,Wer nimmt im Alter von 14 Jahren mehr zu?*. Meist identifi-
zierten die Schiiler den hoheren Ordinatenwert bei den Midchen falschlicherweise als Zeichen fiir
schnelleres Wachstum. Die Steigung der Funktion wurde dagegen nicht als MaB der Anderung erkannt
(Hadjidemetriou/Williams 2002).
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3.4 Mathematikdidaktische Arbeiten und deren Einfluss auf
die Lerneinheit

Eine mogliche Ursache fiir diese Fehlinterpretationen kdnnte im mentalen Konzept der Schiiler zu
Funktionen allgemein liegen. Anhand von Briefen, in denen Schiiler den Begriff Funktion erldutern
sollten, belegt Andrea Hoftkamp, dass dieses Konzept durch den Umgang mit nur wenigen Funktions-
klassen geprégt ist (Hoffkamp 2011). Durch die Beschriankung auf einzelne Klassen von Funktionen im
Mathematikunterricht wird den Schiilern ein eingeschrinktes Bild von Funktionen vermittelt. Diese
fragmenthafte Vorstellung kann dazu fithren, dass Funktionsgraphen wie sie in Abbildung 6 und 7 vor-
liegen nicht als solche wahrgenommen werden. Stattdessen werden sie von den Lernenden als ikoni-
sches Abbild der zugrundeliegenden Situation aufgefasst. Wie Markus Vogel beschreibt, sind jedoch fiir
das Lesen eines Funktionsgraphen weitaus mehr mentale Transformationen nétig, als fiir das Interpre-
tieren einer bildlichen Darstellung (Vogel 2007). Werden Funktionsgraphen also félschlicherweise als
reales Abbild wahrgenommen, fiihrt dies zu einer oberflachlicheren Betrachtung. Der funktionale Zu-
sammenhang als solches wird dabei meist nicht wahrgenommen'*.

Neben den hier genannten werden in der fachdidaktischen Literatur noch zahlreiche weitere Schwierig-
keiten im Umgang mit graphischen Darstellungen beschrieben (Hadjidemetriou/Williams 2002; Janvier
1978). Auf diese soll hier jedoch nicht weiter eingegangen werden, da sie nicht im direkten Zusammen-

hang mit der entwickelten Lerneinheit stehen.

Die Auseinandersetzung mit den oben erliuterten Schwierigkeiten fiihrte zu folgenden Uberlegungen

hinsichtlich der Konzeption der Lerneinheit:

o Auf die Verwendung des Funktionsbegriffs wird in der Lerneinheit génzlich verzichtet, da ei-
nerseits funktionales Denken keine Kenntnis zum Begriff Funktion erfordert. Andererseits soll
dadurch vermieden werden, dass die Schiiler auf eingeschrinkte oder fehlerhafte Prikonzepte
zu Funktionen zuriickgreifen. Damit ist die Hoffnung verbunden, dass die Lernenden unvorein-

genommen der erlebten Situation und den zugehorigen Graphen begegnen.

® Aus dem gleichen Grund ist die Lerneinheit fiir Schiiler zu Beginn der achten Klassenstufe kon-
zipiert. Zu diesem Zeitpunkt haben die Lernenden lediglich lineare Funktionen in der Schule
kennengelernt und hatten auch im Physikunterricht noch keinen Kontakt zu Geschwindigkeit-
Zeit- und Weg-Zeit-Graphen. Kenntnisse im Umgang mit linearen Funktionen sind insofern er-
forderlich, dass aus der Berechnung des Anstiegs von Sekanten die Durchschnittsgeschwindig-

keiten in Weg-Zeit-Graphen bestimmt werden kdnnen.

® Der Einstieg in die Lerneinheit erfolgt iiber die Interpretation eines Geschwindigkeit-Zeit-Gra-
phen mit Hilfe einer Karte, in die lediglich Start- und Zielpunkt der Fahrt eingezeichnet sind.
Damit steht ein konkreter Zusammenhang mit der realen Situation von Beginn an im Vorder-
grund. Die Wahl des Graphen ist darin begriindet, dass zum einen Geschwindigkeit-Zeit-Gra-
phen fiir die Schiiler zugénglicher sind als die dazugehorigen Weg-Zeit-Graphen. Zum anderen
ist die Entstehung eines solchen Graphen im Anschluss wihrend der Bewegung direkt beob-

achtbar. Der Weg-Zeit-Graph, bei dessen Interpretation laut Fachliteratur Missverstédndnisse

14 Andrea Hoffkamp unterscheidet in diesem Zusammenhang zwischen ikonischer und symbolischer Interpretati-
on graphischer Darstellungen (Hoffkamp 2011, S.13).
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3.4.2

auftreten kdnnen, wird den Lernenden nicht einfach vorgegeben, sondern soll aus den Daten der
Bewegung von den Schiilern selbst erzeugt werden. Anschlieend soll der erstellte Weg-Zeit-
mit dem Geschwindigkeit-Zeit-Graphen sowie der Beschreibung der Bewegung verglichen
werden. Damit sollen die Lernenden einerseits den funktionalen Zusammenhang der Grofien
selbst erarbeiten. Andererseits soll ihnen dadurch bewusst gemacht werden, dass es sich bei den
Graphen nicht um Abbildungen der Situation sondern um abstrakte Beschreibungen der

Bewegungsformen handelt.

Die Unterscheidung zwischen Bestand und Anderung in den Graphen soll durch eine zusitzli-
che Darstellungsform unterstiitzt werden. Durch Wegpunktmarkierungen in festen Zeitabstin-
den auf der Karte sollen die Schiiler zu Aussagen kommen wie: ,,Je grofler die Strecke zwischen
zwei Markierungen ist, desto groBer ist die (Durchschnitts-) Geschwindigkeit in dem Zeit-
raum.“. Durch den Vergleich mit dem dazugehorigen Weg-Zeit-Graphen sollen sie zu der Er-
kenntnis gelangen, dass sich dies im Anstieg des Graphen in dem jeweiligen Zeitraum wider-
spiegelt. AuBerdem bieten sich Fragestellungen an wie: ,,In welchem Zeitraum hat sich die Ge-
schwindigkeit am stirksten gedndert und woran hast du das gemerkt?*. Die Schiiler kénnen hier
auf die direkte korperliche Erfahrung, beispielsweise wihrend der S-Bahn-Fahrt, zuriickgreifen.
Die selbsterlebte Beschleunigung kann anschlieBend in dem Geschwindigkeit-Zeit-Graphen als
Anstieg identifiziert werden. Das Erkennen und Beschreiben der Bedeutung des Anstiegs beider
Funktionsgraphen stellt einen qualitativen Zugang zur Bedeutung der Ableitung von Funktions-
graphen dar. Wie in Kapitel 3.1 gezeigt, ist es moglich, dass die Schiiler in der Lerneinheit von
allein auf den Ubergang zur Momentangeschwindigkeit als Tangentenanstieg stofen. Dies kann
in Gesprachen mit den Lernenden durch Fragen angestof3en werden, soll aber nicht in den Auf-
gaben direkt gefordert werden. Auf Aufgaben, welche explizit auf die Bedeutung der Fldche un-
ter dem Geschwindigkeit-Zeit-Graphen eingehen, wird ebenfalls verzichtet.

Qualitativer und experimenteller Zugang zu funktionalen

Zusammenhiangen

Wie bereits in Kapitel 2.1 erldutert, stand in den Meraner Vorschlidgen die qualitative Behandlung funk-

tionaler Zusammenhénge, insbesondere in der Unterstufe im Vordergrund. Die Differential- und Integ-

ralrechnung sollte am Ende der mathematischen Ausbildung in der Oberstufe den Hohepunkt bilden
(Kriiger 2000b). Im Meraner Lehrplan finden sich auch Bemerkungen zur Methodik des Mathematikun-

terrichts. Diese lassen darauf schlieen, dass die ,,Erziehung zum funktionalen Denken‘ auch eine pro-

padeutische Vorbereitung dieser Differential- und Integralrechnung beinhalten sollte (Kriiger 2000b). So

heift es in den einleitenden Bemerkungen zum Lehrplan fiir Mathematik:
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»Einmal gilt es [...], den Lehrgang mehr als bisher dem natiirlichen Gange der geistigen
Entwicklung anzupassen, iiberall an den vorhandenen Vorstellungskreis anzukniipfen,
die neuen Kenntnisse mit dem vorhandenen Wissen in organische Verbindung zu set-
zen [...]* (Klein 1907: 208)
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Diese Beschreibung entspricht dem, was heutzutage als ,,genetisches Prinzip* bezeichnet wird. Es han-
delt sich um das Ankniipfen an das Vorverstindnis zum Aufbau neuer Kenntnisse auch unter Beriick-
sichtigung der individuellen Entwicklung der Schiiler (Reiss/Hammer 2013). In Bezug auf die Behand-
lung von Funktionen bedeutet dieses Prinzip auch, qualitative Betrachtungen zu bevorzugen und Aufga-
ben zu nutzen, die an die Erfahrungswelt der Lernenden ankniipfen.

Dass diese Art der Auseinandersetzung mit Funktionen tiefgreifende mathematische Vorstellungen
schult, zeigten bereits Malcolm Swan und Claude Janvier in ihren Untersuchungen (Swan et al. 1985;
Janvier 1978). Sie stellten den Lernenden Aufgaben, die vorrangig die Interpretation von graphischen
Darstellungen funktionaler Zusammenhénge beziiglich einer beschriebenen Situation verlangten. Dabei
zeigte sich, dass die Schiiler insbesondere bei der Diskussion iiber ihre Interpretation der Funktionsgra-
phen Erkenntnisse iiber die globalen und lokalen Eigenschaften von Funktionen erlangten. So erkannten
sie markante Stellen wie Hoch- und Tiefpunkte und Eigenschaften wie die Monotonie in den Graphen
und deuteten diese kontextbezogen. Des Weiteren zeigte sich, dass die Lernenden bei der Erstellung von
qualitativen Graphen und deren Interpretation zu permanenten Wechseln zwischen unterschiedlichen
Darstellungsformen angeregt werden (Stellmacher 1986).

Mit der Verdnderung des Analysisunterrichts bis heute geriet diese Art der Auseinandersetzung mit
Funktionen immer mehr in den Hintergrund. Deshalb kritisieren Didaktiker seit Jahrzehnten die vorwie-
gend numerische, auf das Kalkiil orientierte Behandlungsweise von Funktionen im Mathematikunter-
richt und fordern einen qualitativ-verstindnisorientierten Zugang zu Konzepten der Analysis bereits in
der Sekundarstufe I (Hahn/Prediger 2008).

In der Fachliteratur finden sich zahlreiche Vorschldge fiir die qualitative Behandlung von Funktionen,
die einen propadeutischen Zugang zu den Konzepten der Analysis bieten.

So findet sich in dem Artikel ,,Bestand und Anderung — Ein Beitrag zur Didaktischen Rekonstruktion
der Analysis* von Steffen Hahn und Susanne Prediger ein sehr eindrucksvolles Beispiel dafiir, wie
fruchtbar eine solche qualitative Behandlung von Funktionen sein kann (Hahn/Prediger 2008: 183). Die
Abbildung 8 zeigt die Losung zweier Schiiler zu einer Aufgabe, die darin bestand den Graphen des tig-
lichen Umsatzes eines Produkts zu interpretieren und kontextbezogen in verschiedene Phasen zu unter-
teilen. Die Lernenden erkannten die Extrem- und Wendepunkte als markante Punkte in der graphischen
Darstellung und deuteten diese intuitiv als Endpunkte der Phasen der Produktentwicklung. Mittels die-
ser Phasen trafen sie Aussagen iiber das Anderungsverhalten des Bestandes. Andere Schiiler trafen auch
Aussagen iiber die Qualitiit dieser Anderung aufgrund der Steigung des Graphen (Hahn/Prediger 2008:
183f.). Die Autoren schlussfolgern daraus, dass diese Art der Auseinandersetzung mit Funktionen nicht
nur eine propéddeutische Einfithrung zu den Konzepten der Differentialrechnung darstellt sondern auch
Ankniipfungspunkt fiir die Entwicklung von mathematischen Begriffen wie Extrem- und Wendestellen
sowie Bestand und Anderung bietet (Hahn/Prediger 2008).
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Abb. 7: Wendepunkt und Extrempunit selbst erfunden — Einteilung des Produktlebenszyklus

in charakteristische Phasen von Martina und Henner
(Transkription dev handschriftfichen Legende: Anlawfphase — Bekanntwerden — Konsumphase — Jetzi-habens-alle-
und-keiner-braucht-es-mehr-deshalb-gehen-die-Verkanfszahlen-runter-Phase)

Abbildung 8: Schiilerlosung zu der Aufgabe einen Produktzyklus zu beschreiben (Hahn/Prediger 2008:
183).

Die nichtquantitative Auseinandersetzung mit Funktionen im Unterricht bietet die Mdglichkeit, auch
jene funktionalen Zusammenhénge zu behandeln, die algebraisch nicht erfassbar sind. Dies erlaubt mit
alltagsnahen Beispielen zu arbeiten. Die Aufgabe von Stephan Hulmann in Abbildung 9 zeigt, dass sich
kinematische Vorginge in besonderem Mal3e eignen, funktionale Abhéngigkeit an alltagsnahen Beispie-
len qualitativ zu betrachten (HuBmann 2010). Auch hier sollen die Lernenden markante Punkte in der
Darstellung erkennen und situationsgerecht deuten. Ein groBer Vorteil kinematischer Vorginge ist, dass
den Schiilern bereits bekannte Begriffe, wie ,,Beschleunigen® und ,,Bremsen* fiir die Beschreibung zur
Verfiigung stehen. Die wechselseitige Betrachtung von Bestand und Anderung nimmt hier in den Auf-
gaben d), e) und f) eine entscheidende Rolle ein. Durch das Skizzieren des Ableitungsgraphen wird die-
se Unterscheidung explizit betont und bietet Anlass immer wieder iiber die Bedeutung besonderer Punk-
te im Kurvenverlauf zu reflektieren. Die Schiiler entwickeln so ein qualitatives Verstandnis zur Bedeu-
tung von Extrem- und Wendepunkten, die zu vorldufigen Definitionen der Begriffe fithren kdnnen und
sich spiter im Mathematikunterricht durch den Grenzwertbegriff erweitern lassen sollen (HuBmann
2010).

Qualitative Betrachtungsweisen konnen durch dynamische Visualisierungen gestiitzt werden. Die si-
multane Visualisierung von Situation und Funktionsgraph, wie in den Lernumgebungen von Andrea
Hoftkamp (Hoffkamp 2011), und der Graphen von Funktion und Ableitungsfunktion ermdglicht den
Schiilern funktionale Zusammenhénge selbst zu erkunden. Die bereits erwahnten Lernumgebungen von
Hoftkamp wurden mit dynamischer Geometriesoftware realisiert. Dies erlaubt sowohl eine Variation
einzelner Grofen innerhalb der dargestellten Situation als auch die Variation der Situation selbst. Durch
diese beiden Variationsstufen wird das Erkunden der funktionalen Abhéngigkeiten der Gréfen und der
Bedeutung markanter Punkte und Eigenschaften des Funktionsgraphen aktiviert und somit ein tiefes

mathematisches Verstindnis geschult (Hoffkamp 2011).

21



3.4 Mathematikdidaktische Arbeiten und deren Einfluss auf
die Lerneinheit

Beispiel 3: Geschwindigkeit

Der Graph zeigt einen Geschwindigkeitsver- Geschwindigheit (nvs)
laut.
a) Erlautere, warum die markierten Punkte

besondere Punkte im Verlauf sind. ~
b} Gib den Punkten Namen und erklare, wo-
ran man solche Punkte im Graphen erken-

nen kann
Gibt es weitere solcher Punkte? Uberpri-
fe an ihnen deine Erklirung.
Wann hat das Fahrzeug am starksten beschleunigt, wann am wenigsten?
Skizziere den Beschleunigungsgraphen.
Erklare die Eigenschaften der beiden Punkte noch einmal, nur dieses Mal allein
mit Hilfe des Beschleunigungsgraphen.
fi Welcher Punkt ldsst sich einfacher mit dem Geschwindigkeitsgraphen
welcher mit dem Beschleunigungsgraphen? Waran 0 shuteny
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Abbildung 9: Aufgabe zur qualitativen Betrachtung funktionaler Zusammenhdnge von kinematischen
Vorgdngen (Hufsmann 2010: 8).

Neben den qualitativen erfiillen auch quantitative Betrachtungsweisen wichtige Aufgaben zur Entwick-
lung des mathematischen Verstidndnisses von funktionaler Abhéngigkeit. Insbesondere fiir den Wechsel
zwischen den Reprisentationsformen spielt die quantitative Auseinandersetzung eine entscheidende
Rolle, da dadurch den Schiilern bewusst wird, wie die Darstellungen auseinander hervorgehen. So wird
beispielsweise durch die Arbeit mit konkreten Daten in Tabellen einerseits der Zuordnungsaspekt der
Funktion betont. Andererseits konnen aus diesen Daten graphische Darstellungen erstellt werden, die
wiederum mit den qualitativen Interpretationen und Darstellungen verglichen werden konnen.

Ziel sollte es also sein, bei der Behandlung funktionaler Zusammenhinge sowohl auf qualitative als
auch auf quantitative Auseinandersetzungen Wert zu legen. Diese beiden Betrachtungsweisen sollten
dabei stets ineinandergreifen und aufeinander aufbauen (HuBBmann/Leuders 2010). In diesem Zusam-
menhang bieten unter anderem Experimente die Mdglichkeit beiden Betrachtungsweisen Raum zu ge-
ben. Wie Barbel Barzel und Sandra Ganter in dem Artikel ,,Experimentell zum Funktionsbegriff* be-
schreiben, bringt dieser Zugang viele positive Effekte mit sich (Barzel/Ganter 2010). Ein experimentel-
ler Zugang verspricht eine hohe Selbsttétigkeit der Lernenden und eine aktive, eigenstéindige Aneignung
neuer Kenntnisse. So machen die Schiiler in den Experimenten Beobachtungen, die sie verbalisieren
oder erheben Daten zur spéteren Auswertung. Die verbale Beschreibung beobachteter funktionaler Zu-
sammenhénge bildet die Grundlage fiir die spétere Interpretation graphischer Darstellungen. Das Entde-
cken von mathematischen Zusammenhingen durch eigene Messdaten weckt in den Lernenden Neugier-
de und Forschungseifer und sie haben das Gefiihl etwas ,,selbst entdeckt™ zu haben. In der Auswertung
der Daten und deren Interpretation konnen die Schiiler auf die eigenen Erfahrungen und Beobachtungen
aus dem Experiment zuriickgreifen. Dadurch werden eigenstindige Gedanken zur Abhéngigkeit zwi-
schen den Grof3en aktiviert.
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Die hier vorgestellte Lerneinheit soll durch eine verstédndnisorientierte qualitative Behandlung funktio-

naler Zuordnungen kinematisch-funktionales Denken fordern und somit einen Beitrag zur propédeuti-

schen Einfiihrung zu Konzepten der Analysis leisten. Dariiber hinaus sollen die Schiiler mittels selbst

gewonnener GPS-Daten die funktionalen Zusammenhédnge ihrer Bewegung erkunden. Die Auseinander-

setzung mit den oben vorgestellten didaktischen Arbeiten fiihrte zu einer Spezifizierung, die prazisierte,

in welcher Form beide Zuginge genutzt werden sollen um bestimmte Aspekte kinematisch-funktionalen

Denkens zu fordern.
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® Die Lernenden sollen den funktionalen Zusammenhang zwischen den GréBen Zeit, Strecke und

Geschwindigkeit eigenstindig entdecken. Grundlage dafiir bilden die Erfahrung aus der selbst
erlebten ,,Reise” und die wihrenddessen aufgezeichneten GPS-Daten. In einer ersten qualitati-
ven Analyse ihrer Bewegung sollen die Schiiler ihre verbale Beschreibung der Bewegung mit
dem aufgezeichneten Geschwindigkeit-Zeit-Graphen und den Wegpunktmarkierungen verglei-
chen. Ziel ist, dass die Lernenden erste funktionale Zusammenhénge formulieren, wie: ,,Wih-
rend wir auf die Bahn warteten, haben wir keine Strecke zuriickgelegt.” oder ,,Je groBer die Ge-
schwindigkeit, desto gréfler war der zuriickgelegte Weg in einer bestimmten Zeit.”. Diese For-
mulierungen sollen anschlieBend genutzt werden um den zu der Bewegung gehorigen Weg-
Zeit-Graphen zu skizzieren. Im Anschluss daran soll eine quantitative Auswertung der GPS-Da-
ten folgen. Die Schiiler sollen die Daten der Wegpunktmarkierungen (Wegpunktnummer und
Abstand zum letzten Wegpunkt) aus der App in eine Tabelle iibertragen. In der tabellarischen
Darstellung sollen fiir jeden Wegpunkt die bis dahin vergangene Zeit und die zuriickgelegte
Entfernung vom Startpunkt ermittelt und aus diesen Informationen der zugehorige Weg-Zeit-
Graph gezeichnet werden. Durch den Vergleich des Weg-Zeit- mit dem Geschwindigkeit-Zeit-
Graphen wird die funktionale Abhingigkeit wiederum qualitativ mit den Lernenden diskutiert.

In den Funktionsgraphen sollen die Lernenden markante Punkte und Eigenschaften des Kurven-
verlaufs erkennen und kontextbezogen deren Bedeutung beschreiben. Insbesondere soll dabei
auf die Bedeutung des Anstiegs in den graphischen Darstellungen eingegangen werden. Auch
hier sollen sowohl qualitative als auch quantitative Betrachtungsweisen, wie das Ablesen kon-
kreter Werte in der graphischen Darstellung, genutzt werden. Eine entscheidende Rolle bei der
qualitativen Deutung besonderer Punkte im Geschwindigkeit-Zeit-Graphen spielt die simultane
Entstehung dieses Graphen wihrend der ,,Reise. Die Schiiler konnen wahrend der Bewegung
die Auswirkung von Geschwindigkeitsdnderungen in dem Graphen beobachten. Diese direkte
Riickmeldung wirkt sich allgemein positiv auf das Verstindnis von Bewegungsvorgéngen und
auf die Féahigkeit graphische Darstellungen zu interpretieren aus (Robutti 2006; Barzel/Ganter
2010). Durch die selbst gemachten korperlichen Erfahrungen in der Bewegung konnen die
Schiiler auch den Anstieg des Geschwindigkeit-Zeit-Graphen als Mal} fiir die Geschwindig-
keitsdnderung (Beschleunigung) erkennen. Gleiches gilt fiir den Weg-Zeit-Graphen, dessen An-
stieg qualitativ als MaB fiir die Geschwindigkeit gedeutet werden soll. Zusétzlich sollen die
Lernenden in ihm quantitativ Durchschnittsgeschwindigkeiten mittels Berechnung des Sekan-

tenanstiegs ermitteln.
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o Im Gegensatz zu den oben gezeigten Beispielen soll die Auseinandersetzung mit den Eigen-
schaften der Funktionsgraphen nicht zu (vorldufigen) Begriffsdefinitionen markanter Punkte
fiihren. Ziel ist ein reines Verstdndnis der funktionalen Zusammenhinge und das Erkennen und

Deuten dieser in unterschiedlichen Reprisentationsformen.

3.4.3 Die Bedeutung der Grofie Zeit

Die Auseinandersetzung mit kinematischen Vorgéngen bedeutet stets eine Betrachtung von zeitabhingi-
gen funktionalen Zusammenhéngen. Die GroBe Zeit nimmt dabei gegeniiber anderen Gréfen eine Son-
derstellung ein. Hans-Georg Weigand beschreibt in dem Artikel ,,Zur Bedeutung von Zeitfunktionen fiir
den Mathematikunterricht® zwei Besonderheiten, die aus dem ,.kontinuierlichem Dahinflielen der Zeit*
(Weigand 1988b: 59) folgen. Zum einen bedingt dieser dynamische Charakter der Grole auch eine dy-
namischere Sichtweise auf zeitabhdngige Funktionen. Der durch sie beschriebene Vorgang wird als fort-
laufender Prozess der stindigen Verdnderung wahrgenommen. Dadurch wird in héherem Malle eine
globale Betrachtung betont als es bei nicht-zeitabhéngigen funktionalen Zusammenhéngen héufig der
Fall ist"” (Weigand 1988b). Zum anderen erfordert die Auseinandersetzung mit der Verinderung zeitab-
hingiger GroBen von den Schiilern besondere kognitive Fahigkeiten. Dies betrifft bereits die Beobach-
tung zeitabhéngiger Vorgénge:

,»Wihrend vielen anderen Variablen (Lénge, Winkel, Masse) bei funktionalen Zusam-

menhéingen die kontinuierliche Verdnderlichkeit 'aufgezwungen' werden mu8, ist um-

gekehrt ein Anhalten der Zeit nicht moglich, und es bedarf etwa des Erinnerungsver-

mogens des Menschen oder des Hilfsmittels der Fotografie, um das stetige Fortschrei-

ten fiir den Betrachter zu stoppen.® (Weigand 1988b: 59)

Auch die qualitative und quantitative Behandlung von zeitabhingigen funktionalen Zusammenhéngen
im Mathematikunterricht erfordert von den Schiilern eine Vielzahl von Fihigkeiten. Diese reichen von
einfachen, bereits im Vorschulalter erworbenen geistigen Leistungen wie dem Erkennen von Gleichzei-
tigkeit und dem Vergleich von Zeitintervallen bishin zu komplexen Fihigkeiten wie dem gedanklichen
Anbhalten von Vorgédngen und Umkehren der Zeitrichtung sowie dem Treffen von Prognosen {iber die
Entwicklung der zeitabhéngigen GroBe in der Zukunft (Weigand 1988b).

Insbesondere die Interpretation von Funktionsgraphen kinematischer Vorgénge erfordert die oben ge-
nannten kognitiven Féhigkeiten und bereitet den Lernenden hédufig Schwierigkeiten. So resultiert der in
Kapitel 3.4.1 beschriebene Graph-als-Bild-Fehler meist daraus, dass die zeitliche Abhingigkeit nicht
erkannt oder nicht beachtet wird. Statt einer dynamischen wird dem Graphen eine statische Bedeutung,

wie einer fotographischen Abbildung zugeordnet.

15 Dies entspricht dem, was in der Meraner Reform mit der ,,Erziehung zum funktionalen Denken gefordert
wurde: Die globale Betrachtung von Funktionen unter dem Aspekt der Bewegung und Veridnderung.
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Die Beschéftigung mit der Sonderstellung der Grofie Zeit und den daraus resultierenden Anforderungen

an die Schiiler, fithrte zu der Ausarbeitung bestimmter Aufgabenstellungen.

e In der Lerneinheit sollen die Lernenden einen kinematischen Vorgang in verschiedenen Darstel-
lungsformen interpretieren und analysieren. Dabei ist stets auch eine Auseinandersetzung mit
der Zeitabhéngigkeit der GroBen Geschwindigkeit und Strecke verbunden. So miissen die Schii-
ler bereits zu Beginn der Lerneinheit einen gegebenen Geschwindigkeit-Zeit-Graphen interpret-
ieren. Fiir die Aufgabe, sich anschlieBend zum Startpunkt des beschriebenen Weges zu bewe-
gen, sind die Lernenden gezwungen die gleiche graphische Darstellung ,,riickwérts zu lesen®
um den Weg von Ziel- zum Startpunkt zu beschreiben. Sie miissen also gedanklich die Rich-

tung der Zeit umkehren um Informationen iiber die ,,Reise” zu erhalten.

e Durch den experimentellen Zugang sollen die Lernenden die Zeitabhéngigkeit ihrer Bewegung
bewusst wahrnehmen. Im Anschluss daran sollen sie die erlebte Situation in verschiedenen Re-
prasentationsformen (verbal, bildlich und in Graphen) rekonstruieren. Sie miissen also aus der
Erinnerung Aussagen iiber die Bewegungssituationen treffen. Durch diese aktive Auseinander-
setzung mit der Grofe Zeit und dem Beschreiben zeitabhingiger Vorgidnge sollen die Schiiler
die funktionalen Zusammenhénge selbst erarbeiten und die erlebte Situation als dynamischen

Prozess wahrnehmen.

3.4.4 Reprasentationstransfer — das ,,Haus des funktionalen Denkens*

Das ,,Haus des funktionalen Denkens* ist ein Analysemodell, das von Thilo Hofer im Rahmen seiner
gleichnamigen Dissertation entwickelt wurde. Es erlaubt eine Analyse von Aufgabenstellungen zu funk-
tionalen Zusammenhéingen hinsichtlich der vorausgesetzten Fertigkeiten zum Représentationstransfer.
Das Modell entstand aus der Zusammenfiihrung der zweidimensionalen Matrix zum Représentations-
transfer, wie sie in Kapitel 2.1.2 zu finden ist, mit drei Ebenen in Anlehnung an die Aspekte funktiona-
len Denkens nach Vollrath (Kapitel 2.1.2). Das daraus resultierende dreidimensionale Modell ist in
Abbildung 10 gezeigt. Es besteht aus einzelnen Quadern, die als ,Bausteine funktionalen
Denkens* (Hofer 2008: 53) beschrieben werden. Jeder dieser Bausteine entspricht einer Fertigkeit zum
Losen von Aufgaben, bei denen der jeweilige Darstellungswechsel erforderlich ist. Zusétzlich wurden
auch den Diagonalfeldern Transferleistungen zugeordnet. Lediglich der Ubersetzung innerhalb der Dar-
stellungsform der verbalen und bildlichen Beschreibung wird keine Fertigkeit im Sinne funktionalen
Denkens zugesprochen'®.

Das Modell ermdglicht eine Analyse von Darstellungswechseln sowohl beziiglich der Art der zu beherr-
schenden Ubersetzungsfertigkeiten als auch der Ausprigung dieser Beherrschung in Bezug auf die drei
Ebenen: Aktions-, Prozess- und Objektebene (Hofer 2008: 52). Dabei stellen diese Ebenen keine Wer-

tung der Transferleistungen dar, sondern prézisieren die notwendigen Betrachtungsweisen auf die Funk-

16 An dieser Stelle sei jedoch angemerkt, dass das Ubersetzen von verbalen Beschreibungen in bildliche Abbil-
dungen wie Karten und umgekehrt, im hochsten Maf3e interpretierende Féhigkeiten von den Schiilern verlangt.
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die Lerneinheit

tion bei der Ubersetzung zwischen zwei Darstellungsformen.

Auf der Aktionsebene erfordern die Darstellungsiiberginge eine Zuordnung oder ein Ablesen von kon-
kreten Werten und somit eine punktweise Betrachtung des funktionalen Zusammenhangs in beiden Re-
prasentationsformen. Aufgaben, die einen Repréisentationstransfer auf der Prozessebene voraussetzen,
verlangen hingegen eine dynamischere, abschnittsweise Betrachtung der Funktion. Muss zur Uberset-
zung zwischen zwei Darstellungen die Funktion als Ganzes betrachtet werden, handelt es sich um einen
Transfer auf der Objektebene. Jeder Wechsel zwischen zwei Darstellungsformen kann jeweils auf den

drei verschiedenen Ebenen stattfinden.

Dieses Modell wurde fiir die Konzeption der Aufgaben der Lerneinheit genutzt. Ziel war es Aufgaben
zu entwickeln, die von den Lernenden Darstellungsiibergidnge auf allen drei Ebenen erfordern. Dabei
stand die Forderung von interpretierenden Fahigkeiten im Vordergrund.

Des Weiteren diente das Modell der Konkretisierung der notwendigen Transferleistungen der Schiiler
und der damit verbundenen Aktivititen.

Das ,,Haus des funktionalen Denkens* erlaubt auch eine Analyse von beobachteten Schiileraktivitéten,
die Aufschluss dariiber gibt, auf welcher Transferebene Schiilerlosungen zu Stande kommen. Davon
wurde in der Auswertung der Erprobung Gebrauch gemacht.

Das nachfolgende Kapitel soll die entstandene Lerneinheit vorstellen. Dabei wird auch auf die
Transferleistungen und Schiileraktivititen, die sich aus der Analyse der Aufgaben ergaben, eingegan-

gen.

; v+ | Beschreibende
y e skizzieren |y pollbildung
/ vervoll- I fitie
e — 2 ¥ Fl olien, Hlem,
; Bilder oder / lesen stiindigen aufreichnen|  anpassen
| verbale
l, “-';’-‘-'c‘l-‘-""‘-i-h‘-"'?'g// interpretieren | ab-‘herausleser|  ckizrieren Kurven-
[ anpassung
! Tabellen
i / L‘-'l!Iluf.‘lr'll::E}l tabellicren, {kurven) berechnen
o / ‘u’,crl:ni]&funr%cn berechnen skizzieren
! Graphen nterpictiertn
5 P OBJEWTEBEN
AN iR S : . 2 -
I Adgetuniselie / PROZASSEBEAE Y
_Aupinks /S AKTYONSEBENE S
’ B T | G | A

Abbildung 10: Das ,,Haus des funktionalen Denkens* zur Analyse von Darstellungsiibergdngen (Hofer
2008: 53).
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3.5 Vorstellung der Lerneinheit

Im Folgenden wird die Lerneinheit, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurde, vorgestellt. Dabei
werden die einzelnen Aufgabenstellungen nach Hoéfers ,,Haus des funktionalen Denkens® analysiert.
Diese Analyse dient der detaillierten Beschreibung der vorausgesetzten Schiileraktivititen bei der Lo-
sung der Aufgaben. Die verwendeten Arbeitsblatter fiir die Schiiler sind im Anhang 3 zu finden.

Die Lerneinheit ist so konzipiert, dass je zwei Schiiler sie gemeinsam durchlaufen kénnen. Dabei wech-
seln sich in der vierstiindigen Bearbeitungszeit Phasen der Einzel- und Partnerarbeit ab. Die Lehrkraft
ist dabei teilnehmender Beobachter, der Hilfestellungen gibt und Diskussionen anregen soll.

Die Lerneinheit ist in vier Teile gegliedert: Der Einstieg, die Durchfiihrung der Messung, die Auswer-

tung der gewonnenen Daten und die Anwendung gewonnener Erkenntnisse auf eine dhnliche Situation.

3.5.1 Die Einstiegsaufgabe

Zum Finstieg in die Lerneinheit erhalten die Schiiler, den in Abbildung 11 gezeigten Geschwindigkeit-
Zeit-Graphen und eine Karte, in der lediglich Start- und Zielpunkt einer ,,Reise eingezeichnet sind. Die
Lernenden werden aufgefordert, aus dem Graphen moglichst viele Informationen iiber den Ablauf die-
ser Reise zu ermitteln. Die Schiiler sollen den Graphen ohne weitere Vorbereitung interpretieren und
den vermuteten Weg in die Karte einzeichnen. Damit steht von Beginn an der Bezug zur Situation und
die Beschreibung von Bewegungen im Mittelpunkt. Erhofft wird eine intuitive Interpretation, in der die
markanten Punkte und Eigenschaften des Kurvenverlaufs erkannt werden und kontextbezogen deren
Bedeutung beschrieben wird. Dies erfordert sowohl eine qualitative als auch eine quantitative Betrach-
tung der vorgegebenen graphischen Darstellung.

Das Losen dieser Aufgabe verlangt von den Schiilern den Transfer zwischen den Darstellungsformen
Graph und verbaler / bildlicher Beschreibung auf unterschiedlichen Ebenen: Zunéchst wird eine allge-
meine qualitative Interpretation des Graphen beziiglich der Situation erwartet. Dabei wird der Graph als
Darstellung eines dynamischen Prozesses betrachtet. Die Lernenden sollen erkennen, dass sich die Gro-
Be Geschwindigkeit mit der Zeit dndert und es sich somit um unterschiedliche Bewegungssituationen
handeln muss. Es handelt sich hierbei also um einen Transfer auf der Prozessebene. Zum Erhalten be-
stimmter Informationen aus dem Graphen werden im niichsten Schritt Ubergiinge auf der Aktionsebene
bendtigt. So miissen aus dem Graphen lokale Maximal- und Minimalgeschwindigkeiten abgelesen und
einem Verkehrsmittel oder einer bestimmten Bewegungssituation zugeordnet werden. Die Lernenden
ermitteln auf diese Weise zum Beispiel die Anzahl der Stationen, die mit einem bestimmten Verkehrs-
mittel zuriickgelegt wurden und die Dauer von Wartezeiten und Fullwegen.

Das Einzeichnen des Weges in die Karte stellt einen Représentationstransfer innerhalb einer Darstellung
dar. Die verbale Beschreibung der Situation wird in eine bildliche iibersetzt. Diesem Wechsel wird in
dem ,,Haus des funktionalen Denkens“ keine Ubersetzungsfertigkeit zugeordnet. Dennoch handelt es

sich hierbei um eine interpretative Leistung, da hierfiir die Bedeutung der funktionalen Zusammenhén-
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3.5 Vorstellung der Lerneinheit
ge herangezogen werden muss. So konnen die Lernenden den Weg durch Abzdhlen von Stationen ein-

zeichnen und die Langen der FuBBwege aufgrund der Dauer schitzen.

Geschwindigkeit (km/h)

| ||
inim | ‘
| |
b, L | ,| \, .i ) __J I_'"'Jﬁ. ,_

Leit
00:00 10:00 20:00 3000 40:00

Abbildung 11: Aufnahme aus der App ,, My Tracks “: Geschwindigkeit-Zeit-Graph.

Fiir den Fall, dass die Lernenden Schwierigkeiten bei der Interpretation des Graphen haben, sind Hilfe-
stellungen durch die Lehrkraft vorgesehen. Es ist davon auszugehen, dass die Aufforderung, die Bedeu-
tung der Achsen zu erklédren, ausreicht um eine detaillierte Interpretation des Graphen anzustoBBen. An-
derenfalls soll der Représentationstransfer durch Fragen gestiitzt werden. Diese Fragen konnen lauten:
»Wie lange war ich unterwegs?®, ,,Habe ich vielleicht unterschiedliche Verkehrsmittel benutzt? Wenn
ja, woran erkennst du das?*, ,,Kannst du die Anzahl der Stationen ablesen?* und ,,Musste ich irgendwo

warten?*.

3.5.2 Die Aufzeichnung des Weges

Im zweiten Teil der Lerneinheit sollen die Lernenden den zuvor beschriebenen Weg zuriickfahren und
dabei mit der App ,,My Tracks* ihre Bewegung aufzeichnen.

Im Vorfeld dazu werden die Schiiler aufgefordert anhand des Graphen aus Aufgabe 1 den nun zuriickzu-
legenden Weg zu beschreiben. Dazu miissen sie den Geschwindigkeit-Zeit-Graphen ,,riickwirts lesen,
also gedanklich die Richtung des zeitlichen Ablaufs der Bewegung umkehren. Anschlieend erhalten
sie die Arbeitsauftrige fiir den Weg und eine kurze Erlduterung zu der Bedienung und den Einstellun-
gen der App.

Fiir die Aufzeichnung erhalten die Schiiler unterschiedliche Aufgaben. Ein Schiiler soll mit der entspre-
chenden Einstellung in der App ,,Wegpunktmarkierungen® aufnehmen und zusitzlich ein schriftliches
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3. Die Lerneinheit

Bewegungsprotokoll der Reise erstellen. Wahrenddessen soll der andere einen Geschwindigkeit-Zeit-
Graphen aufzeichnen, den beide Schiiler wihrend der Bewegung beobachten. Durch diese Beobachtung
erhalten sie eine direkte visuelle Riickmeldung zu ihrer Bewegung und kénnen die Entstehung des Gra-
phen verfolgen. Da die zeitliche Verdanderung des Graphen mit einer korperlich erlebten Bewegungssi-

tuation verkniipft ist, konnen die Lernenden in ihrer spiteren qualitativen Analyse darauf zurtickgreifen.

3.5.3 Die Auswertung des Weges

Am Ziel der ,Reise” angekommen, sollen die Schiiler die aufgezeichnete Bewegung qualitativ und
quantitativ analysieren. Der erste Teil (Aufgabe 2a) stellt eine rein qualitative Auseinandersetzung mit
unterschiedlichen Représentationsformen dar.

Zuerst soll die Karte mit den im Abstand von einer Minute gesetzten Wegpunktmarkierungen betrachtet
werden. Die Lernenden sollen aus dieser Darstellung Informationen tiber die unterschiedlichen Bewe-
gungssituationen herauslesen. Durch den Vergleich zwischen schriftlichem Protokoll und dem Ge-
schwindigkeit-Zeit-Graphen soll die funktionale Abhidngigkeit zwischen den Groflen Zeit, Strecke und
Geschwindigkeit entdeckt werden. Ziel ist eine erste Beschreibung der funktionalen Zusammenhénge
durch die Schiiler. Diese konnen beispielsweise lauten:,,Je schneller wir waren, desto weiter sind die

Punkte voneinander entfernt.” und ,,Wenn wir standen, sind die Punkte direkt iibereinander.*.

Eine Analyse dieser Aufgabenstellung nach dem ,,Haus des funktionalen Denkens* ist hier nicht ohne
Weiteres mdglich, da die Karte mit Wegpunktmarkierungen nicht eindeutig als eine der vier Représenta-
tionsformen identifiziert werden kann. Es handelt sich auf der einen Seite um eine Beschreibung der Si-
tuation in Form eines Bildes. Auf der anderen Seite handelt es sich auch um eine Darstellung, die einem
Graphen entspricht. Die Betrachtung dieses ,,Graphen im Bild* stellt somit bereits einen permanenten
Darstellungswechsel dar. Bei der Interpretation dieser Darstellung findet demzufolge ein Transfer zwi-
schen den drei Darstellungsformen Bild, Graph und verbaler Beschreibung statt. Das Erfassen der Ab-
bildung auf einen Blick mit der Schlussfolgerung, dass verschiedene Bewegungssituationen durch die
Anordnung der Wegpunkte abgebildet werden, stellt eine Ubersetzug auf der Objektebene dar. Zur For-
mulierung der funktionalen Zusammenhéinge miissen die Schiiler die Abstinde zwischen den Weg-
punktmarkierungen vergleichen und erkennen, dass es sich hierbei um ein MaB fiir die Geschwindigkeit
handelt. Da dafiir der ,,Graph im Bild* abschnittsweise betrachtet und interpretiert werden muss, han-
delt es sich hierbei um einen Ubergang auf der Prozessebene. Das Zihlen der Wegpunkte auf bestimm-
ten Abschnitten oder iiber die gesamte Strecke zur Bestimmung der Dauer erfordert einen Transfer auf

der Aktionsebene.

Im Anschluss an diese erste Interpretation sollen die Lernenden aus ihren Uberlegungen und mit Hilfe
des Geschwindigkeit-Zeit-Graphen den dazugehorigen Weg-Zeit-Graphen skizzieren. Dabei muss der
Anstieg des Graphen als MaB fiir die Geschwindigkeit erkannt und dementsprechend der Kurvenverlauf
skizziert werden. Da davon ausgegangen werden kann, dass diese Aufgabe einigen Schiilern Schwierig-

keiten bereitet, ist hier eine Hilfestellung durch die Lehrkraft vorgesehen. Diese zeigt den Schiilern an-
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3.5 Vorstellung der Lerneinheit

hand eines anderen Weg-Zeit-Graphen, wie der Verlauf des Graphen bei einer Bewegung mit konstanter
Geschwindigkeit aussehen wiirde. Auf dieser Grundlage konnen die Lernenden dann abschnittsweise
den Graphen skizzieren.

Welcher Reprisentationstransfer zur Losung der Aufgabenstellung erforderlich ist und auf welcher Ebe-
ne er stattfindet, hidngt von der Wahl des Losungsweges der Schiiler ab. Skizzieren sie den Weg-Zeit-
Graphen anhand des Bewegungsprotokolls, handelt es sich um einen Ubergang zwischen verbaler Be-
schreibung und Graph auf der Prozessebene. Die einzelnen beschriebenen Phasen werden abschnitts-
weise in die graphische Darstellung tibersetzt. Der funktionale Zusammenhang wird dabei als dynami-
scher Prozess betrachtet. Wird hingegen der Geschwindigkeit-Zeit-Graph zugrunde gelegt um den Weg-
Zeit-Graphen zu skizzieren, erfordert dies einen Transfer auf der Objektebene innerhalb der Darstel-
lungsform Graph. Dabei wird der Geschwindigkeit-Zeit-Graph als eigenstindiges Objekt betrachtet und
aus seinem Kurvenverlauf auf den Verlauf des anderen Graphen geschlussfolgert. Das Gleiche gilt
wenn der Lernende den Graphen nach der Hilfestellung erstellt und dazu zusétzlich den Geschwindig-
keit-Zeit-Graphen heranzieht. Beim Skizzieren anhand des Abstandes der Wegpunkte handelt es sich,
wie bereits erwdhnt um einen Transfer zwischen drei Darstellungen. Da der ,,Graph im Bild* abschnitts-
weise betrachtet und aus diesen Schlussfolgerungen der Weg-Zeit-Graph erstellt werden muss, ist hier
ein Darstellungswechsel auf der Prozessebene gefordert.

Im zweiten Teil der Auswertung der ,,Reise™ (Aufgabe 2b) wird zu einer quantitativeren Analyse der
Daten iibergegangen. Dazu miissen die Schiiler die Werte aus den Wegpunktmarkierungen in der App
ablesen und in eine Tabelle libertragen. AnschlieBend soll aus dieser Tabelle der dazugehdrige Weg-
Zeit-Graph skizziert werden. Dabei gibt die Lehrkraft immer wieder Ansto3e iiber die verschiedenen
Darstellungsformen zu diskutieren. Ziel ist die Reflektion der Lernenden iiber die verschiedenen Repré-
sentationsformen und die Erkenntnis, dass der Transfer zwischen ihnen sinnvoll ist. Sie vergleichen die
verschiedenen Darstellungsformen hinsichtlich ihrer Prasentation bestimmter Informationen iiber die
,,Reise’.

Das Ubertragen konkreter Werte aus dem ,,Graphen im Bild*“ in die Tabelle stellt einen Transfer auf der
Aktionsebene dar. Auch das Ubertragen dieser Werte in ein Koordinatensystem erfordert eine Uberset-
zung auf der Aktionsebene. Reflektieren die Lernenden im Anschluss daran, dass das Verbinden der
Punkte im Graphen eine Idealisierung darstellt, da zwischen ihnen eine Bewegung mit konstanter Ge-
schwindigkeit vorausgesetzt wird, entspricht dies einer Ubersetzungsfertigkeit auf der Prozessebene.
Die Schiiler betrachten dabei die Funktion als dynamischen Prozess und interpolieren bewusst zwischen

den Punkten.

Nach der quantitativen Auswertung des Weges sollen die Schiiler den entstandenen Weg-Zeit-Graphen
in Phasen unterteilen und mit dem Geschwindigkeit-Zeit-Graphen in der App vergleichen. Damit wird
der Riickbezug zur realen Situation hergestellt. Die Lernenden sollen formulieren, wodurch die einzel-
nen Phasen der Bewegung im Kurvenverlauf beider Graphen erkennbar sind. Darauf aufbauend wird in

einem Gesprach mit der Lehrkraft der Verlauf des Geschwindigkeit-Zeit-Graphen qualitativ analysiert.
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Dabei sollen die Schiiler die markanten Punkte im Graphen erkennen und kontextbezogen deuten sowie
den Anstieg des Graphen als Beschleunigen und Bremsen identifizieren. Anhand der Situation der S-
Bahn-Fahrt konnen diese Uberlegungen geférdert werden, indem die Lernenden aufgefordert werden
die Aktionen des Fahrers wihrend der Fahrt zu beschreiben. An einem Hochpunkt wiirden die Schiiler
demzufolge erkennen, dass der Fahrer nicht weiter beschleunigte und langsam abbremste. Auch die Be-
schreibung der eigenen korperlichen Erfahrung wéhrend der Fahrt soll dabei genutzt werden, die Be-
schleunigung als Anstieg im Kurvenverlauf zu erkennen. So konnen die Schiiler gefragt werden, was sie
wihrend der Fahrt spiirten, als der Graph steil anstieg. Ziel ist, dass die Lernenden Aussagen treffen, in
denen sie den Anstieg des Graphen als Beschleunigung und somit als Maf der Anderung der Geschwin-
digkeit beschreiben.

Fiir die qualitative Analyse der Graphen miissen die Schiiler unterschiedliche Reprisentationswechsel
auf verschiedenen Ebenen vollziehen. Das Unterteilen des Weg-Zeit-Graphen in verschiedene Phasen
verlangt einen Transfer in eine verbale Beschreibung auf der Prozessebene. Im darauffolgenden Ver-
gleich der beiden Graphen, betrachten die Schiiler die Kurvenverldufe sowohl als Ganzes als auch ab-
schnittsweise. So sollen sie die Monotonie und die zeitliche Abhéngigkeit beschreiben und die einzel-
nen Bewegungssituationen in den Darstellungen vergleichen. Bei der Ubersetzung zwischen den Gra-
phen findet also sowohl ein Transfer auf der Objekt- als auch auf der Prozessebene statt.

In der Auseinandersetzung mit den Eigenschaften des Geschwindigkeit-Zeit-Graphen findet ein perma-
nenter Wechsel zwischen den Darstellungsformen Funktionsgraph und verbaler Beschreibung auf der
Prozessebene statt, da dabei stets einzelne Abschnitte im Kurvenverlauf intensiv betrachtet werden.

3.5.4 Die Anwendung gewonnener Erkenntnisse auf eine dhnliche Situation

Im letzten Teil der Lerneinheit sollen die Schiiler die gewonnenen Erkenntnisse {iber den funktionalen
Zusammenhang der GroBlen Strecke, Geschwindigkeit und Zeit auf eine neue, aber dhnliche Situation
anwenden (Aufgabe 3). Dazu werden ihnen die in Abbildung 12 und 13 gezeigten Représentationsfor-
men vorgegeben. Die Orientierung der Karte ist absichtlich so gewahlt, dass der Weg von oben nach un-
ten verlduft. Damit soll der in Kapitel 3.4.1 beschriebene Graph-als-Bild-Fehler beim Transfer zwi-
schen den beiden Darstellungen vermieden werden. Die Aufgabenstellungen sind in Anlehnung an die

Lernumgebung ,,Die Reise® bei Andrea Hoffkamp gestaltet (Hoffkamp 2011).

Zuerst werden von den Schiilern Ubersetzungsfertigkeiten beim Transfer vom Graphen zur verbalen
Beschreibung der Situation auf verschiedenen Ebenen erwartet. Auf der Aktionsebene ist das Ablesen
bestimmter Werte und deren Deutung anzusiedeln. Die kontextbezogene Interpretation einzelner Ab-
schnitte in der graphischen Darstellung verlangt hingegen einen Transfer auf der Prozessebene. Ebenso
stellt das Erkennen von Phasen hoher und geringer Geschwindigkeit anhand der Steigung des Graphen
einen Transfer auf dieser Ebene dar.

Das Bestimmen von Durchschnittsgeschwindigkeiten mittels Berechnung des Sekantenanstiegs erfor-

dert von den Lernenden einen neuen Transfer. Die graphische Darstellung muss in einen algebraischen
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3.5 Vorstellung der Lerneinheit

Ausdruck iibersetzt werden. Die rechnerische Bestimmung des Sekantenanstieges erfordert eine solche
Ubersetzung auf der Prozessebene.

Anschlielend sollen bestimmte Markierungen aus dem Graphen in die Karte iibertragen werden. Dabei
handelt es sich um eine Ubersetzung der graphischen Darstellung in eine bildliche Beschreibung auf der
Prozessebene, da hier der Verlauf des Graphen dynamisch betrachtet und abschnittsweise gedeutet wird.
AbschlieBend stoft die Lehrkraft eine Diskussion dariiber an, auf welche Art in dem Graphen Ge-
schwindigkeiten zu einem bestimmten Zeitpunkt bestimmt werden konnten. Durch ein fragengeleitetes
Gesprich konnen die Schiiler auf die Idee des Uberganges vom Sekanten- zum Tangentenanstieg zur

Bestimmung der Momentangeschwindigkeit kommen.

Auf die Beobachtungsergebnisse aus der Erprobung dieser Lerneinheit, soll im nachstehenden Kapitel

eingegangen werden.
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Abbildung 12: Weg-Zeit-Graph der Aufgabe 3 in der Lerneinheit.

Zeichne die Punkte A bis H in die Karte cin!

Abbildung 13: Karte mit eingezeichnetem Weg aus der Aufgabe 3.
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4. Erste Ergebnisse aus der Erprobung

Die insgesamt vierstiindige Lerneinheit wurde zweimal mit je zwei Schiilern der achten Klassenstufe
durchgefiihrt. Im Folgenden sollen die Beobachtungen, die wiahrend der Erprobung gemacht wurden,
beschrieben werden. Bei den Schlussfolgerungen aus diesen Beobachtungen handelt es sich ausdriick-
lich nicht um allgemeingiiltige Aussagen, da die Ergebnisse durch die geringe Anzahl an teilnehmenden
Schiilern nicht reprisentativ sind. Vielmehr soll anhand dieser kleinen Fallstudie das didaktische Poten-
tial der Lerneinheit aufgezeigt werden. Zu diesem Zweck bildeten die folgenden Fragen die Beobach-
tungsgrundlage:
o Welche Erkenntnisse zu den funktionalen Zusammenhingen formulieren die Schiiler?

e Unterstlitzt das Erleben der Bewegungssituation den Reprisentationstransfer?

Zur Beantwortung dieser Fragen dienten Videoaufnahmen'” aus der Durchfiihrung der Lerneinheit mit

den Schiilern sowie deren Losungen auf den Arbeitsbléttern.

Durch die Lehrkraft als ,teilnehmenden Beobachter* waren einige Vorteile fiir die spitere Auswertung
der Lerneinheit gegeben. Zum einen konnten auf diese Art die Losungswege und Antworten der Lernen-
den hinterfragt werden. Dadurch wurde ein Einblick in die Gedanken und Aktivititen der Schiiler ge-
wonnen. Das Hinterfragen der Gedankengéinge war insbesondere fiir das Analysieren der Ubersetzungs-
fertigkeiten beim Représentationstransfer von entscheidender Bedeutung. Zum anderen konnten so Dis-
kussionen und Reflexionen iiber bestimmte Sachverhalte angesto3en werden. Dies betraf in erster Linie
die kontextbezogene Interpretation der Graphen, bei der die Lehrkraft immer wieder Impulse gab iiber
die Bedeutung des Kurvenverlaufs im Allgemeinen oder bestimmte Punkte zu reflektieren.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass es sich bei den vier Schiilern, mit denen die Lerneinheit
erprobt wurde, um Nachhilfeschiiler im Fach Mathematik handelt. Unter diesem Gesichtspunkt sind die
folgenden allgemeinen Beobachtungen zu der Lerneinheit zu betrachten:

Die Lernenden arbeiteten {iber vier Stunden konzentriert und voller Forschungseifer mit. Sie betrieben
intensiv mathematische Betrachtungsweisen und trafen dabei (teilweise unerwartet priizise) AuBerungen
zu funktionalen Zusammenhéangen.

Die Schiiler schickten noch eine Woche nach der Erprobung GPS-Aufzeichnungen verschiedenster Ak-
tivitdten per E-Mail an die Lehrkratft.

17 Die Eltern der Kinder bestanden darauf, dass diese Aufnahmen nur zur spiteren Analyse genutzt und nicht
Dritten zur Verfligung gestellt werden.
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4.1 Ergebnisse zu den Beobachtungsschwerpunkten

Zur Beantwortung der Fragen, die die Beobachtungsschwerpunkte fiir die Auswertung der Lerneinheit
bildeten, wurde folgendermaflen vorgegangen. Die Videoaufzeichnungen der Erprobung wurden gesich-
tet und jene Abschnitte markiert, die SchiilerduBerungen zu funktionalen Zusammenhingen oder iiber
ihre Ansdtze zum Représentationstransfer beinhalteten. Eine klare Unterscheidung zwischen den beiden
Aspekten war nicht immer moglich, da sie oftmals miteinander einhergingen. AnschlieBend wurden
ausgewihlte Abschnitte aus den Aufzeichnungen transkribiert, wenn sie zur Beantwortung einer der
Forschungsfragen diente. Zusétzlich wurden die Losungen der Schiiler zu den einzelnen Aufgaben her-

angezogen.

4.1.1 Welche Erkenntnisse zu den funktionalen Zusammenhingen formulieren
die Schiiler?

Ein Ziel der Lerneinheit war, dass die Lernenden die funktionalen Zusammenhinge ihrer Bewegung
selbst entdecken kdnnen. Diese Zielsetzung wurde erfiillt, wie viele Schiilerduflerungen, von denen eini-

ge im Folgenden exemplarisch vorgestellt werden, zeigen.

Bei der Auseinandersetzung mit den Wegpunkten auf der Karte arbeiteten die Schiiler zusammen und
diskutierten dabei dariiber, welche Informationen iiber die Bewegung man aus den Markierungen erhal-
ten kann. Dabei kam es zu diesem Wortwechsel:

L: ., Na was sind denn diese Stecknadeln auf der Karte?

S1: ,Da, da waren wir. Also da sind wir lang gelaufen. Da wurde dann so ein
Ding gesetzt.

L: LAha! “

S2: ,,Das ist wie bei 'Hdinsel und Gretel' mit den Brotkriimeln. Damit die Eltern

wissen, wo sie langgelaufen sind.
L: ., Was haben wir denn anders gemacht als Héinsel und Gretel? *

S2: ,, Wir haben keine Brotkriimel geworfen!?“ (Die Schiiler lachen. Es folgt eine
kurze Phase, in der die Schiiler Witze machen.)

S1: (Der Schiiler sucht den Arbeitsauftrag fiir den Weg heraus und lieBt ihn sich
nochmal durch) ,,Na bei uns war das doch so eingestellt, dass genau jede

Minute eine Wegpunktmarkierung gemacht wurde.

S2: ,,Jo. Hdtten Hdinsel und Gretel das auch so gemacht, hdtten die Eltern auch

gewusst, ob die Kinder irgendwo weggerannt sind oder Pause gemacht

haben. “
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Hier erkennen die Schiiler als erstes, dass die Markierungen entlang des Weges verteilt sind. Erst nach
dem Lesen des Arbeitsauftrags fiir den Weg verstehen sie, dass die Punkte in gleichen zeitlichen Ab-
stdnden gesetzt wurden und damit die unterschiedlichen Abstinde zwischen ihnen durch verschiedene
Geschwindigkeiten zuriickzufiihren sind. Darauthin notiert einer der beiden Schiiler, die in Abbildung
14 gezeigte Antwort.

Der Schiiler erklart hier sowohl, dass aus dem Abstand der Wegpunkte auf die Geschwindigkeit ge-
schlussfolgert werden kann als auch, dass es sich um eine zeitabhéngige Grofle handelt. Er beschreibt
die funktionale Abhingigkeit der Streckenldngen von der Geschwindigkeit in dem jeweiligen Zeitab-
schnitt. Ahnliche Ergebnisse fanden sich auch bei den anderen Schiilern, wobei nicht alle darauf eingin-
gen, dass die Wegpunkte in einem zeitlich konstantem Abstand gesetzt wurden.

Lo ochnel wic wnvon. Sod die nid, b3 ol andy by en fangs
3 v 4L * P
ads el r{,-r‘f‘ Rem Abolamd . fﬁ' va oYL pam Wil @n mm e

el ﬂwﬂé .l’:fd’

Ll Wy aiitin toiangn evir #J.acr{ dre co DF Monulon T

Abbildung 14: Schiilerantwort zu der Frage: ,, Welche Informationen dariiber, wie wir uns bewegt ha-
ben, kannst du aus den Wegpunkten ablesen? *

Das anschlielende Skizzieren des Weg-Zeit-Graphen bereitete den Lernenden unerwarteter Weise keine
Schwierigkeiten. Lediglich ein Schiiler benétigte die Hilfestellung der Lehrkraft als Losungsansatz fiir
diese Aufgabe. Ein Schiiler erkldrte seinem Mitschiiler dabei:

., Hier hast du ja immer die unterschiedlichen Abstinde. (Zeigt dem Mitschiiler die
Wegpunktmarkierungen in der App und zeigt durch eine Geste mit den Fingern, dass er
den rdumlichen Abstand zwischen den Wegpunkten auf der Karte meint.) Jede Minute
kommt ein so'n Stiick dazu. Also wird der zuriickgelegte Weg immer mehr. Das muss

“«

also so (Geste mit der Hand, dass etwas steigt.) nach oben gehen.

Der Lernende erldutert hier die Monotonie des Graphen noch bevor er ihn gezeichnet hat. Er scheint
also durch die Auseinandersetzung mit den Wegpunkten bereits eine Idee zum Anderungsverhalten der
Strecke mit der Zeit entwickelt zu haben. Er skizziert im Anschluss den Graphen in Abbildung 15. Da-
bei ist ihm auch bewusst, dass sich die Geschwindigkeit durch den Anstieg des Graphen darstellen lésst.
Es konnte beobachtet werden, dass der Schiiler den Graphen zuerst richtig skizzierte. Dann verunsicher-
te ihn, dass er im Gegensatz zu seinem Mitschiiler nicht den gesamten Platz genutzt hat und verlédngerte
den letzten Abschnitt. Dabei schien er nicht weiter dariiber zu reflektieren, was die Verldngerung bedeu-
tet. Im spéteren Vergleich mit dem quantitativen Weg-Zeit-Graphen erkannte er jedoch seinen Fehler.
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Zuriickgelegte Strecke
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Abbildung 15: Losung eines Schiilers zu der Aufgabe , Skizziere aus deinen Uberlegungen, wie der
Weg-Zeit-Graph aussehen konnte. . Die rote Linie zeigt das urspriingliche Ende des Kurvenverlaufs,
bevor der Schiiler diesen aus Verunsicherung verlingerte.

Bei der quantitativen Auswertung der Messung konnten keine AuBerungen wahrgenommen werden, in
denen die Lernenden Aussagen iiber neue Erkenntnisse zu den funktionalen Zusammenhingen formu-
lierten. Erst bei der anschlieBenden Diskussion iiber die Darstellungsformen finden sich AuBerungen
zur funktionalen Abhingigkeit der Strecke von der Zeit. Auf die Frage, was in den Représentationsfor-

men Tabelle und Graph besonders gut zu erkennen ist, antwortete ein Schiiler:

,Dass der Weg aus mehreren Teilstiicken zusammengesetzt ist, die meistens unter-
schiedlich lang sind. Aber in Wirklichkeit ist das doch gar nicht so, oder? (Der Schiiler
schaut zu der Lehrkraft) Wir sind ja nicht eine Minute genau so schnell gelaufen und in
der ndchsten anders. (Lingere Pause. Der Schiiler betrachtet Graphen) Also eigentlich
diirften wir da keine Linie ziehen, weil wir nicht wissen was zwischen den Punkten los

“«“

ist.

Der Schiiler erkennt hier, dass durch den groflen zeitlichen Abstand der Messpunkte von einer Minute
die graphische Darstellung idealisiert wird. Er formuliert sogar, welche Idealisierung vorgenommen
wird. Er deutet hier den funktionalen Zusammenhang zwischen den GroBen Strecke und Geschwindig-
keit und schliefit aus dem abschnittsweise linearen Verlauf auf die Idealisierung konstanter Geschwin-

digkeit zwischen zwei Punkten.

Bei der qualitativen Analyse des Geschwindigkeit-Zeit-Graphen im Gespréch trafen die Lernenden, wie
erwartet, Aussagen iiber die Bedeutung der lokalen Extremstellen. So erkannten sie, dass die lokalen
Hochpunkte im Kurvenverlauf die Stellen sind, in deren Umgebung kein Punkt eine héhere Geschwin-
digkeit anzeigt. Des Weiteren identifizierten sie den Anstieg als Beschleunigen und Bremsen und unter-
schieden auch zwischen starker und schwacher Beschleunigung. Sie trafen also sowohl Aussagen iiber
die Anderung der Geschwindigkeit, als auch iiber die Qualitit dieser Anderung. Die Schiiler hatten je-
doch Schwierigkeiten dabei ihre Einsichten sprachlich zu verdeutlichen. So zeigten sich beispielsweise
gedankliche Hiirden beim Treffen von Aussagen, die die Abnahme der Beschleunigung betrafen. So

verwirrte es die Schiiler oftmals, dass eine Abnahme der Geschwindigkeitsdnderung (also die Abnahme
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4.1 Ergebnisse zu den Beobachtungsschwerpunkten

der Beschleunigung) eine Geschwindigkeitszunahme bedeuten kann. Diese gegensinnige Orientierung
von Anderung des Bestandes und Qualitiit dieser Verinderung und die damit verbundenen Schwierig-
keiten zeigten sich auch schon in den Untersuchungen von Steffen Hahn und Susanne Prediger
(Hahn/Prediger 2008). Hilfreich war jedoch, dass den Lernenden fiir die negative Beschleunigung der
Begriff ,,Bremsen” aus dem alltdglichen Sprachgebrauch zur Verfiigung stand. Es wurde in der
Diskussion mit den Schiilern sehr deutlich, wie wichtig eine detaillierte Auseinandersetzung mit dem
Anderungsverhalten fiir das Erlangen eines mathematischen Versténdnisses iiber den Kurvenverlauf ist.

Die Lernenden trafen auch Aussagen iiber die Qualitit der Anderung an den Extremstellen. Sie schluss-
folgerten aus dem Wechsel zwischen Beschleunigen und Bremsen an diesen Stellen, dass fiir einen Au-
genblick keine Anderung stattfindet. Uber die Bedeutung der Wendepunkte als Stellen, an denen die
Qualitit der Anderung zwischen gleich- und gegensinnig wechselt, konnte mit den Lernenden nicht dis-
kutiert werden, da solch ein Punkt in dem Geschwindigkeit-Zeit-Graphen nicht eindeutig erkennbar

war.

Im letzten Abschnitt der Lerneinheit sollten die Schiiler ihre gewonnenen Erkenntnisse iiber die funktio-
nalen Zusammenhénge in einer neuen Situation anwenden. Die Losung der Aufgabe gelang allen Schii-
lern. Uberraschend war, dass ein Schiiler im Vorfeld der Bearbeitung der Aufgaben anhand des vorgege-
benen Weg-Zeit-Graphen einen Geschwindigkeit-Zeit-Graphen skizzierte. Da er aus dem Verlauf des

«l8

Graphen auf den des ,,Ableitungsgraphen®'® schloss, hat er laut Analyse nach dem ,,Haus des funktiona-
len Denkens® an dieser Stelle seine Erkenntnisse iiber den funktionalen Zusammenhang zwischen Stre-
cke und Geschwindigkeit fiir einen Ubergang auf der Objektebene genutzt. Das Ergebnis dieser Trans-
ferleistung ist in Abbildung 16 zu sehen. Dass er den Kurvenverlauf der zeitlichen Anderung des Be-
standes (also der Strecke) tatsdchlich verstanden hat, zeigt sich auch darin, dass die Markierungen A bis
H in die neue Darstellung iibertragen wurden und an seinen AuBerungen in der anschlieBenden Diskuss-

ion der Ergebnisse:

,Ich hab hier immer geguckt, wie steil es ist. Dann weifs ich ja ob das schneller oder
langsamer wird. Hier wo es so ruckelig aussieht (Der Schiiler zeigt auf den Abschnitt
B-C.), geht’s dann immer schnell, langsam, schnell, langsam. Das kann also nur die
Straffenbahn sein. Hier (Der Schiiler deutet auf den Abschnitt D-E.) ist die Beschleuni-
gung sehr grof, das ist dann also die S-Bahn, danach auch. Und das danach (Der
Schiiler zeigt auf den letzten und danach auf den Abschnitt A-B.) kennt man ja schon

vom Anfang.

Bis auf die Verwechslung der Begriffe Geschwindigkeit und Beschleunigung beschreibt der Lernende
hier sehr detailliert und fachlich richtig den Zusammenhang zwischen dem Verlauf des Weg-Zeit- und
der Form seines Geschwindigkeit-Zeit-Graphen. Dabei nutzt er nicht nur mathematische Erkenntnisse
sondern auch Riickbeziige zur beschriebenen Situation. Darum soll auf diese Losung des Schiilers im

nichsten Kapitel noch einmal eingegangen werden.

18 Das Wort Ableitungsgraph ist hier in Anfiihrungszeichen gesetzt, da es strittig ist, ob es sich hierbei tatsachlich
um graphisches Differenzieren handelt oder der Schiiler den Graphen mit Riickbezug zur realen Situation skiz-
ziert hat.
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Abbildung 16: Von einem Schiiler angefertigte Skizze eines Geschwindigkeit-Zeit-Graphen zu dem Weg-
Zeit-Graphen in Aufgabe 3.

4.1.2 Unterstiitzt das Erleben der Bewegungssituation den

Reprisentationstransfer?

Durch den experimentellen Zugang erhielten die Lernenden die Moglichkeit mehrere Bewegungssitua-
tionen bewusst korperlich zu erfahren und zusitzlich durch die simultane Entstehung eines Geschwin-
digkeit-Zeit-Graphen eine direkte Riickmeldung zu ihrer Bewegung zu erhalten. In der spéteren Aus-
wertung und bei der Erkundung funktionaler Zusammenhéinge konnten die Schiiler auf diese Erfahrun-
gen zuriickgreifen. Dass dieser direkte Riickbezug den Transfer zwischen den Darstellungen und insbe-
sondere die Interpretation der Graphen unterstiitzt hat, soll in den nachfolgenden Beispielen verdeutlicht

werden.

Zuniéchst soll hier noch einmal auf den in Abbildung 16 gezeigten Transfer zwischen zwei Graphen und
auf die Aussagen des Schiilers eingegangen werden. Seine Erlduterungen legen die Vermutung nah, dass
der Schiiler nicht rein graphisch differenziert hat, sondern auch Erfahrungen aus der erlebten Situation
und aus der Entstehung des Geschwindigkeit-Zeit-Graphen in der App zur Erstellung seines Graphen
genutzt hat. Zum einen nimmt er in seiner Erkldrung, wie er den Graphen skizziert hat, immer wieder
Bezug zu der beschriebenen Situation. Er hat also den Weg-Zeit-Graphen zumindest abschnittsweise
vor oder wihrend des Skizzierens interpretiert. Zum anderen weisen einige Feinheiten in seinem Gra-
phen darauf hin, dass er die Entstehung des Geschwindigkeit-Zeit-Graphen bei der selbst erlebten ,,Rei-
se* dabei in Erinnerung hatte. So ist in dem Weg-Zeit-Graphen auf den Abschnitten D-E, F-G und G-H
eine Bewegungen mit nahezu konstanter Geschwindigkeit dargestellt. Trotzdem zeichnet der Schiiler
die Geschwindigkeitsdnderung, die er bei der S-Bahn-Fahrt selbst auf dem Bildschirm beobachten
konnte. Auch bei den Phasen, die den Fulweg beschreiben, skizziert er den Graphen so wie ihn die App
darstellen wiirde. Da er (bis auf den bereits erwéhnten kleinen Fehler) den funktionalen Zusammenhang
richtig beschreibt, kann davon ausgegangen werden, dass der Bezug zur erlebten Situation den Uber-
gang zwischen den Darstellungen unterstiitzt. Dies schmélert in keinster Weise die Leistung des Lernen-
den. Da er zusitzlich zum Darstellungstransfer den Graphenverlauf situationsbezogen interpretiert, ver-
langt sein Losungsweg viel komplexere Uberlegungen als das sture Anwenden einer Vorschrift zum
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graphischen Differenzieren.

Die Schiiler griffen die Erfahrungen aus der selbst erlebten ,,Reise® generell sehr haufig auf. So hat bei-
spielsweise bei der Auswertung des Weges kein Schiiler das schriftliche Protokoll genutzt. Stattdessen
rekonstruierten sie den Ablauf aus dem Gedichtnis und verglichen diese Erinnerung mit den verschie-
denen Darstellungen. Insbesondere bei der Interpretation des Geschwindigkeit-Zeit-Graphen wurde
deutlich, dass die Schiiler von der direkten Entstehung des Graphen wihrend der Bewegung profitieren.

So sagte ein Schiiler:

,, Wir haben gesehen, dass die Linie ganz schnell nach oben ging und dann gleich wie-
der runter. Der S-Bahn-Fahrer ist also nie auf einer Geschwindigkeit gefahren, son-
dern ist immer schneller geworden und hat dann am hochsten Punkt gleich wieder auf

die Bremse gedriickt.

Der Schiiler erklért hier die Bedeutung des Hochpunktes, indem er seine Entstehung im Graphen wéh-
rend der Fahrt beschreibt. Der Transfer zwischen der graphischen Darstellung und der verbalen Be-
schreibung wird hier also durch die direkte Riickmeldung in der App gefordert. Ein anderer Schiiler be-
schreibt die Abnahme und Zunahme des Anstiegs im Graphen wéhrend der S-Bahn-Fahrt folgenderma-
Ben:

, Dass der Fahrer am Anfang schnell beschleunigt hat, hat man ja beim Stehen in der
Bahn gemerkt. Genauso beim Bremsen kurz vorm Bahnhof, wenn man gegen die ande-

ren Leute gerempelt ist.

Hier beschreibt der Lernende seine korperliche Erfahrung direkt und schlieft dadurch auf die Qualitét
des Anderungsverhaltens im Geschwindigkeit-Zeit-Graphen. Er erklirt hier, dass bei der Fahrt zwi-
schen zwei Stationen die Anderung der Geschwindigkeit zu Beginn und zum Ende hin am stirksten ist.
Erklarungen dieser Art konnten bei allen Schiilern wahrend der Diskussion beobachtet werden. Die kor-
perliche Erfahrung und das Erleben der funktionalen Zusammenhinge sowie die direkte Riickmeldung
durch den Graphen unterstiitzen die Schiiler also zumindest bei der Ubersetzung graphischer Darstel-
lungen in verbale Beschreibungen und bei dem Transfer von einem Graphen in einen anderen. Ob auch
bei den anderen Darstellungswechseln diese Aspekte des experimentellen Zugangs einen positiven Ein-
fluss auf die Ubersetzungsfertigkeiten der Lernenden haben, konnte bei dieser Beobachtung nicht fest-
gestellt werden.

4.2  Auseinandersetzung mit der Darstellung von Wegpunktmarkierungen in
der Karte

Wie bereits in der Vorstellung der Lerneinheit angesprochen, nahm die Darstellung von Wegpunktmar-
kierungen eine Sonderstellung gegeniiber den anderen Reprisentationsformen ein. Auf die Besonderhei-
ten und die damit verbundenen Konsequenzen fiir eine zukiinftige Verwendung dieser Darstellungs-
form, soll im Folgenden eingegangen werden.

Die erste Erprobung mit Schiilern hat bereits gezeigt, dass die Darstellung von Bewegungssituationen
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iiber Wegpunktmarkierungen eine neue Moglichkeit bietet den funktionalen Zusammenhang zwischen
den GroBlen Zeit, Strecke und Geschwindigkeit fiir die Schiiler anschaulich zu machen. Sie ermoglicht
das Erfassen aller drei Groflen mit einem Blick: Die einzelnen Wegpunkte markieren konkrete Zeit-
punkte, wihrend der Abstand zweier Markierungen eine Strecke in der Karte begrenzt und der Ver-
gleich von Abstinden auf die Geschwindigkeit schlieBen lasst. Da das ,,Lesen dieser Reprisentations-
form von den Schiilern stets eine Betrachtung mit Hinblick auf Verdnderung und Bewegung verlangt,
wird durch die Auseinandersetzung mit ihr kinematisch-funktionales Denken gefordert. Dariiber hinaus
stellt der Umgang mit dieser Darstellung, wie in Kapitel 3.5.3 erldutert, immer auch eine Transferleis-
tung dar. Diese Darstellung kann somit sehr gewinnbringend in Aufgabenstellungen zum funktionalen
Zusammenhang kinematischer Vorgéinge verwendet werden. Dabei kann sie, wie in der Lerneinheit um-
gesetzt, als Bindeglied zwischen der Beschreibung einer Situation und deren Darstellung im Graphen
eingesetzt werden. Dies kann den Schiilern den Ubergang zu der abstrakten Darstellungsform Graph er-
leichtern. In der Lerneinheit zeigte sich dies darin, dass die Lernende nahezu problemlos den Verlauf
des Weg-Zeit-Graphen anhand der Darstellung von Wegpunkten skizzieren konnten.

Eine Verwendung dieser Darstellung losgelost von Betrachtungen der dazugehdrigen Graphen sollte
vermieden werden. Die gleichzeitige Veranschaulichung von Karte und funktionaler Abhéngigkeit kann
die Neigung zu Fehlinterpretationen von Graphen verstiarken. Der Graph-als-Bild-Fehler beruht darauf,
dass die Schiiler den Graphen als quasi-fotographische Abbildung deuten. Eine unreflektierte Verwen-
dung der Wegpunktmarkierungen in der Karte kann genau diese Fehlinterpretation provozieren. Hinge-
gen kann eine intensive Auseinandersetzung mit den Unterschieden von Wegpunktmarkierungen und

Graphen dieser Fehlvorstellung entgegenwirken.

4.3 Nachtest

Einen Monat nach Durchfiihrung der Lerneinheit wurden zwei Schiiler gebeten ihren Schulweg schrift-
lich zu beschreiben und die dazugehdrigen Graphen zu zeichnen. Diese Aufgabe wurde urspriinglich fiir
die Verwendung in der Lerneinheit konzipiert, dann aber aus Zeitgriinden gestrichen. Die Arbeitsblétter
fiir die Schiiler sind in Anhang 4 zu finden. Ziel war es herauszufinden, ob die Lernenden die Erkennt-
nisse zu funktionalen Zusammenhéngen in graphischen Darstellungen verinnerlicht haben und einige
Wochen nach dem Erlernen reproduzieren kdnnen. Die Losung der Aufgabe war bei beiden Schiilern
von dhnlicher Qualitit, weshalb hier in Abbildung 17 nur eine Schiilerantwort gezeigt wird.

Man konnte beobachten, dass die Lernenden einen Moment brauchten, sich daran zu erinnern, was sie
in der Lerneinheit gelernt hatten. Das Skizzieren der Graphen anhand ihrer Beschreibung bewiltigten
sie dann aber ohne Schwierigkeiten. Die Abhédngigkeit der GroBen wurde in den Graphen richtig darge-
stellt und auch der Zusammenhang zwischen Weg-Zeit- und Geschwindigkeit-Zeit-Graphen scheint ver-
innerlicht worden zu sein.

Auch wenn aus der Losung zweier Schiiler keine allgemeingiiltigen Aussagen gezogen werden kénnen,
entsteht hier doch der Eindruck, dass durch die Lerneinheit das kinematisch-funktionale Denken der

Schiiler nachhaltig gefordert werden konnte.
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Abbildung 17: Lésung eines Schiilers zu der Aufgabe: , Beschreibe in Worten deinen Schulweg und

skizziere die dazugehorigen Graphen. “ ungefihr 4 Wochen nach der Lerneinheit.
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5. Ansitze zur Umsetzung und Erweiterung der Lerneinheit

Aus der ersten Erprobung der Lerneinheit mit Schiilern wurde ersichtlich, dass diese Art der Auseinan-
dersetzung mit kinematischen Vorgingen tiefgreifende mathematische Kenntnisse zu funktionalen Zu-
sammenhdngen und Fertigkeiten im Transfer zwischen den Darstellungsformen schult. Die Moglichkeit
eines solchen experimentellen Zugangs und der qualitativ-inhaltlichen Auseinandersetzung mit funktio-
naler Abhéngigkeit ist somit fiir den Mathematikunterricht von gro3em Interesse.

Im folgenden Kapitel soll gezeigt werden, wie die hier beschriebene Lerneinheit auch im Unterricht
umgesetzt werden kann. AuBlerdem werden Ideen zu Aufgaben zur Fortsetzung der Lerneinheit im Un-
terricht der Sekundarstufe I vorgestellt.

Die Aufzeichnung von GPS-Daten bietet zudem die Moglichkeit die Thematik auf eine quantitative
Auswertung und auf Betrachtungen zur Modellbildung auszuweiten. Auf einige Ideen dazu soll in Ka-
pitel 5.2 kurz eingegangen werden.

5.1 Umsetzung der Lerneinheit im Mathematikunterricht der
Sekundarstufe I

Eine Umsetzung der Lerneinheit im Unterricht verlangt zunéchst von der Lehrkraft zeitaufwendige Vor-
bereitungen. So muss eine geeignete Strecke mit mindestens zwei verschiedenen Verkehrsmitteln und
einem ausreichend langem FuBweg gesucht werden. Die Lehrkraft muss diese Strecke mit der App ,,My
Tracks* aufzeichnen und die Darstellungen fiir den Unterricht aufarbeiten. Fiir die Erstellung einer wei-
teren Aufgabe zur Anwendung des Gelernten auf eine dhnliche Situation ist wieder eine geeignete Stre-
cke zu suchen und aufzuzeichnen. Die Darstellungsformen sind wie auf dem Arbeitsblatt der Aufgabe 3
(Anhang 3) aufzuarbeiten.

Voraussetzung fiir die Umsetzung im Unterricht ist auch, dass ausreichend Schiiler ein Smartphone mit
dem Android-Betriebssystem besitzen. Die Schiilergruppen sind also so zu wihlen, dass in einer Gruppe
von beispielsweise sechs Lernenden mindestens zwei ein solches Smartphone besitzen.

Die mogliche Umsetzung der Lerneinheit in einer Unterrichtsequenz ist in der nachstehenden Tabelle
gezeigt. Fiir Einzelheiten zu den Inhalten der Unterrichtsgespridche und zu Formulierung der Aufgaben-
stellungen sei auf Kapitel 3.5 und den Anhang 3 verwiesen.

Die Tatsache, dass mehrere Schiiler den gleichen Weg aufzeichnen und sich dadurch unterschiedliche
Graphen und Wegpunktmarkierungen ergeben (unterschiedliches Tempo, unterschiedliche Wartezeiten),
kann gewinnbringend in die Diskussion iiber die funktionalen Zusammenhinge eingebunden werden,
da durch den Vergleich unterschiedlicher Aufzeichnungen die funktionale Abhéngigkeit der GroB3en ver-
deutlicht werden kann.
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5.1 Umsetzung der Lerneinheit im Mathematikunterricht der
Sekundarstufe I

Stundeninhalt / Hausaufgaben

Umsetzung

1. Stunde: Einstiegsaufgabe

Hausaufgabe: Aufzeichnung des
Weges

2. und 3. Stunde: Auswertung
des Weges (Aufgabe 2a)

Hausaufgabe: Auswertung des
Weges (Aufgabe 2b)

Schiiler 16sen Aufgabe in Einzelarbeit.

Vorstellung der Ergebnisse und Unterrichtsgespriach zum ,,Riick-
wirtsfahren® der Reise.

Erklarung der Bedienung und der Einstellungen der App.
Einteilung der Gruppen fiir die Hausaufgabe.

Schiiler haben eine Woche Zeit, den Weg aus der ersten Aufgabe in
umgekehrter Richtung zu fahren.

Arbeitsauftrige:

e Schiiler mit Smartphone werden in zwei Gruppen geteilt:
Erste Gruppe erstellt v-t-Graphen wahrend der Aufzeich-
nung. Zweite Gruppe nimmt wihrend der Fahrt Wegpunkt-
markierungen auf.

e Schiiler ohne Smartphone fahren die Strecke und erstellen
dabei ein schriftliches Bewegungsprotokoll.

Einteilung der Schiiler in Kleingruppen, so dass von jedem Arbeits-
auftrag (v-t-Graph, Wegpunktmarkierungen, Bewegungsprotokoll)
mindestens ein Schiiler in jeder Gruppe ist.

Erarbeitung der qualitativen Auswertung in den Kleingruppen.

Prasentation der Ergebnisse und Diskussion iiber die funktionalen
Zusammenhinge im Unterrichtsgesprach.

Dazu muss in jeder Gruppe die Aufzeichnung der Wegpunktmarie-
rungen fur alle Schiiler zur Verfiigung gestellt werden. Entweder
durch Ubertragen des Tracks auf die anderen Smartphones oder da-
durch, dass Mitschiiler die ersten zwei Spalten der Tabelle (Aufga-
be 2b, Anhang 3) ausfiillt und an die Mitschiiler sendet.

Alle Schiiler erstellen (bzw. vervollstindigen) die Tabelle und er-
stellen einen s-t-Graphen.

4. Stunde: Besprechung der
Hausaufgabe, Anwendung des
Gelernten auf eine dhnliche Si-
tuation (Aufgabe 3)

Prisentation der Ergebnisse der Hausaufgabe.

Unterrichtsdiskussion iiber den Zusammenhang zwischen Ge-
schwindigkeit-Zeit- und Weg-Zeit-Graph. Unterrichtsgespréch tiber
die markanten Punkte und den Kurvenverlauf des v-t-Graphen.

Schiiler bearbeiten die Aufgabe 3 in Einzelarbeit.

Unterrichtsgesprach zur Auswertung der Aufgabe und Gesprich
iber den Ubergang von der Durchschnitts- zur Momentange-
schwindigkeit

Tabelle 1: Moglicher Ablauf einer Unterrichtsequenz auf Grundlage der Lerneinheit.
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5. Ansitze zur Umsetzung und Erweiterung der Lerneinheit

An dieser Stelle sollen einige Ideen zu Aufgaben vorgestellt werden, die ebenfalls im Unterricht um-
setzbar sind.

Die Schiiler konnen ihren Schulweg mit der App aufzeichnen und den entsprechenden Weg-Zeit-Gra-
phen erstellen. Dafiir kommen mehrere Moglichkeiten in Frage, aus denen die Lehrkraft fiir die Formu-
lierung des Arbeitsauftrags wéhlen kann: Entweder sollen die Schiiler den Graphen qualitativ skizzie-
ren, ihn aus den Wegpunkten erstellen oder auf einer Internetseite zur Auswertung von GPS-Datensit-
zen erstellen lassen. Aus den Ergebnissen aller Schiiler kann anschlieBend von der Lehrkraft ein Memo-
ry-Spiel erstellt werden, in dem die jeweils zusammengehorigen Weg-Zeit- und Geschwindigkeit-Zeit-
Graphen gefunden werden miissen. Dieses Graphen-Memory eignet sich zum Einsatz im Unterricht als
Partnerarbeit.

Eine weitere Idee fiir eine Aufgabenstellung wurde bereits im Vorfeld dieser Arbeit in einem Vortrag
zum Thema ,,Experimentieren im Mathematikunterricht* als Aufgabe flir Studenten verwendet. Diese
Aufgabe ist in Abbildung 18 gezeigt. Die Studenten sollten mit Hilfe des Graphen herausfinden wo der
Startpunkt der ,,Reise* war. Eine solche Aufgabenstellung ist auch fiir die Verwendung im Unterricht
denkbar. Sie animiert dazu Vermutungen aufzustellen und zu iiberpriifen. Dabei wird ein permanenter
Wechsel zwischen den Darstellungsformen Graph und Beschreibung gefordert.

Mein Weg sur Uni in A'Hof

WVersucht maglichst viele Informationen iiber meinen Weg aus dem Graphen zu gewinnen. Kdnnt ihr erraten™ wo
ich gestartet bin?

Entfermung in km

BT
(E
LI

LRI Illll

475

r
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2 2 o o e a % %

Uy, o, i, Ty, Ty Ty,
Uhrzait [hh:mm:ss)

Abbildung 18: Aufgabe fiir Studenten bei einem Vortrag zum Thema ,, Experimentieren im Mathematik-
unterricht .

Ahnlich zu der Darstellungsform der Wegpunktmarkierungen in der Karte kénnen Stroboskopaufnah-
men zur qualitativen Untersuchung funktionaler Zusammenhéinge im Unterricht eingesetzt werden. So
konnen die Lernenden aus solchen Aufnahmen von einem Ball im freien Fall oder dem waagerechten
Waurf die funktionalen Zusammenhénge der Groflen Hohe, Geschwindigkeit und (Erd-) Beschleunigung

qualitativ erarbeiten und die entsprechenden Graphen skizzieren.
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5.2 Ideen zur Erweiterung der Lerneinheit in der
Sekundarstufe 11

5.2 Ideen zur Erweiterung der Lerneinheit in der Sekundarstufe 11

In der Sekundarstufe II kann die Aufzeichnung von Wegen ebenfalls in den Mathematikunterricht ein-
gebunden werden. Dabei konnen dann quantitative Betrachtungen und die Modellbildung im Vorder-
grund stehen. Meist miissen hierfiir die Rohdaten einer Aufzeichnung in ein Tabellenkalkulationspro-
gramm iibertragen werden. Eine kurze Anleitung dazu findet sich im Anhang 2.

Eine Aufgabe, die den Lernenden einen Einblick in das Wesen von Idealisierungen ermoglicht, ist mit
der App einfach zu realisieren: Mehrere Schiiler sollen den gleichen Weg aufzeichnen. Bei jedem Ler-
nenden wird jedoch zuvor in den Einstellungen der App ein anderer zeitlicher Abstand der Messpunkte
festgelegt. So betragen die Zeitabstéinde beispielsweise 2 Sekunden, 10 Sekunden, 30 Sekunden und
eine Minute. Durch den Vergleich der unterschiedlichen Weg-Zeit-Graphen kénnen die Schiiler selbst
erarbeiten, dass bei idealisierten Weg-Zeit-Graphen zwischen zwei Messpunkten eine konstante Ge-
schwindigkeit angenommen wird. Im néchsten Schritt kénnen die Lernenden einen Graphen dann selbst
idealisieren. Dazu wird ein GPS-Datensatz in das Tabellenkalkulationsprogramm geladen und anschlie-
Bend mittels linearer Regression abschnittsweise bearbeitet (Engel 2010: 2211t.).

Einen weiteren Ansatzpunkt fiir die Auseinandersetzung mit den aufgezeichneten GPS-Datensétzen lie-
fert die Darstellung des Geschwindigkeit-Zeit-Graphen in der App. Wie bereits in Kapitel 3.3 erlautert
nimmt das Programm hierbei eine Glittung der Daten vor. Diese kann von den Schiilern nachvollzogen
werden, indem die ausgelesenen Rohdaten der Geschwindigkeit durch gleitende Mittelwerte (Engel
2010: 314t.) ebenfalls geglittet und mit der Anzeige in der App verglichen werden.

Weitere Ideen zu der Auswertung von GPS-Daten finden sich in den Verdffentlichungen von Wolfgang
Riemer und auf seiner Internetseite (Riemer 2009; Riemer 2011; Riemer o.J).

Auch in der Sekundarstufe II kénnen Stroboskopaufnahmen zur qualitativen und quantitativen Be-
schreibung von funktionalen Zusammenhéngen genutzt werden. Voraussetzung fiir Berechnungen mit
den Stroboskopbildern ist, dass diese vor einem entsprechenden Hintergrund, also einer Léngenskala
aufgenommen wurden. So konnen die Schiiler beispielsweise aus der Stroboskopaufnahme des freien

Falls von einem Ball die Beschleunigung durch die Erdanziehung ermitteln.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

6. Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der Arbeit war es einen Weg aufzuzeigen, kinematisch-funktionales Denken mit dem Fokus auf
Darstellungswechsel bei der Behandlung funktionaler Zusammenhéange zu fordern. Die aus dieser Ziel-
setzung entstandene Lerneinheit bietet einen experimentellen Zugang zu der Thematik der funktionalen
Abhingigkeit, bei der qualitative Betrachtungsweisen im Vordergrund stehen.

Die Ergebnisse aus den Beobachtungen der Erprobung lassen die Schlussfolgerung zu, dass die direkte
Riickmeldung in Form eines simultan entstehenden Graphen und die Erfahrung einer Bewegungssituati-
on den Représentationstransfer bei der Auseinandersetzung mit den funktionalen Zusammenhéngen die-
ser Bewegung stiitzen. Mit einem Nachtest wurde gezeigt, dass die Lernenden auch einige Wochen nach
der Lerneinheit die funktionale Abhingigkeit der Grofen Zeit, Strecke und Geschwindigkeit einer Be-
wegungssituation in entsprechenden Graphen richtig darstellen konnen. Die Lerneinheit scheint somit
nachhaltig kinematisch-funktionales Denken zu fordern. Die Schiilerbeschreibungen markanter Punkte
im Kurvenverlauf und der Bedeutung des Anstiegs in Graphen zeigen, dass die Lerneinheit auch einen

propédeutischen Zugang zur Differentialrechnung bietet.

Diese ersten Schlussfolgerungen stellen einen Ausgangspunkt fiir weitere Forschungsfragen dar. So ist
es beispielsweise von Interesse den Einfluss der direkten korperlichen Erfahrung auf das funktionale
Denken genauer zu untersuchen. Der Aspekt der direkten Riickmeldung bietet ebenfalls Anlass zu wei-
terfiihrenden Forschungen. Die wihrend der Auseinandersetzung mit Fehlinterpretationen graphischer
Darstellungen aufgestellte Vermutung, dass zwischen der Vorstellungen von Schiilern zum Funktions-
begriff und den Schwierigkeiten bei der Interpretation kontextbezogener graphischer Darstellungen ein
Zusammenhang besteht, bietet Anlass zu einer genaueren Untersuchung.

Auch eine mogliche Weiterentwicklung der Lerneinheit ist denkbar. So kann eine computergestiitzte
Lernumgebung mit GPS-Daten diese Lerneinheit weiterfithren. Eine Realisierung, die den experimen-
tellen Zugang mit interaktiven Visualisierungen zur qualitativen Betrachtung der Kurvenverldufe ver-
bindet, wiirde neue Moglichkeiten zur Auseinandersetzung mit den Daten erdffnen. Bei einer moglichen
Erweiterung der Lerneinheit auf die Sekundarstufe II steht die quantitative Betrachtung und die Model-

lierung mit experimentell gewonnenen Daten im Vordergrund.
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Anhang 1

Glattung eines Geschwindigkeit-Zeit-Graphen mittels gleitender Mittelwerte und
Vergleich mit der Darstellung in der App ,,My Tracks*

Die Abbildung zeigt als erstes den Geschwindigkeit-Zeit-Graphen, der aus den Rohdaten erstellt wurde.
In den darauffolgenden Abbildungen wurde mit zunehmender Fenstergrofie gleitend gemittelt. Die
FenstergroBe N gibt an, wieviele der Werte aus der Umgebung eines Punktes, die in die
Mittelwertsrechnung eingingen. Der Datensatz umfasste insgesamt 1040 Messpunkte. Man erkennt, wie
sich der Graph durch die Gléttung verdndert. Bei einer Glattung mit N=30 und N=50 kann eine grof3e
Ahnlichkeit zu dem Graphenverlauf in der App festgestellt werden. Die Vermutung liegt nah, dass in
dem Algorithmus der App zum Glétten des Graphen iiber eine dhnliche Anzahl an Messpunkten
gemittelt wird. AuBerdem wird deutlich, dass es sich tatsdchlich um die sehr simple Methode der

Mittelwertbildung und um kein aufwendigeres, genaueres Verfahren zur Glittung handeln kann.
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Anhang 2

Ubertragen von GPS-Daten in Tabellenkalkulationsprogramme

1.

2.

3.
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Speichern des Tracks im Format ,,.csv*.

Ubertragen der Datei auf den Computer.

Offnen der Datei.

Als KML speichern

i~

Als CSV speichern

Als TC seichern

Ordner E =
Offnen
Bearbeiten

[ Edit with Notepad++

€2 Dropbox b

& Mit 10bit Security 360 scannen
@ Entsperren & Entfernen

-

(23 ausgewahlte Dateien mit Avira Oberprifen

W Editor
Senden an » & Google Earth
@ Firefox
Ausschneiden ‘
. _‘f WordPad-MFC-anwendung
Kopieren

Programm auswahlen.. .
Verkniipfung erstellen d
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Umbenennen

Eigenschaften



4, Festlegung der Einstellungen filir den Import.

[ Ti POt [ SR04 B S e

Import
Zeichensatz

ab Zeile

Trennoptionen
() Feste Breite

(%) Getrennt
[] Tabulatar
[] semikolon

] Feldtrennes

Felder

[Standard

Komma
[] Leerzeichen

r zusammenfassen

Texttrenner

[Standard

[] andere

|Skandard

Art der Aktivitime Eeschreibung

Art der Markierung Beschreibung

HilFe

1. Wegpunktmarkierung Gesamtstrecke:
______ Z. Wegpunktmarkierung Gesantstrecke:
kil ki |. EE— sk ':__-
5. Ldschen unnétiger Spalten und Formatierung der Spalte ,,Zeit*.
iBredal|l? 28R IV £ a@R-& b SHUHN v HORR@BAUIG @[3 88
Dl Al 10 F AU s==sBH A% g &4+ O0-9-A- 0 B0 BEEHE
H1/HEE536 fmg B = |
| c [ D | E F [ G H
1
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Anhang 3

Arbeitsblitter der Lerneinheit
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Aufgabe 1
Der Geschwindigkeit-Zeit-Graph zeigt meinen Weg zur Arbeit.

Auf der Karte sind der Startpunkt und das Ziel eingezeichnet.

Beschreibe so genau wie moglich, wie ich zur Arbeit gekommen bin und zeichne

den Weg in die Karte!

Geschwindigkeit (km/h)
100

80

60

40

L

A || S

Zeit
00:00 10:00 20:00 30:00 40:00
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Wegbeschreibung
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Auftrag Geschwindigkeit-Zeit-Graph

Wir fahren nun den Weg aus Aufgabe 1 zuriick.
Wir starten also in Baumschulenweg und fahren zu mir nach Hause.

Dabei zeichnen wir den Weg mittels GPS auf.

Deine Aufgabe ist es, dabei ein Geschwindigkeit-Zeit-Graphen aufzunehmen.

Starte zu Beginn unseres Weges eine Aufzeichnung in der App ,,Meine Tracks*

und beende sie, wenn wir am Ziel sind.
Beobachte wihrend der Fahrt den Verlauf des Graphen.
Wenn wir an einer Haltestelle kurz stehen bleiben oder warten, driicke bitte den

Pause-Knopf und sofort wieder ,,Start*.
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Auftrag Wegpunkte
Wir fahren nun den Weg aus Aufgabe 1 zuriick.

Wir starten also in Baumschulenweg und fahren zu mir nach Hause.

Dabei zeichnen wir den Weg mittels GPS auf.

Deine Aufgabe ist es, Wegpunkte aufzuzeichnen.

Gehe dazu jetzt in der App ,,Meine Tracks* auf:
,Einstellungen* — ,,Aufzeichnung* — ,, Wegpunkthiufigkeit — ,,1 min®.
Das bedeutet, dass jede Minute auf der Karte die Stelle markiert wird, an der wir

uns in diesem Moment befinden.

Starte zu Beginn unseres Weges die Aufzeichnung und beende sie wenn wir am
Ziel sind. Dein Handy kannst du wahrend der Fahrt in der Tasche lassen.
Protokolliere wahrend der Fahrt moglichst genau, wie wir uns bewegt haben.

Du kannst dabei auch den Geschwindigkeit-Zeit-Graphen auf dem Smartphone

deines Mitschiilers beobachten.

Bewegungsprotokoll: (Stichpunkte mit Zeitangabe)
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Aufgabe 2a
Jetzt wollen wir unseren Weg auswerten!

Betrachtet zundchst auf dem Handy die Karte mit den Wegpunkten.

Was kannst du erkennen? Welche Informationen dariiber, wie wir uns bewegt
haben, kannst du aus den Wegpunkten ablesen? Vergleicht eure Vermutungen mit
dem schriftlichen Protokoll und dem Geschwindigkeit-Zeit-Graphen.

Skizziere aus deinen Uberlegungen, wie der Weg-Zeit-Graph aussehen kdnnte.
Auch hier kann dir vielleicht der Geschwindigkeit-Zeit-Graph helfen.

Zu‘r'L'lckgeIegte Strecke

Zeit
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Aufgabe 2b
In der App kannst du dir alle Wegpunkte anzeigen lassen.

= .4 W 15:49

4 Baumschulens... @ '<: %

KARTE DIAGRAMM STATISTIK

Wenn du einen Wegpunkt in der Liste auswihlst, wird der Abstand zur vorherigen
Markierung angezeigt.

Erstelle eine Tabelle mit den Werten der Wegpunktmarkierungen und daraus
einen Weg-Zeit-Graphen.

Zeit (in min) | Abstand (in m) Gesamtstrecke (in m) | Zuriickgelegte Gesamtstrecke (in km)
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7,0
6,5 -
6,0 -
5,5 -
5,0 -
4,5
4,0 4
3,5 -
3,0 -
2,5 -
2,0 -
1,5
1,0 -
0,5 -
0,0

zurlickgelegte Strecke (in km)

L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
Zeit (in min)

Unterteile deinen Graphen in mehrere Abschnitte und gebe diesen Uberschriften.
Vergleiche deinen gezeichneten Graphen mit dem aufgezeichnetem
Geschwindigkeit-Zeit-Graphen in der App.
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Anhang 4

Arbeitsblatt zum Nachtest
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Aufgabe

Beschreibe in Worten deinen Schulweg und skizziere die dazugehdrigen

Graphen.
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