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Wir beschftigten uns mit Fraktalen, die aus dem Studium komplexer dyna-
mischer Systeme stammen.
Zuerst mussten wir dazu verstehen, was Fraktale sind. Zu diesem Zweck wurden
die Begriffe der Selbsthnlichkeit und der Kstchenzhldimension eingethrt und an-
hand einfacher Beispiele (Cantor-Menge, Sierpinski-Dreieck) verdeutlicht.
Dann untersuchten wir dynamische Systeme auf der komplexen Zahlenebene, die
durch quadratische Polynome gegeben werden. Wir bestimmten die Fixpunkte
und diskutierten deren Eigenschaften, anziehend oder abstoend zu sein. Daraus
leiteten wir den Begriff der Julia-Menge ab und waren somit in der Lage, die
Mandelbrotmenge zu definieren.
Unsere Erkenntnisse wendeten wir schlielich erfolgreich beim Programmieren der
Mandelbrot-Menge und einiger Julia-Mengen an.

1 Ein Beispielfraktal: Das Sierpinski-Dreieck

Das Sierpinski-Dreieck gehért zu den beriihmtesten Fraktalen. Die Bildungs-
vorschrift ist wie bei vielen Fraktalen relativ einfach:

(1) Man nehme ein gleichseitiges Dreieck und teile dessen Seiten. Die entste-
henden Punkte werden verbunden, so dass vier neue gleichseitige Dreicke
entstehen. Das mittlere Dreieck wird herausgenommen. Nun teile man die
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drei duleren Dreiecke und wiederhole die obigen Schritte wie beschrieben
(siche Anhang 2).

(2) Das Sierpinski-Dreieck ldsst sich auch auf andere Weise approximieren. Der
Algorithmus l&sst sich, auch ohne PC, sehr leicht programmieren: Als erstes
zeichne man ein gleichseitiges Dreieck und wihle einen Startpunkt, der
moglichst auf eine der Dreiecksseiten liegen sollte. Nun lose man durch
Zufall eine Zahl zwischen 1 und 3 aus. Dabei stehe die 1 fiir die linke untere
Ecke, die 2 fiir die rechte und die 3 fiir die obere Ecke. Nun denke man
sich eine Strecke zwischen der gewéhlten Ecke und seinem Startpunkt und
setze einen neuen Punkt auf dem Mittelpunkt derselben. Dann bestimme
man wieder zufillig eine Ecke und verfahre weiter wie oben beschrieben.
Bei geniigend vielen Durchgéngen dieses Algorithmuses entsteht (optisch)
das Sierpinski-Dreieck.

Das beschriebene Dreieck besitzt eine fiir viele Fraktale typische Eigenschaft:

Definition 1 (Selbstéhnlichkeit) Eine Struktur heifit selbstihnlich genau
dann, wenn sie in Teile zerlegt werden kann, von denen jedes eine kleinere Kopie
der Ausgangsstruktur ist.

Das Sierpinski-Dreieck erfiillt diese Voraussetzung, da jedes der dufleren Drei-
ecke geniigend vergréflert wieder kongruent zum Ausgangsdreieck ist. Weitere
selbstédhnliche Strukturen wéren zum Beispiel die Cantor-Menge, der Sierpinski-
Teppich, aber auch der Wiirfel, das Quadrat etc.

2 Fraktale Dimension

2.1 Die Selbstidhnlichkeitsdimension

Wie oben beschrieben, kénnen selbstédhnliche Strukturen beliebig zerlegt werden
und die entstandenen Teilmengen ergédben vergroflert wieder die Ausgangsmenge.
Dies stimmt uneingeschriankt fiir nicht fraktale Strukturen. Fraktale lassen nur
bestimmte Verkleinerungsfaktoren zu, so z.B. die Cantor-Menge (37%). Dies ist
ein wesentlicher Unterschied zwischen Figuren wie dem Wiirfel oder dem Qua-
drat und den Fraktalen. Gemeinsam haben aber alle selbstdhnliche Strukturen -
ob fraktaler Natur oder nicht, dass eine Beziehung zwischen dem Verkleinerungs-
faktor s und der Anzahl der verkleinerten Teile a, in welche die Struktur zerlegt
worden ist, besteht:
a=s"P
Betrachtet man diese Formel fiir das Quadrat und dem Wiirfel, so wird klar,
dass es sich bei D um die Dimension handelt: Zerlegt man den Wiirfel in 27
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Einzelwiirfel (also @ = 27 und s = 1), so kann man die Dimension durch Umstellen
der Formel leicht errechnen:

D =log, 27 =3

Wir wollen nun die Selbstéhnlichkeitsdimension D des oben genannten Sierpinski-
Dreieckes errechnen:

Die Dreiecksseiten werden nach Bildungsvorschrift halbiert, d.h. s = % Nun
entstehen aber in einem Schritt 3 neue Dreiecke, was a = 3 bedeutet. Setzen wir
dies nun in die oben stehende Formel ein:

D =log, 3 ~ 1,585.

Dies entspricht einer fraktaliiblichen, nicht ganzzahligen Dimension.

2.2 Die Box- oder Kiastchenzihldimension

Bei nicht selbstdhnlichen Fraktalen kann die Komplexitét derselben mit Hilfe der
Box-Dimension beschrieben werden. Diese ist ein systematisches Messverfahren,
welches sich auf jede Struktur in der Ebene oder im Raum anwenden lésst.

Man lege sich auf die Struktur ein regelméfiges Gitternetz mit Maschenweite
s (siche Anhang 1; hier: s = ). Nun zéhle man die Gittermaschen, die von der
Struktur beriihrt werden. Die Anzahl dieser sei n(s). Halbiert man nun die Ma-
schenweite (s = 1—16), bestimmt abermals n und tragt die Werte in ein doppelloga-
rithmisches Diagramm (log(n(s))—log(1)-Diagramm), so wird die Box-Dimension
annéhernd durch den Anstieg der Gerade durch die zwei Punkte bestimmt. Im
gewdhltem Beispiel, welches nur zur Verdeutlichung des Berechnungsweges dient,
kommt man auf die Punkte P, = (0,78;1,51) und P, = (1,08;1,91).

Der Anstieg der Geraden durch die beiden Punkte berechnet sich folgender-
mafen:

log(n(2~*+)) —log(n(27")) n(2-HY)
m = =log, ———=
log 2k+1 — log 2k n(27F)

Die oben genannten Punkte in die Formel eingesetzt, ergibt sich:

81
m = log, § ~ 1, 34.

Zur genaueren Berechnung der Dimension kann die Maschenweite weiter verklei-
nert werden. Der Anstieg der Ausgleichsgeraden durch diese Punkte entspricht
dann der Box-Dimension. Der Punkt P; = (1,38;2,23) entstand durch weitere
Verfeinerung des Gitternetzes. Die Gerade, die durch die Punkte P, und P5 geht,
hat den Anstieg m = 1,05. Das bedeutet, dass der Anstieg der Ausgleichsgerade
dazwischen liegt.



Die Teilmengen von R und C, die wir hier betrachten, zeichnen sich dadurch
aus, dass sie eine gebrochene Kiéstchendimenion besitzen. Dies ist eine Eigen-
schaft, die sogenannte fraktale Teilmengen fast immer besitzen. Fraktale sind da-
durch charakterisiert, dass sie ungefiahr selbstéhnlich sind: man kann Ausschnitte
in ihnen finden, die verkleinerte Kopien des Originals sind, aber nur mit einer
beliebig guten Genauigkeit.

3 Dynamische Systeme

Definition 2 (Dynamisches System) Sei X eine nicht leere Menge und T :
X — X. Dann heifit (X;T) dynamisches System.

Man stelle sich vor, dass das Dynamische durch fortschreitendes Iterieren ei-
nes Elementes aus X zustande kommt. Man verfolgt den Weg bzw. die Bahn des
Punktes, auf den man fortwdhrend T anwendet. Damit kann man ein mathe-
matisches Modell fiir verschiedene dynamische Vorgéange schaffen. Oft sind dies
Bewegungsabléufe.

Beispiel:

Xpsp = {(Zn)nen|T, € {0;1}}
Trsp((Tn)) = (Yn)nen

mit ¥, = Tpi1.

3.1 Wesentliche Begriffe zur Charakterisierung dynami-
scher Systeme

Definition 3 (a) Sei (X;T) dynamisches System. xy € X heifit Fizpunkt von T

<~ T(.To) =X

(b) xp € X heif§t p - periodisch < TP(x,) = x,

(c)v={xr € X|x=T"(x,),n € {0,1,...,p}} heif§t periodischer Orbit bzw. peri-

odische Bahn der Periode p.

Corollary 4 Jeder Fixpunkt ist periodisch.

3.1.1 Fixpunkte von (X;Tp,,)

Es ist leicht einzusehen, dass die unendliche Folgen (z,), mit z,, € {0} bzw.
x, € {1} die einzigen beiden Fixpunkte von (X;Tpgy,) sind.



3.1.2 Periodische Punkte von (X;Tgs,)

Auch hier ist leicht einsichtig, dass alle unendlichen Folgen, die aus einer pe-
riodischen Abfolge der beiden Werte 0 und 1 bestehen, periodische Punkte in
(X; Tpsp) sind.

Um weitere wichtige Figenschaften dynamischer Systeme definieren zu kénnen,
ist ein Abstandsbegriff fiir die Elemente der Menge X notwendig.

Definition 5 Sei M eine nicht leere Menge und p : M x M — R. Gilt fir alle
x,y € M:

(1) p(z;y) = ply; ),
(2) plz;y) =0z =y,
(3) plasy) < plo; 2) + p(z3y),

so heifit p Metrik in M und (M; p) metrischer Raum.

Beispiel 6 Der euklidische Abstand p(x,y) = |x — y| fir x,y € C definiert eine
Metrik auf C.

Eine Teilmenge N C M eine metrischen Raumes (M, p) ist selbst wieder
ein metrischer Raum. Es ist nun moglich weitere wichtige Begriffe dynamischer
Systeme zu definieren.

Definition 7 Sei xy Fizpunkt im dynamischen System (X;'T) und p eine Metrik
auf X .

(a) xo heifit Attraktor genau dann, wenn es ein € > 0 gibt, so dass fir jedes
x # xg mit p(xo;x) < € gilt:

p(T(z); x0) < p(z; T0).

(b) Sei ~ periodischer Orbit der Periode p. x, € vy heifit periodischer Attraktor,
genau dann, wenn xy Attraktor beziiglich TP ist.

(¢) Ein Fizpunkt xo heifft Repeller genau dann, wenn p(T(x); xo) > p(x;x0) unter
(a) gilt.

(d) Analog definieren wir periodische Repeller.

Wir werden unten Beispiele dynamischer Systeme (C, f.) auf den komplexen
Zahlen kennen lernen, die ein im mathematischem Sinne auf Teilmengen chaoti-
sches Verhalten aufweisen.



4 Die Julia-Menge

Definition 8 (Julia-Menge) Die Julia-Menge J ist der Abschluss der Menge
der periodischen Punkte, die Repeller sind. Die Fatou-Menge F ist das Komple-
ment der Julia-Menge: F :=C\ J.

Um diese allgemeine Definition genauer zu verstehen, betrachte man den Begriff
des Abschlusses einer Menge.

Definition 9 (Abschluss einer Menge) Fliir den Abschluss A einer Menge
A C C gilt: )
A={ceC|3Iz,), CA: lim z, = c}.

Beispiel: Q = R.

Daraus ergibt sich dann die Definition fiir den Rand einer Menge.
Definition 10 Fiir den Rand 0A einer Menge A C C gilt:
OA = A\ A.
Beispiel: 0Q =R\ Q.

Sei a ein (periodischer) Attraktor der Periode p, dann bezeichne A(a), seinen
Einzugsbereich, d.h. die Menge derjenigen Punkte x € C, fiir die

lim f"(z) = a.

n—oo

Von nun an betrachten wir nur noch quadratische Polynome der Form f.(z) =
22 + ¢ fiir ¢ € C und bezeichnen deren Julia— und Fatou-Mengen entsprechend
mit J. bzw. F..

Satz 11 Fir alle ¢ € C gilt:
(1) J. #0,
2) fo(T) = Te = fTH(T),
(3) fiir alle periodischen Attraktoren gilt: 0A(a) = JT.,
(4)

4) fir jeden Punkt x € J. ist der inverse Orbit bestehend aus den Punkten
{y e C| 3k eN: fiy) = 2} C J. eine Teilmenge und sein Abschluss
besteht aus der gesamten Menge J..

Man kann wegen (2) das eingeschrinkte dynamische System betrachten:
(Jes fel7.)- Das besondere an unserem dynamischen System ist nun, dass dieses
”chaotisches” Verhalten aufweist, d.h. z.B. dass die Orbiten von nahe beieinan-
der liegenden Punkten sehr verschieden aussehen, die periodischen Orbiten eine
iberall dichte Menge bilden, und eine zusétzliche topologische Bedingung erfiillt
ist, auf die hier nicht néher eingegegangen werden soll.
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5 Die Mandelbrotmenge M

5.1 Allgemeines zur Mandelbrotmenge M

Die Mandelbrotmenge M, auch ” Apfelmédnnchen” genannt, besteht im Wesentli-
chen aus dem apfelformigen Hauptkorper (”"Hauptkardioid”) und daran anset-
zenden immer kleiner werdenen Knospen, die schliefilich in sehr diinnen, fa-
denéhnlichen Gebilden (”Dendriten”) enden (sieche Anhang 2).

Diese noch relativ einfache Struktur wird umso mannigfaltiger, je tiefer man
darin eintaucht. Wenn wir zum Beispiel in das sog. ”Tal der Seepferdchen”, das
am Berithrungspunkt der gréfften Knospe mit dem Hauptkardioid liegt, einzoo-
men, so konnen wir auf der linken und rechten Seite weitere feine Strukturen
erkennen, denen man auf der linken Seite den Namen ”Elefanten” gab, da die-
se Strukturen an Elefantenkopfe erinnern, und auf der rechten Seite den Namen
"Monster” gab. Diese Monster wiederum besitzen eine Struktur, die auf den Kopf
gestellt, einem Seepferdchen dhnelt. Wenn man Ausschnitte der Monster weiter
vergroffern wiirde, wiirden wieder solche ”Seepferdchen” sichtbar werden. Ver-
grofferungen der Segmente des Schwanzes des ”Seepferdchens” bringen immer
wieder diese Schwénze, die spiraldhnlich sind, hervor, die sich um eine Miniatu-
rabbildung der Mandelbrotmenge reihen. Die Mandelbrotmenge hat neben dieser
Eigenschaft der beinahen Selbstdhnlichkeit auch wichtige Eigenschaften in Bezug
auf dynamische Systeme.

Die Mandelbrotmenge M hat, entgegen ihrer reichhaltigen Struktur, eine recht
einfache Bildungsvorschrift:

M = {c € C|J. ist zusammenhéngend}

Ist die zugehorige Julia-Menge zusammenhéngend, so kann man von einem be-
liebigen Punkt von J. zu einem anderen beliebigen Punkt von J. gelangen, ohne
die Julia-Menge selbst verlassen zu miissen. Man kann nachweisen, dass dies ge-
nau dann der Fall ist, wenn die Menge A = {f7(0)|n € N} C C beschrinkt ist;
diese Aussage wiederum ist dquivalent zu f(0) 4 oo. Der erste Zusammenhang
erfordert eine tiefgriindige Kenntnis der Materie, die zweite Aquivalenz ist relativ
einfach nachweisbar: Da es eine positive reelle Zahl r gibt, so dass |f.(z)| > 2|z|
fur |z| > r, ist diese Beziehung offensichtlich. Mit Hilfe dieses Kriteriums kann
man simple Algorithmen zur Darstellung der Mandelbrotmenge programmieren.
Erstaunlich ist, dass die Mandelbrotmenge selbst, wie die dazugehorigen Julia-
Mengen, auch zusammenhéngend ist. Auflerdem gilt folgender

Satz 12 Die Mandelbrotmenge liegt vollstindig in der Kreisscheibe um 0 mit dem
Radius r = 2. D.h. die Mandelbrotmenge ist beschrdnkt.

Beweis:



(lim f(0) # o0 =|c| <2)< (¢ > 2= lim f*(0) = oc0)
Diese zweite Implikation wird im Folgenden bewiesen. Zunéchst einmal stellen
wir fest, dass die Folge {|f*(0)|} fiir |¢| > 2 streng monoton wachsend ist.
Induktionsanfang:
lc| < |c® + ¢
& 1<]c+1]
e+ 1] > |e] =1 > 1w.A.

Induktionsannahme: Sei die Folge {|f(0)|} bis zu einem Glied | f"(0)| streng
monoton wachsend, also auch

2 < el <[£0)] (1)

Induktionsbehauptung: [f"(0)] < |f71(0)] = |(f"(0) * £"(0) + ¢|
Induktionsbeweis: Es gilt:

|(£e(0) % £(0) + e| > [(£"(0) % f"(0)] = |e| (2)
Zudem folgt aus (1) [c| < [(f(0)] * [|f"(0)] — 1] < 0 < [(f*(0) x f(0)] —
[£8(0)] = Jel Mit (2) folgt: [£(0) < |£(0) * £ (0) + | = [ f"H(0)].
Induktionsschlussfolgerung: Damit ist die Folge streng monoton wachsend.
Nun gilt: 30 e R, > 1Vn e Nyn > 1:

SO e e
oy - MO gyl > WO = 7

Somit ist die Folge {|f7(0)|} gliedweise grofer als die gegen unendlich strebende
geometrische Folge {|c| % 0"} und strebt damit selbst gegen unendlich. q.e.d.

[ > [fHO)]=1>0>1

6 Darstellung der Fraktale

Als Plattform wurde Mathematica 4.2 gewéhlt. Die entsprechenden Fraktale wur-
den dabei als Menge von Punkten behandelt und dargestellt.

6.1 Julia-Mengen J.

Die Julia-Menge J. ist definiert als der Rand der Einzugsbereiche A der entspre-
chenden Attraktoren: J. = A\ A. Es gilt:

lim z, = 2,2, € A,z € A

n—oo

u=f.(2)=2"+c
= z=*Vu+c
S 2= £ w) = VU (3



Daraus ergibt sich fiir z € J,:

z= lim f"(u)
Um die Julia-Menge J. also darzustellen, errechnet man aus einer Menge M
von zufillig gewdhlten Punkten u deren Position nach der i-ten Anwendung von
fY(u). Die errechneten Punkte kommen denen der Julia-Menge J, beliebig nah.
Beispielbild siehe Anhang.

Die so generierten Bilder haben jedoch den Nachteil, nur den &ufleren Rand
der Menge darzustellen. Strukturen im Inneren der Julia-Menge werden nicht
sichtbar. Eine bessere Moglichkeit, diese darzustellen besteht darin, einen Punkt
z zwischen zwei einander sehr nahen Punkten ki, ks genau dann als Punkt z €
J. darzustellen, wenn gilt: k1 € A, ko ¢ Aw, Ax sei der Einzugsbereich des
Attraktors oo . Ferner gilt k; € A, genau dann, wenn lim, .. f(z) = oo.
Dieses Verfahren stellt J. sehr viel genauer dar, Beispielbild sieche Anhang.

6.2 Mandelbrot-Menge M

Um eine geeignete Darstellung der Mandelbrot-Menge M zu erhalten, nutzt man
eine Eigenschaft zusammenhéngender Julia-Mengen J.:

Tim f7(0) # o0

¢ € M gilt also genau dann, wenn Obiges gilt. Beispielausgaben im Anhang.



Anhang 1
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Anhang 2

Abbildung 2: Mandelbrot-Menge
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Abbildung 3: Das Tal der Seepferdchen

Abbildung 5: Doppel-Spiralen

12



Abbildung 6: Vierfach-Spiralen

0. 0930536
0. 0930534

0. 0930532

Abbildung 7: Kleine Mandelbrot-Menge im Spiralen-Zentrum

Abbildung 8: Der Douady-Hase - eine Julia-Menge

13



