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Die natirlichen Zahlen
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e m Die Menge der natiirlichen Zahlen:
anlen

N=1{0,1,2,3,...}

m Die Menge der ganzen Zahlen:

Z={.,-2-1,012...}
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m Addition +
nmeZ=— n+tmeZ
Operationen

m Multiplikation e
nmeZ=— nem¢eZ

m Gesetze
n+m= m-+n Kommutativitdt von +
nem — men Kommutativitdt von e
n+(m+k) = (n+m)+k Assoziativitat von +
ne(mek) = (nem)ek Assoziativitdt von e

ne(m+k) = nem-+nek Distributividt von + und e
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m Alle natiirlichen Zahlen lassen sich als Summe von Einsen
Bausteine darstellen, z.B.

5=1+1+1+1+1

m Die Zahl 1 ist der additive Baustein.

m Multiplikative Bausteine?
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Definition
Eine natiirliche Zahl p heiBt Primzahl, falls p > 1 ist und nur
die Teiler 1 und p hat.

Primzahlen

m Fundamentalsatz der Arithmetik
Alle natiirlichen Zahlen lassen sich (bis auf die Reihenfolge
eindeutig) als Produkt von Primzahlen darstellen, z.B.

96=2.2.2.2.2.3=2%.3

m Die Primzahlen sind die multiplikativen Bausteine.
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Wie viele Primzahlen gibt es?

Pri hl .
ool Theorem (Euklid)

LSRN Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis.

m Annahme:
Es gibt nur endlich viele Primzahlen p1, po, ..., pn.

mSeig=p1-p2-... ppdas Produkt dieser Primzahlen.

m Die Zahl g 4 1 ist durch keine der Primzahlen p; teilbar,
da bei Division durch p; immer der Rest 1 bleibt.

m Damit sind die Primfaktoren von g + 1 nicht in der Menge
der Primzahlen p1, po, ..., p, enthalten.

m Dies widerspricht unserer Annahme.
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p:2n_17

wobei notwendigerweise n selbst
auch eine Primzahl ist.

Formeln fiir
Primzahlen

mn=2 22-1=3
mn=3 22-1=7
mn=5 2°-1=31

m Gegenbeispiel: 211 — 1 = 2047 = 23 - 89



Fermat'sche Primzahlen

Primeahien Dies sind Primzahlen der Form
p=2"+1,
wobei notwendigerweise n = 2"
mit m € N ist.

mn=2% p=214+1=3
Femenion mn=2% p=2241=5
mn=2% p=241=17
mn=2% p=2841=257
mn=2% p=2141=65537

m Gegenbeispiel (Euler):
p =22 1 1=4294967297 hat den Teiler 641



GroBte bekannte Primzahl

Primeahlen m Die derzeit groBte bekannte Primzahl (Stand: 04.09.2006)
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: p — 232582657 _ 1

m Dies ist eine Zahl mit 9808 358 Stellen.

m http://primes.utm.edu/largest.html

Formeln fiir
Primzahlen

m Etwa 2500 eng bedruckte DIN-A4 Seiten, beginnend mit

1245750260153694554008555015747995031227959851511
5184284367047566259111523599739738055975960661684
5939100419886882111308706204284904304856342719392
4179676463175953389304422007303179021122683590423
0987323393908925421059845352243092506329878772608
4980682705539089064014845620373601193375780239969
2661758862749761713589606175375030205627843573215 - - -
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Primzahlen und ihre Eigenschaften finden Anwendung bei:

m Verwendung von EC-Karten
m Sicheres Kommunizieren
Anwendung

m Verwendung des Internets
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Ry(aP) = a <= R,(a* 1) =1

(p Primzahl, 0 < a < p)

R,(b) = Rest von b nach Division durch p

m Rs(21) =2, Rs(22) =4, Rs(23) =3, Rs(2%) =1
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Ry(aP) = a <= R,(a* 1) =1

(p Primzahl, 0 < a < p)

R,(b) = Rest von b nach Division durch p

m Rs(2!) =2, Rs(22) =4, Rs(2%) =3, Rs(2*) =1
m Rs(3l) =3, Rs(3%2) =4, Rs(3%) =2, Rs(3*) =1
mR5(41) =4, Rs(4%) =1, Rs(43) =4, Rs(4%) =1
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m Public Key Kryptographie:
Rp.q(alP~ D@1y =1
(p, g verschiedene Primzahlen)

Anwendung

m Sicherheit der Verschliisselung:
Schwierigkeit der schnellen Faktorisierung von m=p-q
in die Primfaktoren p und g
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Zahlen von Primzahlen

Primzahlen
und Chaos

Jiirg Kramer

Primzahlfunktion 7(x)

Zshlen von B x positive, reelle Zahl

Primzahlen

m 7(x) = Anzahl aller Primzahlen kleiner oder gleich x
= #{p = Primzahl | p < x}

= 7(10) = 4, 7(100) = 25, 7(1000) = 168
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B x positive, reelle Zahl
m 7(x) = Anzahl aller Primzahlen kleiner oder gleich x

Zihlen von = Ij{P - Primzahl | p S X}
Primzahlen
= 7(10) = 4, 7(100) = 25, 7(1000) = 168

The number of primes less than x

_,_l—'
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B x positive, reelle Zahl

m 7(x) = Anzahl aller Primzahlen kleiner oder gleich x

Z3hlen von - Ij{P — Pl’imzah| | p S X}

Primzahlen

= 7(10) = 4, 7(100) = 25, 7(1000) = 168

The nurmber of primes less than x The number of primes less than x
-’_‘_, 150
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Wie sind die Primzahlen verteilt?
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m Fiir x > 0, d.h. x sehr groB, gilt:

Zihlen von
Primzahlen

" log(x)

7(x)
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m Fiir x > 0, d.h. x sehr groB, gilt:

X

LX) ~
Zihlen von ( ) Iog(x)

Primzahlen

S () = 107
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m Fiir x > 0, d.h. x sehr groB, gilt:

()~ o
LX) ~
Zihlen von Iog(x)

Primzahlen

S () — 107




Wie sind die Primzahlen verteilt?
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m(x) ~ |Og)EX) ~ x17e (0<ex ).

Zihlen von

Primzahlen m M.a.W. die Funktion 7(x) schmiegt sich fiir x — oo
immer mehr an die Funktion x/log(x) an.

m D.h. die Funktion

0 fog ()

wachst fiir x — oo von niedriger Ordnung als x/ log(x).
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Milleniumsproblem

Die Riemannsche Vermutung:

Es existiert eine Konstante
C > 0, so dass die Ungleichung

Riemannsche
Vermutung

m(x) — < C-x

|0g(><)

flir x — oo besteht.
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|
()=>.~
n=1
1 1 1
=1+ s + 35 + e
Riemannsche
Zeisfinilistan m definiert schéne Funktion fiir s > 1,

m hat Pol erster Ordnung fiir s = 1.
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e  Es besteht die Produktentwicklung

15 -1
)= 11 <1_E>

p Primzahl

1 1 1 1
1-2-5 1-35 1-5>5 1—-7-5 "

m Eulersche Produktentwicklung ist dquivalent zum
Fundamentalsatz der Arithmetik.

Eulersche Pro-
duktentwicklung

m Der Pol erster Ordnung fiir s = 1 ist dquivalent zur
Unendlichkeit der Primzahlmenge.



Komplexwertigkeit
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und Chaos Man kann ((s) auch als komplexwertige Funktion der
komplexen Variablen

s = (Re(s),Im(s)) <= s = Re(s) + iIm(s)

auffassen. Sowohl Definitions- als auch Wertebereich sind
dann reell 2-dimensional.

Im(s)

Komplexwer-
tigkeit

Re(s)
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Aquivalente Umformulierung der
Riemannschen Vermutung: 2011

10i+

((s) besitzt alle ihre (komplexen) Nullstellen

bei s = (1/2,1m(s)) ol Rel®)
(mit Ausnahme der |, trivialen* Null- e
stellen bei s = —2,—4,—6,...). 201+

Aquivalente .
Umformulierung -30i

-40i
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Graph des Betrags der Riemannschen Zetafunktion auf
der , kritischen Geraden" Re(s) = 1/2, d.h. der Funktion
|C(1/2 + it)| fir 0 < t < 50:

Jiirg Kramer

Aquivalente
Umformulierung
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m Bei Angabe der Ausgangslage und der Anfangsge-
schwindigkeit sowie der einwirkenden Krafte kann
die Bahnkurve eines Korpers (Lage, Geschwindigkeit)
vorausbestimmt werden.

m Beispiel: Feder



Klassisches Chaos

Primzahlen

- m Kleine Anderungen des Anfangszustands bewirken
i (e unvorhersehbare Anderungen des Endzustandes !

m Beispiel: Billardspiel
Nach der 9. Banden-Beriihrung ist die Endrichtung
der Billard-Kugel nicht mehr vorherbestimmbar !

Klassisches

Chaos



Quantenmechanik

Primzahen Problem: Es muss zwischen Observablen (Geschwindigkeit, ...)
und Messwerten unterschieden werden. Messvorgang beein-

flusst das Experiment!

Konsequenz:

Schrédinger-
gleichung
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m Physikalische Zustdnde entsprechen Vektoren W in einem
unendlich dimensionalen Vektorraum H.
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Primzahen Problem: Es muss zwischen Observablen (Geschwindigkeit, ...)
und Messwerten unterschieden werden. Messvorgang beein-
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m Physikalische Zustdnde entsprechen Vektoren W in einem
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Quantenmechanik

Primzahen Problem: Es muss zwischen Observablen (Geschwindigkeit, ...)
und Messwerten unterschieden werden. Messvorgang beein-
flusst das Experiment!
Konsequenz:
m Physikalische Zustdnde entsprechen Vektoren W in einem
unendlich dimensionalen Vektorraum H.
m Beschreibung der Observablen durch lineare (selbst-
adjungierte) Operatoren A in H.

Jiirg Krame

m Die physikalischen Messwerte entsprechen den (reellen)
Eigenwerten A des Operators A.
m Bewegungsgleichung gegeben durch die Schrodinger-

gleichung
ih oV

Schrédinger-

gleichung -~ " TN —
2r Ot

AV

)

wobei h/2m = 1,054 - 10~ %"erg - s.



Quantenchaos
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m Betrachte ein Billard-Spiel im Nanobereich (~ 10~%m)

m Die Messwerte des quantenmechanischen Billard-Spiels
sind gegeben durch die Eigenwertgleichung

AV=X\V

Quantenchaos
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m Betrachte ein Billard-Spiel im Nanobereich (~ 10~%m)

m Die Messwerte des quantenmechanischen Billard-Spiels
sind gegeben durch die Eigenwertgleichung

AV=X\V

m Vermutung:
Die Eigenwerte A entsprechen den Nullstellen der
Riemannschen Zetafunktion ((s) auf der kritischen
Geraden Re(s) =1/2.

Quantenchaos
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