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e Bitte 16sen Sie jede Aufgabe auf einem separaten Blatt.
e Geben Sie auf jedem Blatt gut lesbar IThren Namen und Ihre Matrikelnummer an.

e Achten Sie auf gut nachvollziehbare Darstellungen der Losungs- bzw. Beweisschritte.

Z1.

Z2.

. Beweisen Sie die Bernoulli-Ungleichung:
Fiir jede reelle Zahl x > —1 und fiirjedes n € N gilt (1+x)" > 1+nx. 8 Pkt.
Weisen Sie nach, dass fiir alle 7, k € IN mit k < n gilt: noy o (m) .ok 6 Pkt
‘ / ’ =18 A kr1) T \k) Tk '
3n+1 4 on
Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (x,) mit x, = BT 6 Pkt.
. Untersuchen Sie die Folgen (c,) und (d,) auf Monotonie, Beschrénktheit und Konvergenz.

1 / n+1
(a) Cp = m 10 Pkt. (b) dﬂ = 1 + " 6 Pkt.

Hinweis: Fiir die Monotoniebetrachtungen kann es sinnvoll sein, Differenzen oder Quotienten aufeinanderfol-
gender Glieder zu betrachten.

Weisen Sie nach, dass jede Cauchyfolge in R konvergent ist. Geben Sie dazu zunéichst exakte

Definitionen der Begriffe ,Cauchyfolge” und , konvergente Folge” an. 14 Pkt.

Sei (zy) eine Folge reellerZahlen. Zeigen Sie, dass die Reihe Z (zx — zk+1) genau dann kon-
k=1

vergent ist, wenn die Folge (z;) konvergiert. 10 Pkt.

Insgesamt: 60 Pkt.

Zusatzaufgaben

o _ la+b
+lal — 1+ |a+1b|

14
1+ b
8 Zusatzpkt.

_|_

Zeigen Sie, dass fiir alle 4,b € R die Ungleichung 1 | gilt.

Untersuchen Sie, ob folgende Reihen konvergent, absolut konvergent oder divergent sind:

(a) k; P 4 Zusatzpkt. (b) Y (-1)*(Vk+1- V) 8 Zusatzpkt.

k=1

Bewertung: 1,0 ab 57 Pkt.; 1,3 ab 54 Pkt.; 1,7 ab 51 Pkt.; 2,0 ab 48 Pkt.; 2,3 ab 45 Pkt.; 2,7 ab 42 Pkt.; 3,0 ab 39 Pkt.;

3,3 ab 36 Pkt.; 3,7 ab 43 Pkt., 4 ab 30 Pkt.



LOSUNGEN:

1.

4.

Beweis durch vollstindige Induktion tiber 7.

Induktionsanfang: Die Aussage gilt offensichtlich fiir n = 1.
Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € IN gilt (1+ x)" > 1+ nx.
Induktionsbehauptung: (1 + x)"*1 > 1+ (n+1) x.

Induktionsbeweis: v
1+x)"=14+x)"1+x) > 1+nx)(1+x) :1+(n—|—1)x+n\ic_2/21+(n+1) X.
>0
. Es gilt fuir k # 0:
n nn—1)n—-2)...(n—(k+1)+1)
<k+1> - (k+1)!
_ onm-—1)(n-2)...(n—k-1) (n—k-1+1)

k! (k+1)

_ (n\ n—k
- \k) k417
Fiir k = 0 ist diese Rechnung wegen 0! = 1! = 1 ebenfalls richtig.

Wir kiirzen den Term 3" im Zahler und Nenner. Dann ergibt sich:

gty 3+(3)"

31 +2 1+ 2

Die Terme rechts sind entweder Konstanten oder Glieder von Nullfolgen. Ausfiihrlich ergibt
sich:

. n . n
lim <3+ (%) ) B 3+ lim (%) 340

n—oo n—oo

lim x, = = = =3.
nseo ™ Tim (14 2) 1+ lim 2 140
n—o0 n—oo0
(a) Bereits an den ersten drei Folgengliedern c; =—1, c; = % und c3 = —% erkennt man, dass

die Folge nicht monoton ist, auch bei beliebig grofien Indizes wechseln sich positive und
negative Folgenglieder ab.

Beschranktheit: Fiir gerades n, also n = 2k mit k € IN, folgt:

1
eul 144k =
Fir ungerades n = 2k — 1, k € IN, erhélt man

1 2 2
|Cn’: 1_471( :4k_2§4_2:

Damit gilt |c,| < 1 fiir alle n € IN, die Folge ist beschrankt.

Da (cy,) beschrankt und nicht monoton ist, lassen sich hieraus keine Schlussfolgerungen
hinsichtlich der Konvergenz ableiten.

1.

Wir zeigen, dass (c,,) eine Nullfolge ist. Sei dazu € > 0 beliebig vorgegeben. Dann exis-
tiert ein ng € IN mit 20 > % +1bzw. 2" —1 > % und somit erst recht 2" +1 > %

Fiir alle geradzahligen n > ng ist dann

lcu| = ‘ 1 = 1 = 1 < 1 < 1 =¢.
T+ (=2)"] 1+(=2)" 142" = 1420 "1
Fiir alle ungeradzahligen n > ny gilt
]cn\:‘l :‘ t 1 < ! <1:£.
1+ (=2)" 1-—2n 2n—1 7 2m0 —1 %

In jedem Falle ist |c,| < e fiir alle n > 1 und somit lim,_,e ¢, = 0



(b) Esistd, > 0und

1 1
dnz\/1+”: =\/2+n§\/§.

Daher und wegen d,, > 0 fiir alle n € IN ist die Folge beschrankt.
Fir die Monotonie schreiben wir d,, = 4/ 2”“ und betrachten den Quotienten zweier

aufeinanderfolgender Glieder:
dyi1 (2n+3)n 2n% +3n
dy (n+1)(2n+1) 2n2+3n+1

Die Folge fallt also streng monoton.
Da (d,) monoton und beschrinkt ist, ist die Folge konvergent.

5. Die Definitionen und der Beweis finden sich in der Vorlesung und in dem Skript von Helga
Baum. Man beachte, dass nur eine Richtung des Konvergenzkriteriums von Cauchy bewie-
sen werden musste, nimlich dass eine Folge konvergiert, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

6. Die n. Partialsumme von Y (zp — zk41) ist

k=1
n

Sn=) (Zr—z1) =21 —Z+2— 23+ +Zn1—Zn+2Zn — Zns1 = 21 — Zni1-
k=1
Somit konvergiert die Partialsummenfolge (s,) mits, = z; — z,41 genau dann, wenn (z,)
konvergiert, und es gilt

Z Zk — Zkp1) = lim s, = lim (21 — zy41) = 21 — 11m Zpi1 = 21 — lim z,.
n—oo n—oo n—oo

Z1. Wir formen zunidchst die zu beweisende Ungleichung um.

ol 2 _latb] bl
~(I4+1a))(1+1b))(1+|a+Db
T S Temew T (1+ [al) (1 + [B) (1 + |a + b))
) >0 => Relationszeichen bleibt erhalten
= a1+ [b)A+[a+b]) < [a+b]-(1+]al)(1+b])

+|b] - (14 |a])(1+ |a+b|)

(la+b[+ [a(a+Db)[)(1+ |b])
+(|b| + |ab|)(1 + |a+b])

VAN

< (la|+ |ab])(1 + |a+b]|)

= |a| + |ab| + |a(a+b)|
+lab(a+b)| < a+b|+a(a+b)|+|b(a+Db)|
+|ab(a +b)| + [b] + |abl
+[b(a +b)| + |ab(a + b)) | — lab| = |a(a+b)| - |ab(a + b))
?
— la| < |a+b|+|b(a+Db)
+lab(a+b)| +[b] + [b(a+b)| | —al
?
= 0 < |b]—la|l+|a+Db|
+2|b(a+b)| + |ab(a + )|
>0
?
— 0 < |b|—la|+l|a+b

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt fiir alle 2, b € R:
|16 = lal| < |a+b].
Damit gilt auch —(|b| — |a]) < |[a+b| und 0 < |a + b| + |b| — |a].

Damit ist auch unsere obige Gleichung bewiesen.



Z2. (a) Es ist > T\l/ﬁ = Y & die Riemannsche Zeta-Funktion fiir s = 2 > 1. Diese ist

2
k=1 k—1 k2
laut Vorlesung konvergent und, da alle Summanden positiv sind, damit auch absolut
konvergent.
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Es ist aber nlLII;O TR 0 und NCES v > TR D.h. die Absolutbetrige

der Reihenglieder bilden eine monoton fallende Nullfolge. Damit ist nach dem Leibnitz-
Kriterium die alternierende Reihe konvergent.

Nun untersuchen wir, ob die Reihe absolut konvergent ist. Es ist:

VE+1+VE < 2Vk+1
< 2k+1).

Damit gilt

oo

1
~ VE+1+VE
00
> 1

] 2(k+1)

118

(VEFI-VE) =

k=1

=
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8
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D.h. die harmonische Reihe ist eine divergente Minorante fiir die Reihe der Absolutbe-
trage. Damit ist die betrachtete Reihe nicht absolut konvergent.



