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Serie 10 (40 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Es sei (R,+, ·) ein Ring. Wir definieren den Polynomring (R[X],+, ·) in der Unbestimmten
X mit Koeffizienten aus R als die Menge

R[X] :=
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j∈N

aj ·Xj

���� aj ∈ R, aj = 0 für fast alle j ∈ N
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mit den Verknüpfungen
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bj ·Xj
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(aj + bj) ·Xj,
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(ak · b�)
�
·Xj.

(a) Zeigen Sie, dass (R[X],+, ·) ein Ring ist.

(b) Beweisen Sie, dass R[X] genau dann kommutativ ist, wenn R kommutativ ist.

(c) Weisen Sie nach, dass die Einheiten von R[X] genau den Einheiten von R entspre-

chen, falls R sogar ein Integritätsbereich mit Einselement ist.

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Es sei (R,+, ·) ein Ring. Zeigen Sie, dass dann für a, b, c ∈ R die folgenden Rechenregeln

gelten:

(i) a · 0 = 0 · a = 0.

(ii) a · (−b) = (−a) · b = −(a · b).

(iii) (−a) · (−b) = a · b.

(iv) (a− b) · c = a · c− b · c.

(v) a · (b− c) = a · b− a · c.



Aufgabe 3 (10 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die Einheiten eines Rings (R,+, ·) mit Einselement 1 mit der Mul-

tiplikation eine Gruppe bilden.

(b) Bestimmen Sie die Gruppe der Einheiten für die Ringe (Rn,⊕,⊙), wobei n =
5, 8, 10, 12 ist. Welche dieser Gruppen sind zueinander isomorph?

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Es sei E eine Menge mit mindestens zwei Elementen und P(E) die Potenzmenge von E,

d.h. die Menge aller Teilmengen von E. Auf P(E) betrachten wir die Verknüpfungen ∪,

∩ und die symmetrische Differenz ∆, welche für A,B ∈ P(E) durch

A∆B := (A ∪B) \ (A ∩ B)

definiert ist.

(a) Zeigen Sie, dass (P(E),∪,∩) kein Ring ist.

(b) Zeigen Sie, dass (P(E),∆,∩) ein kommutativer Ring mit Eins ist.

(c) Bestimmen Sie die Nullteiler und Einheiten von (P(E),∆,∩).


