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Serie 10 (40+10 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Die Eulersche ϕ-Funktion ist für n ∈ N definiert als

ϕ(n) =
∣∣{a ∈ N | (a, n) = 1 und 1 ≤ a ≤ n

}∣∣,
d.h. ϕ(n) ist die Anzahl der zu n teilerfremden, positiven ganzen Zahlen kleiner gleich n.

(a) Zeigen Sie, dass ϕ(p) = p− 1 für p ∈ P gilt.

(b) Es seien a, b ∈ Z, nicht beide zugleich 0, und d = (a, b). Beweisen Sie, dass x, y ∈ Z
mit x · a+ y · b = d existieren.

(c) Verwenden Sie Teilaufgabe (b), um die Gleichheit

ϕ(n) = |(Z/nZ)×|

für n ∈ N, n ≥ 2, zu zeigen.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

(a) Es seien n ∈ N, n ≥ 1 und a ∈ N, a ≥ 1 mit (a, n) = 1. Verwenden Sie Aufgabe
1(c), um

n
∣∣ (aϕ(n) − 1)

zu zeigen.

(b) Es seien p ∈ P und a ∈ N. Folgern Sie mit Hilfe von Aufgabe 1(a) und Teilaufgabe
(a) die Teilbarkeit

p
∣∣ (ap − a).

Dies ist der sogenannte kleine Satz von Fermat.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Es sei (K,+, ·) ein Körper. Zeigen Sie für a, b, c, d ∈ K, b, d 6= 0, die Gültigkeit der
folgenden Rechenregeln:



(i)
a

b
± c

d
=

a · d± b · c
b · d

.

(ii)
a

b
· c
d
=

a · c
b · d

.

Aufgabe 4 (10 Punkte)

(a) Es sei g ∈ N, g ≥ 2. Zeigen Sie, dass jede natürliche Zahl n ∈ N eine eindeutige
Darstellung der Form

n =
∑̀
j=0

qj · gj

mit natürlichen Zahlen 0 ≤ qj ≤ g − 1 (j = 0, . . . , `) und g` 6= 0 besitzt. Dies ist
die sogenannte g-adische Darstellung von n und wir schreiben n = q`q`−1 . . . q0 g. Ist
g = 10, so lassen wir den Index g weg und schreiben wie üblich n = q`q`−1 . . . q0.

(b) Bestimmen Sie die g-adische Darstellung der natürlichen Zahl 153 für g = 2, 5, 10.

(c) Entscheiden Sie, wann eine 2-adische Zahl n = q`q`−1 . . . q0 2 durch 112 teilbar ist.

Aufgabe 5* (10 Punkte)

(a) Beweisen Sie, dass
√
3 eine irrationale Zahl ist.

(b) Betrachten Sie die Menge

Q(
√
3) := {a+ b ·

√
3 | a, b ∈ Q}

zusammen mit den Verknüpfungen

(a+ b ·
√
3) + (c+ d ·

√
3) = (a+ c) + (b+ d) ·

√
3,

(a+ b ·
√
3) · (c+ d ·

√
3) = (ac+ 3bd) + (ad+ bc) ·

√
3.

Ist dann (Q(
√
3),+, ·) ein Körper? Beweisen Sie Ihre Aussage unter Verwendung

Ihres Wissens über (Q,+, ·)!


