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Bitte beachten:
JEDE Aufgabe auf einem neuen Blatt abgeben.
JEDES Blatt mit Namen, Matrikelnummer und Ubungsgruppe versehen.

Serie 10 (40+10 Punkte)

Aufgabe 1 (15 Punkte)

Es sei V; der Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich d mit reellen Koef-
d

d
fizienten. Die Ableitung eines Polynoms p(X) = > «; X7 ist durch p/(X) = > ja; X771
=0 j=1
gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
JoVa— Vi,

gegeben durch die Zuordnung p(X) — p/(X), linear ist. Welchen Thnen bekannten
Ableitungsregeln entspricht die Linearitét von f? Bestimmen Sie ker(f) und im(f).

(b) Geben sie die Koordinaten der Monome 1, ..., X% beziiglich der (geordneten) Stan-
dardbasis {1, X,..., X4} von V; und die Koordinaten ihrer Bilder f(1),..., f(X%)
beziiglich der (geordneten) Standardbasis {1, X,..., X971} von V,;_; an.

Aufgabe 2 (15 Punkte)
Es seien V und W reelle Vektorrdume. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Eine Abbildung f : V — W ist genau dann linear, wenn die Gleichheit

f(Z Aj“j) =Y Nif(y)
P j=1
fir alle vq,...,v, € Vund A\;..., A\, € R (n > 1) erfiillt ist.

(b) Es sei f : V — W eine lineare Abbildung. Das Bild f(U) C W eines linearen
Unterraums U C V ist ein linearer Unterraum von W.

(c¢) Nicht jede surjektive lineare Abbildung ist auch injektiv.

(d) Ist f:V — W linear und injektiv und ist die Menge von Vektoren {vy,...,v,} CV
(n > 1) linear unabhéngig, dann ist auch { f(v1), ..., f(v,)} C W linear unabhéngig.



Aufgabe 3 (10 Punkte)

Betrachten Sie den reellen Vektorraum R? und die lineare Abbildung

&1 381+ & — 383
[ R’ — R’ f &2 = 28,
&3 381 + 28 — 383

Bestimmen Sie die linearen Unterrdume ker(f) und im(f). Geben Sie einen linearen Un-
terraum U C R? an, fiir den U @ ker(f) = R? gilt (siehe Serie 8, Aufgabe 1).

Aufgabe 4* (10 Punkte)

Zur schnelleren Auslieferung der Geschenke hat Knecht Ruprecht fiir den Weihnachts-
mann einen Geschenkeverteiler gebaut, der die Geschenke mittels einer ausgetiiftelten
Mechanik und eines Katapults direkt in die Schornsteine beférdert. Dazu miissen die Ko-
ordinaten des entsprechenden Schornsteins in die Maschine eingegeben werden, die das
Geschenk dann in ebendiesen katapultiert.

Ungliicklicherweise kam es im Stress der Vorweihnachtszeit zu einem tiblen Streit zwischen
dem Weihnachtsmann und Knecht Ruprecht, worauf letzterer an einigen Stellschrauben
der Maschine drehte und in ein geheimes Kurhotel in den Schweizer Bergen verschwand.
Infolge von Knecht Ruprechts Sabotageakt wird nun ein Geschenk bei Eingabe der Schorn-

steinkoordinaten (?) zu den Koordinaten (Zl> =f ( (§1>) katapultiert. Die Funktion
2 2 2

f kennt der Weihnachtsmann selbstverstédndlich nicht, er weif aus der Konstruktion der
Maschine nur, dass f linear sein muss.
Er fihrt nun zwei Testlaufe durch und notiert, dass bei Eingabe der Koordinaten

1 6,8\ .. . . . 2 7,82
(5) bzw. (571) die Schornsteine mit Koordinaten ( 11_3,;1) bzw. <30,82) getroffen werden.

(a) An welchen Schornstein wird bei Eingabe der Koordinaten < 2 ) geliefert? Geben

20,6
Sie die Koordinaten des Schornsteins in Dezimalschreibweise an.

,Aber, protestiert ein Rentier, das die Arbeitslosigkeit fiirchtet, ,es ist doch offensichtlich,
dass wir mit dieser Maschine so nicht an beliebige Schornsteine ausliefern kénnen!“

(b) Was muss fiir die Koordinaten eines Schornsteins gelten, damit er beliefert werden
kann?

(c) Geben Sie alle moglichen Koordinaten an, bei deren Eingabe das Geschenk im

Schornstein mit den Koordinaten (613;) landet.

* Frohe Weihnachten und ein gutes Neues Jahr 2014! x



