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Serie 11 (40 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Es seien U , V und W reelle Vektorräume und f : U −→ V , g : V −→ W lineare
Abbildungen.

(a) Beweisen Sie, dass die Hintereinanderausführung

g ◦ f : U −→ W,

gegeben durch die Zuordnung

u 7→ g(f(u)) (u ∈ U),

ebenfalls eine lineare Abbildung ist.

(b) Zeigen Sie, dass g◦f genau dann injektiv ist, wenn sowohl f als auch g injektiv sind.
Gilt die gleiche Äquivalenz für die Surjektivität? Formulieren Sie eine entsprechende
Behauptung und beweisen Sie diese.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

(a) Betrachten Sie die lineare Abbildung

f : R3 −→ R
3, f

 ξ1
ξ2
ξ3

 :=

 3ξ1 + ξ2 − 3ξ3
2ξ2

3ξ1 + 2ξ2 − 3ξ3


aus Serie 10, Aufgabe 3. Bestimmen Sie die Zuordnungsvorschrift, welche die Ab-
bildung f ◦ f beschreibt, und berechnen Sie ker(f ◦ f) und im(f ◦ f).

(b) Es seien V ein reeller Vektorraum und g : V −→ V eine lineare Abbildung. Zeigen
Sie die Inklusionen ker(g) ⊆ ker(g ◦ g) und im(g ◦ g) ⊆ im(g).



Aufgabe 3 (10 Punkte)
Eine reelle Folge (α0, α1, α2, . . . ) heißt arithmetisch, wenn es ein δ ∈ R mit

αj+1 − αj = δ

für alle j ∈ N gibt. Es sei Va die Menge aller arithmetischen Folgen.

(a) Auf Va ist eine Addition durch

(α0, α1, α2, . . . ) + (β0, β1, β2, . . . ) := (α0 + β0, α1 + β1, α2 + β2, . . . )

und eine Skalarmultiplikation durch

λ · (α0, α1, α2, . . . ) := (λα0, λα1, λα2, . . . ) (λ ∈ R)

gegeben. Zeigen Sie, dass Va zusammen mit diesen Verknüpfungen ein reeller Vek-
torraum ist.

(b) Zeigen Sie weiter, dass Va isomorph zu R2 ist.

Hinweis zu (b): Finden Sie eine bijektive lineare Abbildung f : Va −→ R
2.

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Betrachten Sie den reellen Vektorraum L(R3,R2) und die linearen Abbildungen f, g, h ∈
L(R3,R2), welche durch

f

ξ1ξ2
ξ3

 :=

(
ξ1 + ξ2 + ξ3
ξ1 + ξ2

)
, g

ξ1ξ2
ξ3

 :=

(
2ξ1 + ξ3
ξ1 + ξ2

)
, h

ξ1ξ2
ξ3

 :=

(
2ξ2
ξ1

)

definiert sind. Geben Sie die zu den Abbildungen gehörigen Matrizen an. Zeigen Sie, dass
f, g, h linear unabhängig sind.


