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Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es seien M eine zusammenhängende topologische Mannigfaltigkeit und a, b, c ∈M . Weiter
bezeichne Wa,b die Menge aller Wege in M mit Anfangspunkt a und Endpunkt b. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen:

(i) Homotopie
”
∼ “ definiert auf der Menge Wa,b eine Äquivalenzrelation.

(ii) Falls γ und δ in Wa,b zueinander homotop sind, so sind auch γ−1 und δ−1 in Wb,a

zueinander homotop.

(iii) Falls γ1 und δ1 in Wa,b sowie γ2 und δ2 in Wb,c zueinander homotop sind, so sind
auch γ1γ2 und δ1δ2 in Wa,c zueinander homotop.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Es seien M eine zusammenhängende topologische Mannigfaltigkeit und a, b ∈M .

(i) Zeigen Sie, dass die Menge der Homotopieklassen π1(M,a) := Wa,a/ ∼ geschlossener
Wege mit Anfangs- und Endpunkt a (vgl. Aufgabe 1) zu einer Gruppe gemacht
werden kann. Die Gruppe π1(M,a) heißt die Fundamentalgruppe von M bezüglich
des Basispunktes a.

(ii) Zeigen Sie, dass π1(M,a) isomorph zu π1(M, b) ist.

(iii) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe π1(M,a) des Kreises M = S1 und der
Sphäre M = S2 im R3.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Sei α > 0 eine positive reelle Zahl. Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes,
dass ∫ ∞
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(Hinweis:
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Aufgabe 4 (10 Punkte)

Seien γ, δ : [0, 1] −→ C zwei differenzierbare Wege definiert durch

γ(t) := cos(2πt) + i sin(2πt) (t ∈ [0, 1]),

δ(t) := cos(2πt) + 2i sin(2πt) (t ∈ [0, 1]).

Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes, dass∫
γ

dz

z
=
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δ
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z

gilt, und folgern Sie daraus ∫ 2π

0

dt

cos2(t) + 4 sin2(t)
= π.

Aufgabe 5∗ (10 Punkte)

Eine Abbildung ϕ : C ∪ {∞} −→ C ∪ {∞} von der Form ϕ(z) = az+b
cz+d

mit a, b, c, d ∈ C
und ad− bc 6= 0 heißt Möbiustransformation. Finden Sie für drei paarweise verschiedene
Zahlen z0, z1, z2 ∈ C ∪ {∞} eine Möbiustransformation

ϕz0,z1,z2 : C ∪ {∞} −→ C ∪ {∞},

für welche ϕz0,z1,z2(z0) = 0, ϕz0,z1,z2(z1) = 1 und ϕz0,z1,z2(z2) =∞ gilt.
(Für eine weitere Zahl z3 ∈ C heißt w(z0, z1, z2, z3) := ϕz0,z1,z2(z3) das Doppelverhältnis
von z0, z1, z2 und z3).


