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Serie 12 (40 4+ 10 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es seien M eine zusammenhéngende topologische Mannigfaltigkeit und a, b, ¢ € M. Weiter
bezeichne W, ; die Menge aller Wege in M mit Anfangspunkt @ und Endpunkt b. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen:

(i) Homotopie ,, ~ ¢ definiert auf der Menge W, eine Aquivalenzrelation.

(ii) Falls v und ¢ in W,; zueinander homotop sind, so sind auch v~! und 6~ in W,
zueinander homotop.

(iii) Falls 74 und d; in W, sowie 72 und d2 in W, zueinander homotop sind, so sind
auch v, und 9,62 in W, . zueinander homotop.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Es seien M eine zusammenhéngende topologische Mannigfaltigkeit und a,b € M.
(i) Zeigen Sie, dass die Menge der Homotopieklassen 7 (M, a) := W, ./ ~ geschlossener
Wege mit Anfangs- und Endpunkt a (vgl. Aufgabe 1) zu einer Gruppe gemacht

werden kann. Die Gruppe 71 (M, a) heifit die Fundamentalgruppe von M beziiglich
des Basispunktes a.

(ii) Zeigen Sie, dass m; (M, a) isomorph zu 7 (M, b) ist.

(iii) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe m (M, a) des Kreises M = S! und der
Sphiire M = S? im R3.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Sei a > 0 eine positive reelle Zahl. Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes,
dass

o

/Ooexp(—l/Q(x—i—ia)Q)dx:/ exp(— 2%/2)dz

oo — 00

gilt, und folgern Sie daraus
o 1
/ exp(— z%/2) cos(ax)dz = 5V 2 exp (— a?/2).
0

(Hinweis: [~ _exp(— 2?/2)dz = v/2m).



Aufgabe 4 (10 Punkte)
Seien 7,6 : [0,1] — C zwei differenzierbare Wege definiert durch

v(t) := cos(2nt) + isin(27t) (t €[0,1)),
d(t) := cos(2nt) + 2isin(27t) (t € [0,1]).

Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes, dass

e
,YZ_(;Z

gilt, und folgern Sie daraus

/271' dt
=T.
o cos2(t) + 4sin?(t)

Aufgabe 5* (10 Punkte)

Eine Abbildung ¢ : CU {oo} — C U {oo} von der Form ¢(z) = %13 mit a,b,¢,d € C
und ad — be # 0 heit Mobiustransformation. Finden Sie fiir drei paarweise verschiedene

Zahlen zy, z1, 22 € CU {o0} eine Mébiustransformation
Pz0,21,22 - CuU {OO} — CU {00}7
fiir welche ¢, 2, 2, (20) = 0, ©s0.21.20(21) = 1 und @y 5, 2, (22) = 00 gilt.

(Fiir eine weitere Zahl z3 € C heiBt w(zo, 21, 22, 23) = Q2y.21.20(23) das Doppelverhdltnis
Von 29, 21, 22 und z3).



