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Serie 13 (40 + 10 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden komplexen Wegintegrale mit Hilfe der (verallgemeinerten)
Cauchy’schen Integralformel:

(i) / exz(z)dz fiir v(t) == exp(2mit) (¢t € [0, 1)),

(ii) / ij(le)dz fiir v(t) := 3exp(2mit) (¢ € [0,1]),

(iii) /7 e i:)gdz fir y(t) := i+ exp(2mit) (¢t € [0, 1]).

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Seien D C C ein Gebiet und f : D — C eine holomorphe Funktion mit |f(z) — 1] < 1
fiir alle z € D. Weiter sei 7 : [0, 1] — D ein geschlossener, differenzierbarer Weg. Zeigen

Sie, dass
[z
L 702) dz=0

gilt.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

(i) Seiu: C — R eine harmonische Funktion. Zeigen Sie, dass eine Funktion v : C —
R existiert, so dass die Funktion f = u + iv holomorph auf C ist.

(ii) Sei u: C — R eine harmonische Funktion. Zeigen Sie, dass

1

T or

u(0) /0 u( exp(2mit))dt

gilt.



Aufgabe 4 (10 Punkte)

Seien U;(0) := {z € C||z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe und f : U;(0) — C eine
holomorphe Funktion mit |f(z)| < |z|. Weiter seien 0 und 0 # b € U;(0) zwei Fixpunkte
von f, d.h. es gilt f(0) = 0 und f(b) = b. Zeigen Sie, dass dann f(z) = z fiir alle
z € Ul(O) gllt

(Hinweis: Maximumsprinzip).

Aufgabe 5* (10 Punkte)

Fiir eine komplexe Zahl s € C und eine natiirliche Zahl n € N definieren wir n® :=
exp(slog(n)). Zeigen Sie:
= 1
(i) Die Reihe ((s) := Z — konvergiert absolut und gleichméfig fiir alle s € C mit
nS

n=1

Re(s) > 1 (Riemannsche Zetafunktion).

(ii) Die Reihe Z lw|™* mit L := Z & iZ konvergiert absolut und gleichméBig fiir
weL\{0}
alle s € C mit Re(s) > 2.



