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Bitte beachten:
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Serie 4 (40+10 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte) (Die symmetrische Gruppe)
Sei [n] die Menge {1, 2, . . . , n}. Mit Sn bezeichnen wir die Menge aller bijektiven Abbil-
dungen von [n] auf [n].

(a) Zeigen Sie, dass die Menge Sn (mit der Verknüpfung „◦“ von Abbildungen) eine
Gruppe bildet.

(b) Weisen Sie nach, dass die Gruppe Sn für n ≥ 3 nicht kommutativ ist.

Bemerkung: Ein Element σ ∈ Sn heißt Permutation. Wir schreiben σ ∈ Sn in der Form

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
.

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Seien U1 und U2 zwei Unterräume eines reellen Vektorraumes V .

(a) Beweisen Sie, dass der Durchschnitt U1 ∩ U2 auch ein Unterraum von V ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel dafür, dass die Vereinigung U1 ∪ U2 kein Vektorraum ist.

(c) Beweisen Sie, dass U1∪U2 nur dann ein Vektorraum ist, wenn U1 ⊆ U2 oder U2 ⊆ U1

gilt.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Wir betrachten die Menge U aller n-Tupel

x =


ξ1
ξ2
...
ξn





des Vektorraumes Rn, welche die m Gleichungen

α11ξ1 + α12ξ2 + . . . + α1nξn = β1

α21ξ1 + α22ξ2 + . . . + α2nξn = β2
...

αm1ξ1 + αm2ξ2 + . . . + αmnξn = βm

erfüllen (αjk ∈ R, βj ∈ R mit j = 1, . . . ,m und k = 1, . . . , n).

(a) Beweisen Sie, dass U ein Unterraum von Rn ist, falls β1 = β2 = . . . = βm = 0 gilt.

(b) Bleibt die Aussage aus (a) richtig, wenn für mindestens ein j ∈ {1, . . . ,m} ein βj 6= 0
ist?

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Sind die Vektoren

v1 =


1
2
3
4

 , v2 =


5
6
7
8

 , v3 =


9
10
11
12

 , v4 =


13
14
15
16


im reellen Vektorraum R4 linear abhängig? Begründen Sie Ihre Antwort!

Aufgabe 5* (10 Punkte)

(a) Es seien v und w linear unabhängige Vektoren aus einem reellen Vektorraum V . Sind
die Vektoren v + w, v − 2w, 2v − w linear abhängig? Begründen Sie Ihre Antwort!

(b) Es seien v und w linear unabhängige Vektoren aus einem reellen Vektorraum V .
Geben Sie alle Teilmengen von Vektoren der Menge {v + w, v − 2w, 2v − w} an,
welche linear unabhängig sind.

(c) Für welche Werte λ ∈ R ist der Vektor v =
(

1
2
λ

)
∈ R3 als Linearkombination der

Vektoren

w1 =

 1
1
1

 , w2 =

 1
3
1

 , w3 =

 1
2
λ2


darstellbar? Ist die Darstellung eindeutig?


