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Serie 5 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Fiir eine Matrix A € M,,(C) ist das Matrizezponential exp(A) durch die Reihe

exp(A) := Z
=0

| =
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!

)

definiert.

(a) Zeigen Sie, dass durch ||Al| := n - max{|ay |}k j=1,. . eine Norm (s. Analysis) auf

dem komplexen Vektorraum M, (C) definiert wird.
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(b) Beweisen Sie die Ungleichung ||A - Blloo < ||A]|eo  |Bllee (A, B € M,,(C)).

(c) Benutzen Sie (b), um zu zeigen, dass die Reihe exp(A4) = >"° AY/¢! fiir alle A €
M,,(C) einen Grenzwert besitzt.

(d) Es sei S eine regulire Matrix. Zeigen Sie, dass exp(S™-A-S) = S~ exp(4)- S gilt.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

(a) Esseien A, B € M,,(C) zwei kommutierende Matrizen (d.h. A- B = B- A). Zeigen Sie,
dass dann exp(A + B) = exp(A) - exp(B) gilt. Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass
diese Identitat nicht fiir beliebige Matrizen gilt.

(b) Zeigen Sie, dass exp(A) stets invertierbar ist.

(c) Berechnen Sie exp(D) fiir eine Diagonalmatrix D € M,,(C), exp(J,) fiir eine Jordan-
matrix J, € M, (C) sowie exp(A - E,, + J,,) (A € C) mit Hilfe von (a).

(d) Berechnen Sie unter Verwendung der Jordanschen Normalform exp(A) explizit fiir die

Matrix
1 0 -1 -1
1 1 -1 0
A=1 9 o 2 1| €MD
2 0 1 2



Aufgabe 3 (10 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass R™ mit dem Standardskalarprodukt ein Euklidischer Vektorraum ist.
(b) Weisen Sie nach, dass durch

<(§1)7(m)>:=3-§1'771+2~§1'772+2'§2'771+2'§2'772
2 2

ein Skalarprodukt auf R? definiert wird.

(c) Zeigen Sie, dass auf dem C-Vektorraum C(I,C) der komplexwertigen stetigen Funk-
tionen auf dem Intervall I = [0, 1] durch

(f,g) = /O £ (500 dt

ein unitéres Skalarprodukt definiert wird.



