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Serie 7 (40+10 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es sei

A= (g ?) € My (R).

&2 72
dann ein Skalarprodukt auf R? definiert, wenn o > 0 und det(A) > 0 gilt.

Fiir z = (&) LY = (771> € R? sei (z,y) == (&1,&)-A- (Zl> . Zeigen Sie, dass (-, -) genau
2

Aufgabe 2 (10 Punkte)

(a) Fir A, B € Ma(R) sei geméh (A, B) := tr(A" - B) ein Skalarprodukt auf My(R)
definiert (siehe Serie 6, Aufgabe 1(c)). Zeigen Sie, dass
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eine Orthonormalbasis von My (R) ist. Bestimmen Sie weiter das orthogonale Kom-
plement der Unterraume der Diagonalmatrizen sowie der symmetrischen Matrizen.

27
(b) Fiir f,g € C([0,27]) sei gemdR (f,g) := 5= [ f(t)g(t)dt ein Skalarprodukt auf
0

C([0,27]) definiert (siche Serie 6, Aufgabe 1(d)). Berechnen Sie den Winkel zwi-
schen f(t) = exp(t/2m) und g(t) = 4t.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

&1 T
Firxz = &,y = | m | € R? sei eine bilineare und symmetrische Abbildung (, ) :
&3 n3

R3 x R? — R geméf
(z,y) =26 + 3&me + 4&ns + & + Eamn + &z + E3m + Eams + &3
definiert.



(a) Zeigen Sie, dass R mit (-,-) ein Euklidischer Vektorraum ist. Bestimmen Sie die
Gramsche Matrix beziiglich der Standardbasis des R? sowie beziiglich der Basis
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des R3.

(b) Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis B’ von R?, indem Sie das Schmidtsche Or-
thonormalisierungsverfahren auf die Basis B aus (a) anwenden. Bestimmen Sie die
Gramsche Matrix beziiglich B'.

Aufgabe 4 (10 Punkte)

Betrachten Sie den Euklidischen Vektorraum R?® mit dem Standardskalarprodukt (-,-)
und die Ebenen

1 0 1
E, = { 14+ =1 +X[=2] I, XE R} C R3,
0 1 1

2 —2 4
Egz{ 1|+ | 1| +pa| -2 ul,ugeR}CRS.
0 1 -1

(a) Bestimmen Sie einen Normalenvektor n; € R? zu E; (d.h. n; L F;) mit [|n;]| = 1
fiir j = 1,2.

(b) Berechnen Sie den Winkel zwischen E; und FEs.

(c) Ergénzen Sie n; zu einer Orthonormalbasis {ny, by, b3} des R3.

Aufgabe 5* (10 Punkte)

(a) Beweisen Sie die Ungleichung

w/2

/ V/sin(t) cos(t)dt < 1.

Hinweis: Definieren Sie einen geeigneten Kuklidischen Vektorraum und verwenden
Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

(b) Es sei P, der R-Vektorraum aller Polynome vom Grad < 4 mit reellen Koeffizienten
1

und fiir f,g € Py sel geméh (f,g) := [ f(t)g(t)dt ein Skalarprodukt auf P, defi-
“1

niert. Bestimmen Sie eine Basis fiir das orthogonale Komplement der konstanten
Polynome.



