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Aufgabe 1 (10 Punkte)

Die Körpererweiterungen K ⊆ L ⊆ E seien vorgelegt. Beweisen Sie, dass die Körperer-
weiterungen L/K und E/L genau dann algebraisch sind, wenn die Körpererweiterung
E/K algebraisch ist.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Seien E/K eine endliche Körpererweiterung und α ∈ E. Weiter bezeichne ϕα : E −→ E
den K-linearen Endomorphismus von E, der durch ϕα(β) = α · β (β ∈ E) gegeben ist.
Zeigen Sie:

(i) Das Minimalpolynom mϕα der linearen Abbildung ϕα ist gleich dem Minimalpoly-
nom Irr(α,K) von α über K.

(ii) Bestimmen Sie für K := Q und E := Q
(
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das Minimalpolynom Irr(α,Q) von

α := 3
√
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, indem Sie das Minimalpolynom mϕα mit Hilfe des charakteristi-
schen Polynoms zu ϕα bestimmen.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Sei E der Erweiterungskörper Q(
√

3,
√

5, 3
√

7) von Q. Bestimmen Sie ein ϑ ∈ E mit der
Eigenschaft E = Q(ϑ).
(Hinweis: Benutzen Sie zur Konstruktion von ϑ das im Beweis des Satzes vom primitiven
Element angegebene Verfahren.)

Aufgabe 4 (10 Punkte)

Eine Einheitsstrecke sei vorgelegt. Zeigen Sie, dass eine Strecke der Länge α genau
dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn eine endliche, aufsteigende Kette von
Körpererweiterungen

Q = K0 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ . . . ⊆ Kn

mit [Kj : Kj−1] = 2 (j = 1, . . . , n) existiert, so dass α ∈ Kn gilt.

Aufgabe 5∗ (10 Punkte)

Seien K ein Körper und f(X) ∈ K[X] ein Polynom. Weiter bezeichne f ′(X) die formale
Ableitung von f(X). Zeigen Sie:



(i) f(X) ist separabel über K genau dann, wenn f(X) und f ′(X) teilerfremd sind, d.h.
wenn der größte gemeinsame Teiler

(
f(X), f ′(X)

)
eine Einheit in K[X] ist.

(ii) Falls f(X) zudem irreduzibel ist, dann ist f(X) separabel über K genau dann, wenn
f ′(X) nicht das Nullpolynom ist.


