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Bitte beachten:
JEDE Aufgabe auf einem neuen Blatt abgeben.
JEDES Blatt mit Namen, Matrikelnummer, Ubungsgruppennummer versehen.

Serie 8 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

(a) Es sei die Matrix

1 344i 0
A=[3-4i 1 0] eM(@)
0 0 2

gegeben. Bestimmen Sie eine unitidre Matrix S € Uz(C), so dass S AS Diagonalgestalt
besitzt.

(b) Der reelle Vektorraum R[X]<; sei mit dem Skalarprodukt

1
P(X),a(X) = [P0 AX (BX),a(X) € RIX]<)
1
versehen. Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung f € L(R[X]<1), gegeben durch die

Zuordnung
p(X) = p(1)(3X + 1),

beziiglich dieses Skalarprodukts selbstadjungiert ist und bestimmen Sie eine Orthogo-
nalbasis von R[X]<;, beziiglich der die Matrix von f Diagonalgestalt hat.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

(a) Es seien (V,(-,-)) ein unitdrer Vektorraum und f € L(V) ein Endomorphismus.
Zeigen Sie: Ist || f(z)|| = ||z|| fiir alle x € V, ist f also langentreu, so ist f bereits
unitar.

(b) Wir betrachten den Vektorraum C" mit dem Standardskalarprodukt und die Matrix
A e M,(0O).

Zeigen Sie, dass die Eigenwerte Ay, ..., A\, der Matrix A’ A reell und nicht-negativ sind,



also in der Form 0 < A\ < ... < )\, angeordnet werden konnen.
Zeigen Sie weiter, dass fiir alle z € C" die Ungleichungen

VAl < [lAz]] < v/ Au[l«]

bestehen.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Eine hermitesche Matrix P € Herm,,(C) heifst positiv definit, falls fiir alle z € C" \ {0} die
Bedingung 7' Pz > 0 erfiillt ist.

Es sei A € GL,(C) eine invertierbare Matrix. Zeigen Sie, dass U € U,(C) und P €
Herm,, (C), P positiv definit, existieren, so dass A als Produkt

A=UP
geschrieben werden kann. Gehen Sie dazu folgendermafen vor:

(a) Bestimmen Sie S € U,(C) und D € M, (R) diagonal und positiv definit, so dass
A'A=7T3'D2S gilt.

(b) Setzen Sie P := S'DS und zeigen Sie, dass P hermitesch und positiv definit ist.
(c) Bestimmen Sie U derart, dass A = UP gilt, und zeigen Sie, dass U unitér ist.

Bemerkung: Dies ist eine Verallgemeinerung der Polarzerlegung fiir komplexe Zahlen z € C
als z = €"r (p € [0,2m), r > 0).



