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Bitte beachten:
JEDE Aufgabe auf einem neuen Blatt abgeben.

JEDES Blatt mit Namen, Matrikelnummer und Übungsgruppe versehen.

Serie 8 (40+10 Punkte)

Aufgabe 1 (10+2 Punkte)
Welche der folgenden Abbildungen reeller Vektorräume sind linear?

(a) f : R3 −→ R2, f

 ξ1
ξ2
ξ3

 =

(
ξ1 − ξ2 − ξ3
2ξ1 + ξ2 + ξ3

)
.

(b) f : R3 → R3, f

 ξ1
ξ2
ξ3

 =

 ξ3
ξ1 + 1

0

.

(c) f : R2 → R, f

((
ξ1
ξ2

))
= ξ1 · ξ2.

(d) f : R −→ R, f(x) = 3x− 1

2
.

(e)* f : P3 → P3, f
(
p(t)

)
= p′(t);

hierbei sei P3 der R-Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad kleiner
gleich drei.

Begründen Sie alle Ihre Ergebnisse vollständig!

Aufgabe 2 (10+4 Punkte)
Seien V und W reelle Vektorräume. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Eine Abbildung f : V → W ist genau dann linear, wenn die Gleichheit

f(λ1v1 + λ2v2) = λ1f(v1) + λ2f(v2)

für alle λ1, λ2 ∈ R und v1, v2 ∈ V erfüllt ist.

Bitte wenden!



(b) Eine Abbildung f : V → W ist genau dann linear, wenn die Gleichheit

f
( n∑

j=1

λjvj

)
=

n∑
j=1

λjf(vj)

für alle λ1 . . . , λn ∈ R und v1, . . . , vn ∈ V (n ≥ 1) erfüllt ist.

(c) Ist f : V → W linear und sind die Vektoren v1, . . . , vn ∈ V (n ≥ 1) linear abhängig,
dann sind auch f(v1), . . . , f(vn) ∈ W linear abhängig.

(d)* Ist f : V → W linear und injektiv und sind die Vektoren v1, . . . , vn ∈ V (n ≥ 1)
linear unabhängig, dann sind auch f(v1), . . . , f(vn) linear unabhängig.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Bestimmen Sie jeweils eine Basis von ker(f) und im(f) der beiden folgenden linearen
Abbildungen:

(a) f : R3 −→ R2, f

 ξ1
ξ2
ξ3

 =

(
ξ1 + ξ2 − ξ3
ξ1 + 3ξ2 + ξ3

)
.

(b) f : P3 −→ P3, f
(
p(t)

)
= p′(t) (P3 vgl. Aufgabe 1).

Berechnen Sie die Größe dimR ker(f) + dimR im(f). Was stellen Sie fest?

Aufgabe 4 (10+4 Punkte)

(a) Geben Sie explizit eine lineare Abbildung f : R2 −→ R2 mit der Eigenschaft

f

((
5
3

))
=

(
4
17

)
, f

((
2
1

))
=

(
−3
8

)
an. Zeigen Sie überdies, dass f ein Isomorphismus ist.

(b)* Bestimmen Sie eine lineare Abbildung f : R3 → R4, für die gilt:

im(f) =

〈
1
2
0
−4

 ,


2
0
−1
−3

〉.
Hinweis: Verwenden Sie den Satz über die lineare Fortsetzung.


