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Bitte beachten:
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Serie 4 (40 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

(a) Die reellen Matrizen A1, A2 ∈ Mn(R) seien gegeben durch

A1 =

 −2 1 2
6 2 −3
−2 2 3

 , A2 =

 1 4 3
2

0 1 1
2

−1 −5 −2

 .

Bestimmen Sie die reellen Eigenwerte von A1 und A2, ihre algebraische und geome-
trische Vielfachheit sowie Basen der zugehörigen Eigenräume.

(b) Betrachten Sie nun die komplexe Matrix A3 ∈ Mn(C), gegeben durch

A3 =

 −1− i −2− 2i −1− i
−i 0 −1
1 + i 2 + 2i 1 + i

 .

Bestimmen Sie die Eigenwerte von A3, ihre algebraische und geometrische Vielfach-
heit sowie Basen der zugehörigen Eigenräume.

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Es sei A ∈ Mn(C).

(a) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom pA(t) von A ein Polynom vom Grad
n ist, d.h.

pA(t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0

mit a0, . . . , an ∈ C und an 6= 0.

(b) Zeigen Sie, dass

an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1tr(A), a0 = det(A)



gilt. Hierbei ist die Spur tr(A) von A = (αj,k)j,k=1,...,n ∈ Mn(C) die Summe der
Diagonaleinträge von A, d.h.

tr(A) =
n∑

j=1

αj,j.

(c) Es seien λ1, . . . , λn ∈ C die Eigenwerte von A. Zeigen Sie:

tr(A) =
n∑

j=1

λj, det(A) =
n∏

j=1

λj.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Es sei V3 der Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich 3 mit reellen Ko-

effizienten. Die zweite Ableitung eines Polynoms p(X) =
3∑

j=0

αjX
j ist durch p′′(X) =

3∑
j=2

j(j − 1)αjX
j−2 gegeben. Die lineare Abbildung

f : V3 −→ V3,

sei gegeben durch die Zuordnung p(X) 7→ p′′(X). Berechnen Sie die Eigenwerte von f ,
ihre algebraische und geometrische Vielfachheit sowie die dazugehörigen Eigenräume.

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Es sei A ∈ Mn(R). Zeigen Sie:

(a) Es gilt rg(A) < n genau dann, wenn 0 ein Eigenwert von A ist.

(b) Wenn λ Eigenwert von A ist, dann ist λk Eigenwert von Ak für alle k ∈ N.
Folgt auch umgekehrt aus der Eigenschaft „λk0 ist Eigenwert von Ak0 für ein k0 ∈ N“,
dass λ Eigenwert von A ist?

(c) Wenn Ak = 0 für ein k ∈ N gilt, dann ist jeder Eigenwert von A gleich 0.


