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Bitte beachten:
JEDE Aufgabe auf einem neuen Blatt abgeben.
JEDES Blatt mit Namen, Matrikelnummer und Ubungsgruppe versehen.

Serie 6 (40 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es bezeichne V3 den Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich 3 mit reellen
Koeffizienten und p”(X) die zweite Ableitung des Polynoms p(X). Die lineare Abbildung
f V3 — V5 sei gegeben durch die Vorschrift

f(p(X)) = (X?+ X +1)-p"(X).

Zeigen Sie, dass f diagonalisierbar ist und bestimmen Sie eine Zerlegung von V3 in Eigen-
rdume von f.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Im Folgenden seien A = (ay )k, j=1
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(a) Zeigen Sie, dass durch ||Al|« = n - max{|a |}k, =1
dem reellen Vektorraum M, (R) definiert wird.
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(b) Beweisen Sie die Ungleichung [|A - Blloc < [|A]lco - || Blloo -
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(c) Benutzen Sie (b), um zu zeigen, dass die Reihe exp(A) := > A?//! fiir alle A €
M, (R) einen Grenzwert in M,,(R) besitzt. o
Hinweis: Sie konnen verwenden, dass M, (R) beztiglich || - [|» vollstindig ist. Es ist
somit zu zeigen, dass die Partialsummen A,, := ;:()Ag /0! (m € N) eine Cauchyfolge
bilden.

(d) Es sei S eine regulidre Matrix. Zeigen Sie, dass exp(S™'-A-S) = 57! -exp(4) - S
gilt.

(e) Es sei A eine diagonalisierbare Matrix. Berechnen Sie exp(A) mit Hilfe der Eigen-
werte und einer Basis aus Eigenvektoren.



Aufgabe 3 (10 Punkte)

Es sei
1 4 0
A= -1 -3 0 € M3(R).
-1 -2 -1

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom p4(t) und das Minimalpolynom m 4(t)
von A .

(b) Berechnen Sie die Eigenrdume und die Hauptraume von A.

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Es sei A € M,,(R). Zeigen Sie:

(a) A ist invertierbar genau dann, wenn p4(0) # 0 gilt.
(b) A ist invertierbar genau dann, wenn m4(0) # 0 gilt.

(c) Es sei A € GL,(R). Berechnen Sie die Inverse von A als Polynom in A.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Cayley-Hamilton.

(d) Berechnen Sie die Inverse von

A:
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mit der in (c¢) entwickelten Methode.



