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Bitte beachten:
JEDE Aufgabe auf einem neuen Blatt abgeben.
JEDES Blatt mit Namen, Matrikelnummer und Ubungsgruppe versehen.

Serie 8 (40 Punkte)
Aufgabe 1 (10 Punkte)

S m
Firz= (& |,y=|m] € R¥sei () : R* x R® = R definiert durch
&3 73

(x,y) = &m + 3ame + 4&sms + & + oy + Ems + E3m + Eams + Eama.

(a) Zeigen Sie, dass (-, -) ein Skalarprodukt auf R? definiert. Bestimmen Sie die Gram’sche
Matrix beziiglich der Standardbasis und beziiglich der geordneten Basis

1 1 1
B—{bl— 17b2: —1,b3: 0 }
1 0 -1

des R3.

(b) Bestimmen Sie eine beziiglich (-, -) orthogonale Basis fiir den Unterraum < by, by >.
Erginzen Sie diese zu einer orthogonalen Basis des R3.

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Es sei V), der Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich 4.

(a) Zeigen Sie, dass fiir p,q € V durch
1

(prq) == / P(X)g(X) dX

ein Skalarprodukt auf V} definiert wird.

(b) Berechnen Sie beziiglich dieses Skalarprodukts die Winkel zwischen den Polynomen
1 und X, X und X2, X? und X3 sowie X? und X*.

(¢) Wenden Sie das Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren auf die Basis {1, X, X?,
X3, X*} an.



Aufgabe 3 (10 Punkte)
Es sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorratg Der Abstand zweier affiner Unterrdume
A, A" C Vst durch d(A, A") :=  inf  ||PP'|| definiert.

(2)

PcA,P'cA

Fiir z = <§1), Y = (771) € R? sei durch
& 12
(T, y) == &m + 26m2 + 26m + 5Eame
ein Skalarprodukt im R? definiert. Bestimmen Sie den Abstand des Punktes ((1])
zu der Geraden <((1))> beziiglich (-, ).

Wir betrachten nun R™ mit dem Standardskalarprodukt. Die windschiefen Geraden
G1,Go C R™ seien durch

G1:{121+/\w1|>\61R}, ng{v2+uw2\u€ﬂ%}

mit vy, vo, wy,wy € R™ gegeben. Bestimmen Sie mittels Differentialrechnung eine
Formel fiir d(G1, Ga).
Zeigen Sie weiter, dass der Verbindungsvektor ?P; der Punkte P, € G1, P, € (G,
fiir die das Infimum angenommen wird, senkrecht auf den Richtungsvektoren der
beiden Geraden steht.

Aufgabe 4 (10 Punkte)

()

(b)

(c)

Es seien (-, -) das Standardskalarprodukt des R™ und z,y € R™. Fiir welche Matrizen
A € M,,(R) definiert (x,y)4 := (Az, Ay) ebenfalls ein Skalarprodukt auf R"?

Fiir A € M,(R) sei ||Al|2 gegeben durch

Ax, A
|Alj3 == max M
zeR™\{0} (x,x)

Zeigen Sie, dass || - ||2 eine Norm auf M,,(R) definiert.

Berechnen Sie ||Al|; fiir die Matrix

A:@ ‘5*)

Hinweis: Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A'A und
stellen Sie # € R? beziiglich dieser Basis dar.



