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Serie 8 (40 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Für x =

ξ1ξ2
ξ3

, y =

η1η2
η3

 ∈ R3 sei 〈·, ·〉 : R3 ×R3 → R de�niert durch

〈x, y〉 := ξ1η1 + 3ξ2η2 + 4ξ3η3 + ξ1η2 + ξ2η1 + ξ1η3 + ξ3η1 + ξ2η3 + ξ3η2.

(a) Zeigen Sie, dass 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt aufR3 de�niert. Bestimmen Sie die Gram'sche
Matrix bezüglich der Standardbasis und bezüglich der geordneten Basis

B =

{
b1 =

1
1
1

, b2 =
 1
−1
0

, b3 =
 1

0
−1

}
des R3.

(b) Bestimmen Sie eine bezüglich 〈·, ·〉 orthogonale Basis für den Unterraum < b1, b2 >.
Ergänzen Sie diese zu einer orthogonalen Basis des R3.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Es sei V4 der Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich 4.

(a) Zeigen Sie, dass für p, q ∈ V4 durch

〈p, q〉 :=
1∫

−1

p(X)q(X) dX

ein Skalarprodukt auf V4 de�niert wird.

(b) Berechnen Sie bezüglich dieses Skalarprodukts die Winkel zwischen den Polynomen
1 und X, X und X2, X2 und X3 sowie X3 und X4.

(c) Wenden Sie das Schmidt'sche Orthogonalisierungsverfahren auf die Basis {1, X,X2,
X3, X4} an.



Aufgabe 3 (10 Punkte)

Es sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer Vektorraum. Der Abstand zweier a�ner Unterräume

A,A′ ⊆ V ist durch d(A,A′) := inf
P∈A,P ′∈A′

‖
−−→
PP ′‖ de�niert.

(a) Für x =

(
ξ1
ξ2

)
, y =

(
η1
η2

)
∈ R2 sei durch

〈x, y〉 := ξ1η1 + 2ξ1η2 + 2ξ2η1 + 5ξ2η2

ein Skalarprodukt im R
2 de�niert. Bestimmen Sie den Abstand des Punktes

(
0
1

)
zu der Geraden

〈(1
0

)〉
bezüglich 〈·, ·〉.

(b) Wir betrachten nun Rn mit dem Standardskalarprodukt. Die windschiefen Geraden
G1, G2 ⊆ Rn seien durch

G1 = {v1 + λw1|λ ∈ R}, G2 = {v2 + µw2|µ ∈ R}

mit v1, v2, w1, w2 ∈ Rn gegeben. Bestimmen Sie mittels Di�erentialrechnung eine
Formel für d(G1, G2).

Zeigen Sie weiter, dass der Verbindungsvektor
−−→
P1P2 der Punkte P1 ∈ G1, P2 ∈ G2,

für die das In�mum angenommen wird, senkrecht auf den Richtungsvektoren der
beiden Geraden steht.

Aufgabe 4 (10 Punkte)

(a) Es seien 〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt desRn und x, y ∈ Rn. Für welche Matrizen
A ∈ Mn(R) de�niert 〈x, y〉A := 〈Ax,Ay〉 ebenfalls ein Skalarprodukt auf Rn?

(b) Für A ∈ Mn(R) sei ‖A‖2 gegeben durch

‖A‖22 := max
x∈Rn\{0}

〈Ax,Ax〉
〈x, x〉

.

Zeigen Sie, dass ‖ · ‖2 eine Norm auf Mn(R) de�niert.

(c) Berechnen Sie ‖A‖2 für die Matrix

A =

(
3 4
0 5

)
.

Hinweis : Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von AtA und
stellen Sie x ∈ R2 bezüglich dieser Basis dar.


