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Grundlagen

1.1 Aussagen, logische Schliisse und Beweisstrategien

Aussagen sind sprachliche oder schriftliche Gebilde, die im téglichen Leben zur Beschrei-

bung und Mitteilung von Sachverhalten und Meinungen dienen. Die Mathematik befasst

sich mit Aussagen, von denen man wissen will, ob sie wahr oder falsch sind. Insbesondere

mochte man wahre Aussagen iiber vermutete Zusammenhédnge machen. Wir préazisieren

deshalb zunéchst, was wir in der Mathematik unter Aussagen verstehen.

Eine mathematische Aussage ist eine Aussage, die in einem gegebenen Kontext immer

entweder wahr oder falsch ist.

Je nachdem, ob eine Aussage wahr oder falsch ist, ordnen wir ihr einen Wahrheitswert

W(=wahr) oder F(=falsch) zu.

Beispiele:

”Jedes Dreieck hat drei Ecken” ist eine mathematische Aussage. Sie ist wahr.

Die Aussage ”"Die Innenwinkelsumme jedes Dreiecks betrdgt 180°” ist eine mathemati-
sche Aussage. Ob sie wahr oder falsch ist, hingt allerdings vom betrachteten Kontext
ab. In der Euklidischen Geometrie ist sie wahr. Sie werden in der Vorlesung tiber
Elementargeometrie die Lobatschewski-Geometrie kennenlernen, in der diese Aussage
falsch ist (Hier ist die Aussage "Die Innenwinkelsumme jedes Dreiecks ist kleiner als
180°” wahr).

Die Aussage ”Die Gleichung x*> + 2x +2 = 0 hat eine Lisung” ist eine mathematische
Aussage. Sucht man Losungen x im Bereich der reellen Zahlen, so ist diese Aussa-
ge falsch. Im Bereich der komplexen Zahlen, die wir im Kapitel 2 dieser Vorlesung
kennenlernen werden, ist diese Aussage wahr.

Der Aussage ”In Berlin lebt man gern” kann man weder den Wahrheitswert ”wahr”
noch den Wahrheitswert ”falsch” zuordnen. Ob man diese Aussage bejaht oder nicht,
héngt von der Auffassung des Betrachters ab. Sie hat deshalb nicht den Charakter einer

mathematischen Aussage.
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e Die Aussage "Diese Aussage ist falsch” ist keine mathematische Aussage. Ware sie

wahr, so ware sie gleichzeitig falsch. Wére sie falsch, so wére sie gleichzeitig wahr.

Statt: Die Aussage A wahr, so sagt man auch: A gilt oder A ist richtig.

Im Folgenden werden wir unter Aussagen stets mathematische Aussagen verstehen. Die
Formulierung von Aussagen kann sehr kompliziert sein, sie kénnen durch Verkniipfung
von mehreren Aussagen durch Worte wie "und”, ”oder”, "nicht”, ”weder - noch”, ”sowohl
als auch”, "wenn - so”, ... entstehen. Man kann sich fragen, wie der Wahrheitswert einer
Aussage von diesen Teilaussagen abhéngt. In der Umgangssprache wird das nicht immer
einheitlich gehandhabt und fiihrt dadurch mitunter zu Mifiverstandnissen. In der Mathe-
matik fixiert man den Wahrheitswert der aus Teilaussagen verkniipften Aussage ein fir
alle mal. Wir stellen dies in den folgenden Tabellen zusammen, die man auch ” Wahrheits-

tafeln” nennt.

1. Negation(Verneinung) einer Aussage A ("nicht A”, symbolisch: = A)

Beispiel: Die Ausage A lautet: Alle Franzosen trinken gern Wein.
Die Negation —A lautet dann: Nicht alle Franzosen trinken gern Wein (oder auch: Es gibt

einen Franzosen, der nicht gern Wein trinkt).

Wahrheitstafel:
Al—-A L.
WiF d.h., wenn A wahr ist, ist = A falsch;
wenn A falsch ist, ist —=A wahr.
F W

2. Konjunktion zweier Aussagen A, B: ("A und B”, symbolisch: A A B).

Wahrheitstafel:
A|B||ANB
WWwW|| W
wlirl F d.h., AA B ist genau dann wahr, wenn sowohl
A als auch B wahr sind.
FIW| F
F|F| F

3. Disjunktion zweier Aussagen A, B: (”A oder B”, symbolisch: AV B).
Wahrheitstafel:
A AV B

d.h., AV B ist genau dann wahr, wenn min-

destens eine der Aussagen A oder B wahr ist.

=R BE=R
o = = =

W
W
F
F
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Im Gegensatz zu mancher Verwendung des Wortes oder in der Umgangssprache als aus-
schlieffendes oder bedeutet das Wort oder in der Mathematik immer ein nichtausschlie-
Bendes oder. A oder B ist wahr bedeutet also immer, dass eine der beiden Aussagen wahr
ist, moglicherweise aber auch beide. Fiir ein ausschlieflendes oder benutzt man in der Ma-

thematik immer die Worte entweder ... oder.

4. Implikation : (”Aus A folgt B”, symbolisch: A = B).

Wahrheitstafel:
A|B|A= B
wiwlw d.h., wenn die Aussage A falsch ist, ist die Aussage A = B
Wl P immer wahr, unabhéngig davon, ob B wahr oder falsch ist.
rlwll w 7.B. ist die Implikation Aus n teilt 2 folgt n teilt 6 fur alle
Flr W natiirlichen Zahlen n wahr.

Die Aussage A = B ist genau dann wahr, wenn die Wahrheit von A stets die Wahrheit
von B nach sich zieht. Fiir eine wahre Implikation A = B sagt man deshalb auch:

wenn A gilt, so gilt auch B;

B gilt, falls A gilt;

(die Giltigkeit von) A ist hinreichend fir (die Giltigkeit von) B;

(die Giiltigkeit von) B ist notwendig fir (die Gultigkeit von) A.

Beispiel: Es sei ) ein Viereck in der Euklidischen Ebene. Dann ist die Implikation:

Q ist ein Rechteck = @ ist ein Trapez

wahr. Die Eigenschaft, ”Rechteck” ist hinreichend fiir die Eigenschaft ”Trapez”, die Ki-
genschaft " Trapez” ist notwendig fiir die Eigenschaft ”Rechteck”.

5. Aquivalenz zweier Aussagen

Definition 1.1. Zwei Aussagen A und B nennt man dquivalent (symbolisch: A < B),
wenn sie die gleichen Wahrheitswerte haben, d.h., entweder beide Aussagen sind wahr

oder beide Aussagen sind falsch.

Beispiel: Es sei A ein Dreieck in der Euklidischen Ebene. Die Aussagen
A: Das Dreieick A ist gleichseitig.
B: Das Dreieick A ist gleichwinklig.

sind aquivalent.
Sind A und B zwei Aussagen, so ist A < B ebenfalls eine Aussage. Thre aus der Definition

der Aquivalenz folgenden Wahrheitswerte in Abhéngigkeit von denen von A und B zeigt
die folgende Wahrheitstafel:
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A

RPN =] [N
=== 3w

| E =]

Weitere in der Mathematik benutzte Symbole sind die Abkiirzungen fiir die Quantoren:

d  es gibt ei

3! es gibt genau ein
A es gibt kein
v

fir alle, fir jedes

Die Wahrheitstafeln fiir die logischen Verkniipfungen —, A, V, = von Aussagen bilden die
Grundannahmen (Axiome) fiir das logische Schliefen in der Mathematik. Mit Hilfe der
Wahrheitstafeln konnen wir weitere logische Gesetze (Tautologien) beweisen. Da-
bei versteht man unter einem logischen Gesetz eine Aussage, die bei jeder Belegung der

Ausgangsaussagen mit Wahrheitswerten den Wahrheitswert W annimmt.

Satz 1.1 A, B und C bezeichnen Aussagen. Die folgenden Aussagen sind logische Gesetze:

Doppelte Negation: (—(—A)) < A.
Transitivitit: (A= B)AN(B=0C)) = (A=20).
(A= B) < ((-A)VB).
(A& B) & (A= B)AN(B=A)),
(A& B) & (B A).
5. Regeln von de Morgan:
(~(AAB) & (~A)V(-B)),
((AVB)) & ((~A)A(=B)).
6. Kontrapositionsgesetz:
(A= B) & ((=B)=(-4)).
7. Assoziativgesetze:
(Av(BVvC(C)) & ((AvB)v(O),
(AN(BAC)) & ((AANB)AC).
8. Distributivgesetze:
(AV(BAC)) & ((AVB)A(AV(D)),
(AN(BVC)) & ((AANB)V(ANQD)).
9. Kommutativgesetze:
(ANB) & (BAA),
(AVB) & (BVA).

™o o=

! Die unbestimmten Artikel ein, eine werden in der Mathematik stets im Sinne von mindestens ein

gebraucht.



1.1 Aussagen, logische Schliisse und Beweisstrategien 5

Beweis. Um zu zeigen, dass die Aussagen 1. - 9. logische Gesetze sind, mufl man nachwei-
sen, dass die jeweilige Aussage fiir jede Belegung der Ausgangsaussagen mit Wahrheits-
werten wahr ist. Dies verlauft ganz formal durch Benutzung der Wahrheitstafeln fiir die
Verkniipfungsoperationen —, A, V,=-,<. Wir fithren dies hier exemplarisch fiir 1., 3. und

6. aus und iiberlassen die anderen Fille als Ubungsaufgaben.

Zu 1. ARA=(=A)|[(=(m4)) & A
W F| W w
FIW| F AW
7u 3.: A|B|-A|(-mA)VB|A= B||(A= B) & ((-A4)V B)
W|W| F A\ w W
W F|F F F AW
FIWW W W W
FIF|W AW w W%
Zu 6.: A|B|A= B|(-B) = (=4)|(A= B) & ((-B) = (-4))
WiwW| W W w
W F F F W
FIW W AW W%
FIF| W AW AW

Die Wahrheitstafeln und die logischen Gesetze bilden die Grundlage fiir den Beweis der

Wahrheit von Aussagen. Wir merken uns dazu insbesondere die folgenden Spezialfille:

Satz 1.2 A, B und C bezeichnen Aussagen. Dann gilt:

1. Sind A und A = B wahr, so ist B wahr.
2. Sind A und (—=B) = (=A) wahr, so ist B wahr.
3. Ist (=B) = C wahr und C falsch, so ist B wahr.

Beweis. Zu 1: Nach der Wahrheitstafel fiir die Aussage A = B kann B fiir ein wahres A
und ein wahres A = B nur wahr sein.

Zu 2: Nach dem Kontrapositionsgesetz ist die Aussage (—B) = (—A) genau dann wahr,
wenn die Aussage A = B wahr ist. Deshalb erhélt man 2. aus 1..

Zu 3.: Dies erhalt man aus 2., indem man fir A die Aussage —C einsetzt und das Gesetz

der doppelten Negation benutzt. a

Dies liefert verschiedene Strategien, die Wahrheit (Richtigkeit, Giiltigkeit) einer Aussage

B zu beweisen:
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Direkter Beweis:

Beim direkten Beweis geht man von einer wahren Aussage A aus und folgert durch bereits
als wahr erkannte Implikationen (d.h. durch ”korrekte/zuléssige Schliisse”) (A = C1),
(C1 = C3),...,(Ckr_1 = Ck),(Cr = B), dass die Aussage B wahr ist. Es ist allerdings

oft schwierig, eine geeignete wahre Aussage A fiir den Start des Beweises zu finden.

Indirekter Beweis/Widerspruchsbeweis:

Beim indirekten Beweis/Widerspruchsbeweis nimmt man an, dass die Aussage B falsch ist,
d.h. dass die Negation =B gilt. Daraus folgert man durch korrekte Schliisse (-B = D),
(D1 = D3),...,(Dx—1 = Dg),(Dy = E) eine Aussage E, von der man bereits weif3, dass
sie falsch ist. Man erhélt also einen Widerspruch, denn F miifite nach unserer Annahme,
dass =B wahr ist, ebenfalls wahr sein. Die Annahme war also falsch, d.h. B ist wahr.
Die Aussage —F konnte man als Start fiir einen direkten Beweis der Wahrheit von B

benutzen.

Beispiel: Aussage B: Fiir alle reellen Zahlen a,b > 0 gilt %“b >+Va-b.

Direkter Beweis: Es seien a und b reelle Zahlen mit a,b > 0.
Es gilt (a — b)? > 0 (wahre Aussage A). Daraus folgen durch korrekte Schliisse, die man

vom Rechnen mit reellen Zahlen kennt:

(a—b)*=0 (4)
= a?—2ab+b>>0 (Ch)
= a®+2ab+b% > 4ab (Ca)
= (a+b)2 > dab (Cs)
= (a+0b) > 2Vab (C4) ( korrekter SchluB, da a,b > 0)
= ob > Va-b (B).
Also gilt B. ad

Indirekter Beweis: Wir nehmen an, dass die Aussage B falsch ist, d.h., dass es zwei
reelle Zahlen a,b > 0 gibt mit GTH’ < Va-b. (d.h. =B ist wahr). Daraus folgen durch

korrekte Schliisse fiir diese Zahlen a, b:

“b<va-b (=B
= (@ <4 p (Dy) (korrekter SchluB, da a,b > 0)
= (a+b)? < 4ab (Do)
= a? + 2ab + b* < 4ab (D3)
= a? —2ab+b% <0 (Dy)
= (a—b)2<0 (E).

Die Aussage F ist falsch (Widerspruch), also gilt B. a
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Der Ringschluf3:
Ein weiteres oft benutztes Prinzip ist der Ringschlufl beim Beweis von Aquivalenzen.
Will man zeigen, dass die Aussagen A1, As, As, ..., Ax_1, Ay zueinander dquivalent sind,
so geniigt es nach Satz Punkt 2. und 4., zu zeigen, dass die folgenden Implikationen
gelten:

(A1 = A2), (A2 = A3s), ..., (Ak—1 = Ag), (A = Ay).

Angabe von Gegenbeispielen zum Widerlegen der Wahrheit einer Aussage:
Will man untersuchen, ob eine Aussage B wahr oder falsch ist, so kann man sich zunéchst
Spezialfille (Beispiele) dieser Aussage ansehen und diese untersuchen. Findet man dabei
ein Beispiel, fir das die Aussage B nicht gilt, so ist B falsch. Z.B:

Aussage B: Alle Horer der Vorlesung Analysis 1 sind mdannlich.

Diese Aussage ist falsch, denn z.B. Frau ... nimmt an der Vorlesung Analysis 1 teil.

1.2 Mengen und Abbildungen

1.2.1 Mengen

In dieser Vorlesung benutzen wir den "naiven” Mengenbegriff, den Georg Cantor (1845-
1918) gepriigt hat?]

Definition 1.2. Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung von bestimm-
ten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder des Denkens, welche Elemen-

te der Menge heiflen, zu einem Ganzen.

Ist M eine Menge und x ein Element von M, so schreibt man x € M. Ist x kein Element
von M, so schreibt man = ¢ M. Wir lassen auch Mengen zu, die kein Element enthalten.
Eine solche Menge heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet. Mengen kann man durch
Aufzdhlen ihrer Elemente beschreiben, die man innerhalb von geschweiften Klammern

auflistet (ggf. mit ..., wenn der Sinn im Kontext klar ist), z.B.:

A=1{1,2,3,...,10} Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis 10,
Z ={0,£1,£2,43,...}  Menge der ganzen Zahlen.

Besteht eine Menge M aus allen Elementen x, die eine gewisse Eigenschaft F(z) erfiillen,

so schreiben wir dies in der Form

M = {z | z erfilllt E(x)}.

2 Mit dem axiomatischen Aufbau der Mengenlehre sind erhebliche Probleme verbunden, die wir in dieser

Vorlesung nicht thematisieren wollen.
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Definition 1.3. Seien A und B Mengen.

1. A heifit Teilmenge von B (symbolisch: A C B), wenn jedes Element von A auch
Element von B ist (symbolisch: x € A =z € B).

2. Die Mengen A und B heiflen gleich (symbolisch A = B), wenn A C B und B C A.

3. A heif$t echte Teilmenge von B, wenn A C B und A # B.

4. Die Menge aller Teilmengen von A heifst Potenzmenge von A und wird mit P(A)
bezeichnet:

P(A) = {M | M C A}.

Das Zeichen := wird in der Mathematik fiir die Definition von Begriffen benutzt. Links
(auf der Seite von :) steht der zu definierende Begriff und rechts die ihn definierende
Eigenschaft. Statt A C B schreibt man auch B D A.

Aus der Definition folgt fiir Mengen M, N, P unmittelbar:

c M und M C M,
McCNundNCP = MCcCP

Mengen, die nur aus einem Element = bestehen, bezeichnet man mit {z}. Fiir die Potenz-
menge von A gilt:

AeP(A) und 0 € P(A),

r€eA < {z} e P(4),

McCA & M eP(A).

Die Potenzmenge von A = {1, 2,3} ist z.B.

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.

Definition 1.4. Seien X und Y Mengen. Dann heifst

XUY :={z|zxzeX oderxzeY}  Vereinigung von X undY,
XNY ={z|zeX undxeY} Durchschnitt von X und Y .

Zwei Mengen X undY heiflen disjunkt, wenn XNY = (). Die Vereinigung zweier disjunkter
Mengen X und Y mnennt man auch disjunkte Vereinigung. Wir notieren dies mit dem
Symbol: XUY .

Satz 1.3 (Rechenregeln fiir Vereinigung und Durchschnitt)
X, Y und Z seien Mengerﬂ. Dann gilt:

1. XNY CY C XUY.
2. Kommutativgesetz:

XUY=YUX und XNY =Y NX.
3. Assoziativgesetze:

XUYuZ)=(XuY)UZ und XN(YNZ)=(XNY)NZ.

3 Eine solche Formulierung bedeutet immer, dass X, Y und Z beliebige Mengen sind.
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4. Distributivgesetze:
XNYuZ)=XnY)u(XNZ) und XU(YNZ)=(XUY)N(XUZ).

5. X CY & XUY =Y & XnY =X.

Beweis. Die Behauptung 1 folgt direkt aus der Definition. Die Behauptungen 2. und 3.
folgen direkt aus Satz (Kommutativitdat und Assoziativitét von und und oder).
Zu 4: Wir zeigen das erste Distributivgesetz durch Aquivalenzschliisse:

reXNYUZ) ©zeXudzeYUZ (Def N)
& ze€ X und (z €Y oder x € Z) (Def L)
& (reXundzeY)oder (zx€ X und z € Z) (Distr. A, V)
&S xzeXNYoderze XNZ (Def N)
s rze(XNY)u(XnZ) (Def U).

Wem die Aquivalenzschliisse zu uniibersichtlich sind, der kann den Beweis der Gleichheit

von zwei Mengen M; und My auch immer in 2 getrennten Schritten fiithren:

1. Schritt: Zeige: x € M1 = x© € Mos.
2. Schritt: Zeige: x € My = x € M.

Wir zeigen das 2. Distributivgesetz zur Demonstration in dieser Form:

reXUYNZ) = zeXoderzeYnNZ
= z€ X oder (x€Y und z € Z)
= (r€XoderxeY)und (z € X oder x € Z)
= zcXUYundze XUZ
= ze(XUY)N(XU2Z).

re(XUY)N(XUZ) = 2zeXUYundere XUZ
= (xe€XoderzeY)und (z € X oder z € Z)

= z€Xoder (ze€Y und z € Z)
= zeXUlNZ).

Zu 5: Wir zeigen diese Aquivalenzen durch einen Ringschlufi:

XCY = XUY=Y = XnNnY=X = XCY.

Es gelte X C Y. Dann ist X UY C Y C X UY und somit X UY = Y. Nach dem
Distributivgesetz folgt dann fiir den Durchschnitt mit X:

XNY=XN(XUY)=(XNX)U(XNY)=XU(XNY)=X.

Daraus folgt dann X C X NY CY.

Definition 1.5. Seien X und A Mengen. Dann heifst die Differenz
X\A={z|zeX undz ¢ A}

das Komplement von A in X (oder die Differenz von X und A).
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Satz 1.4 (Rechenregeln fiir die Mengendifferenz)
Seien A, B und X Mengen. Dann gilt:
1. X\ (X\A) =XnA.
Fir A C X gilt insbesondere X \ (X \ 4) = A.
2. de Morgansche Regeln:
X\ (AUB) = (X\ 4)n (X \ B),
X\(ANB)=(X\A4)U(X\DB).
3. Distributivgesetze:
(ANB)\ X = (A\ X) N (B\ X),
(AUB)\ X =(A\ X)U(B\ X).
Beweis. Zu 1:
reX\(X\4) ©zeXundzgX\A4A
S rzeXundxe A
& reAnX.

Zu 2: Wir zeigen nur die erste Gleichheit, die zweite Gleichung beweist man analog.
r€X\(AUB) © zeXundoe g AUB
< rze€Xund (z ¢ Aund x ¢ B)
& (zeXundz g A) und (z € X und = € B)
& rzeX\Aundze X\ B
& rze(X\A)N(X\B).

Zu 3: Ubungsaufgabe. a

Definition 1.6. Es seien eine Menge A sowie fir jedes a € A eine Menge X, gegeben.
Dann heiffen die Mengen

UXa2:{$|3Q€AmitZEEXa}
acA

und
ﬂ Xo ={z|VacAyitzrecX,}
acA

Vereinigung bzw. Durchschnitt der Mengenfamilie { X }aca-

Die Vereinigung und der Durchschnitt von Mengenfamilien erfiillen die analogen Rechen-
regeln wie in den Sétzen [I.3] und fiir zwei Mengen formuliert sind.

Definition 1.7. Seien X und Y Mengen. Das Produkt von X und Y ist die Menge der
Tupel (geordneten Paare)

X xY ={(z,y) |z € X undy € Y}.
Das Produkt von n Mengen X1, Xo, ..., X, ist die Menge der n-Tupel

X1><X2X...XXn::{(ZE‘l,ZCQ,...,xn)‘ x; € X, ’izl,...,n}.
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Satz 1.5 (Rechenregeln fiir das Mengenprodukt)
Seien A, B und M Mengen. Dann gilt:
1. (AUB)x M =(Ax M)U (B x M).
2. (ANB)x M =(Ax M)N (B x M).
3. (A\B)xM=(Ax M)\ (BxM).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Abschlieend listen wir die Bezeichnungen auf, die wir in dieser Vorlesung fiir die Zahlbe-

reiche benutzen:

N o Menge aller natiirlichen Zahlen: 1,2,3,...
N o NuU {0}
/A Menge aller ganzen Zahlen
O Menge der rationalen Zahlen
QF o Menge der positiven rationalen Zahlen
R o Menge der reellen Zahlen
R\ Q oo Menge der irrationalen Zahlen
R Menge der positiven reellen Zahlen

1.2.2 Abbildungen

Definition 1.8. Es seien X und Y nichtleere Mengen.

1. Eine Vorschrift f, die jedem Element von X genau ein Element von Y zuordnet, heifit

Abbildung (oder Funktz’o@ von X in Y. Symbolisch:

f: X =Y
f(x) €Y heifit Bildpunkt von x unter f. Isty € Y, so heifst jedes x € X mit f(x) =y

ein Urbild von y bei f.
2. X heifit Definitionsbereich von f undY Wertebereich von f. Die Menge

im(f) == {f(z) |z € X} = {y € Y | 3z € X mit f(z) =y}

heifst Bild von f.
3. Die Menge
I'y:={(z,f(z))|lre X} CX xY

heifst der Graph von f.

4 Wir unterscheiden in dieser Vorlesung nicht zwischen Abbildungen und Funktionen. Die Bezeichnung
Funktion ziehen wir vor, wenn X und Y Zahlbereiche sind. Dies wird in der mathematischen Literatur
nicht einheitlich gehandhabt!
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4. Zwei Abbildungen f,g: X — Y heifien gleich (symbolisch f = g), wenn f(z) = g(x)
fir alle x € X.

Beispiele:

1. Die Identitdt auf X:
Idx : X — X

2. Sei yg € Y fixiert. Dann heifit
Cyo: X — Y

T = Yo

konstante Abbildung. Fiir ihren Graphen gilt I, = {(z,y0) | * € X} = X x {yo}.
3. Ist X C R, so heifit jede Abbildung f : X — R reelle Funktion. Ein Beispiel ist die aus

der Schule bekannte Logarithmusfunktion:

In: Rt - R

z — Inzx.

4. Sei f: X — Y eine Abbildung und A C X eine nichtleere Teilmenge.
Dann heifit die Abbildung f|4 : A = Y, die jedem a € A den Wert f(a) zuordnet, die
Einschrankung von f auf A.
Ist g : A — Y eine Abbildung mit g(a) = f(a) fir alle a € A, d.h. g = f|4, so heifit f
eine Fortsetzung von g auf X.

5. Ist A C X eine nichtleere Teilmenge von X, so heifit die Abbildung

LA:A — X
a — a.

Inklusion von A in X.
6. Sei X7 x X9 das Produkt zweier nichtleerer Mengen und i € {1,2}. Die Abbildung

pr; : X1><X2 — X,L
(r1,22) — 2y

heifit Projektion auf die i. Komponente von X1 X Xs.

Man kann Abbildungen miteinander verkniipfen:

Definition 1.9. Seien X,Y, Z nichtleere Mengen und f : X — Y und g : Y — Z zwei
Abbildungen. Dann heifit die Abbildung:

gof: X — Z
z = g(f(z))

die Verknipfung (oder Hintereinanderausfihrung) von f und g.
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Satz 1.6 Seien f : X - Y, g:Y = Z und h : Z — W Abbildungen. Dann sind die
Verkniipfungen ho (go f) und (h o g) o f wohldefiniert und es gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Die Betrachtung der Definitions- und Wertebereiche der jeweiligen Abbildungen
zeigt die Wohldefiniertheit. Sei € X. Dann gilt nach Definition:

(ho(gof))(x)=h((go f)(z)) =h(g(f(x))) = (hog)(f(zx)) = ((hog)o f)(x).
Somit sind beide Abbildungen gleich. O

Auf Grund dieses Satzes konnen wir beim Verkniipfen mehrerer Abbildungen die Klam-

mern weglassen: hogo f:=ho(gof)=(hog)of.

In der Analysis befassen wir uns mit Eigenschaften von Abbildungen. Zunéchst betrachten

wir die folgenden drei Eigenschaften:

Definition 1.10. Eine Abbildung f : X — Y heifit

1. surjektiv, falls jeder Punkt von Y (mindestens) ein Urbild bei f besitzt, d.h. falls gilt:
VyeY Jxze X mit f(x)=uy.
2. injektiv, falls jeder Punkt von Y héchstens ein Urbild besitzt, d.h. falls gilt:
r1,12 € X A f(z1) = f(22) = 21 = 20.

3. bigektiv, falls f surjektiv und injektiv ist, d.h. falls jeder Punkt von'Y genau ein Urbild

besitzt.

Ist f: X — Y bijektiv, so ist die inverse Abbildung (oder Umkehrabbildung) f~:Y — X
zu f definiert durch:

71y - X
y + f1(y) := das eindeutig bestimmte Urbild von y bei f.

f~! ist dann ebenfalls bijektiv und es gilt auf Grund der Definition:

flof=TIdx, fof'=Idy wd (f ) "'=r

Beispiele:

1. Die Identitit Idx : X — X ist bijektiv. Fiir ihre Umkehrfunktion gilt (Idy)~! = Idx.
2. Die konstante Abbildung ¢, : X — Y ist weder surjektiv noch injektiv, falls X und Y

mehr als ein Element enthalten.
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3. Die reelle Funktion In : RT™ — R ist bijektiv. Ihre Umkehrfunktion ist die Exponen-
tialfunktion (Schulwissen).

4. Ist A C X eine echte Teilmenge, so ist die Inklusion ¢4 : A — X injektiv, aber nicht
surjektiv.

5. Die Projektion pry : X1 x Xo — X7 ist surjektiv, aber - falls Xs mehr als ein Element
enthalt - nicht injektiv.

Satz 1.7 Sei f : X — Y eine Abbildung. Dann gilt:

1. f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g : Y — X ¢ibt, so dass go f = Idx.
(Eine solche Abbildung g heifst Linksinverse von f).

2. f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung h : Y — X ¢ibt, so dass foh = Idy.
(Eine solche Abbildung h heiffit Rechtsinverse von f).

3. f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : Y — X gibt, die sowohl Rechts-
als auch Linksinverse von f ist, d.h. so dass go f = Idx und f og = Idy. In diesem
Fall ist g eindeutig bestimmt und es gilt g = f~".

Bewets. Zu 1:
(=>): Sei f injektiv. Wir fixieren ein Element z¢p € X und definieren g : Y — X durch

g(y) ==

z fallsy € im(f) und f(z) =y,
xo falls y &€ im(f).

Dann ist g wohldefiniert und es gilt g(f(z)) = = fur alle z € X. g ist also eine
Linksinverse zu f.

(<): Sei g : Y — X eine Linksinverse von f. Seien z,,z2 € X zwei Punkte mit
f(z1) = f(x2). Dann gilt x1 = g(f(z1)) = g(f(x2)) = x2. Folglich ist f injektiv.

Zu 2:

(=): Sei f surjektiv. Fiir jedes y € Y wihlen wir ein Urbild z(y) von y bei f au
Dann ist die Abbildung h : Y — X mit h(y) := z(y) wohldefiniert und es gilt
f(h(y)) = f(xz(y)) =y fir alle y € Y. h ist also eine Rechtsinverse von f.

(<): Sei h: Y — X eine Rechtsinverse von f. Dann gilt f(h(y)) =y fir alle y € Y.
Also ist h(y) € X ein Urbild von y. Folglich ist f surjektiv.

Zu 3:

(=>): Sei f bijektiv. Dann ist die Umkehrabbildung f~! : ¥ — X eine Rechts- und
Linksinverse von f (siehe oben).

(<): Seig:Y — X eine Rechts- und Linksinverse von f. Dann ist f nach 1. injek-
tiv und nach 2. surjektiv, also bijektiv. Die Abbildung g stimmt dann mit der

Umkehrabbildung f~! iiberein. Sie ist somit eindeutig bestimmt.
O

5 Hierfiir benotigt man das Auswahlaxiom der Mengenlehre. Dieses Axiom besagt, dass man fiir jede

Familie nichtleerer Mengen aus jede dieser Mengen jeweils ein Element auswéhlen kann. In der Analysis-

Vorlesung werden wir dieses Auswahlaxiom immer voraussetzen.
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Satz 1.8 Fs seien f: X =Y und g: Y — Z zwei bijektive Abbildungen. Dann ist auch
die Verknipfung go f: X — Z bijektiv und fiir ihre inverse Abbildung gilt

(gof)t=f"log™", (1.1)
Beweis. Fiir die inversen Abbildungen f~':Y — X und g7 : Z = Y zu f bzw. g gilt
flof=1Idx, foft=Idy, glog=Idy, gog '=Idy.
Daraus folgt wegen der Assoziativitdt der Verkniipfung o
(Flogolgef)=f"olg ogiof = floldyof = [l of = Idy,
(gof)o(ftog)=go(fofogt =goldyog™ = gog™! = Idy.

Aus Satz (3. Punkt) folgt dann, dass go f bijektiv ist und ihre Umkehrabbildung durch
(1.1) gegeben ist. O

Definition 1.11. Sei f : X — Y eine Abbildung, A C X und B CY. Dann heifst

f(A):={f(a) eY |ac A} CY Bild von A unter f,
fYB)={reX|f(x)eB}cX Urbild von B unter f.

Ist {y} C Y eine l-elementige Menge, so schreiben wir auch kurz: f~1(y) := f~1({y}).
Offensichtlich gilt im(f) = f(X).

Satz 1.9 Sei f: X — Y eine Abbildung, A, A1, As C X und B, B1, By C Y. Dann gilt:

f(A) U f(A2) .
(A1 N Ag) C f(A1) N f(A2).
(X\A)D f(X)\ f(A).

f(Al UAQ)

f

f )

fTH(B1UBy) = f~1(B1) U f~1(Ba).
f- (

f-

f(A

1(31 N BQ) = f_l Bl) N f_l(Bg).
'Y \B)=X\f1(B).

Beweis. Ubungsaufgabe. (Beachte, dass in 2. und 3. keine Gleichheit steht!!) O

S S o e =
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1.3 Das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion

In der Mathematik trifft man viele Aussagen der Form:
Fiir jede néturliche Zahl n € N gilt die Eigenschaft E(n).

Um die Wahrheit solcher Aussagentypen zu beweisen, eignet sich in vielen Fillen das Be-
weisprinzip der vollstdndigen Induktion.

Die natiirlichen Zahlen werden durch auf Peano zuriickgehende Axiome (die Peano-
Aziome) eingefﬁhrtﬂ Aus diesen Axiomen folgt die Induktionseigenschaft fiir die natiirli-

chen Zahlen, die folgendes besagt:

Sei M C Ny eine Teilmenge der (um Null ergénzten) natiirlichen Zahlen, die die folgenden

beiden Eigenschaften erfiillt:

(1) no €M,
(2) Vn>npgit: ne M = (n+1) € M.

Dann gilt fiir diese Menge: {n € Ny |n >no} C M.

Als Umformulierung dieser Induktionseigenschaft erhalten wir das Beweisprinzip der

vollstédndigen Induktion.

Beweisprinzip der vollstandigen Induktion

Sei ng € Ny eine fixierte natiirliche Zahl oder 0.
Fiir jede Zahl n € Ng mit n > ng sei eine Aussage A(n) gegeben.

Wir setzen voraus, dass die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:
(1) A(ng) ist richtig (Induktionsanfang).

(2) ¥ n>mng gilt: Ist A(n) richtig, so ist auch A(n + 1) richtig.
(Induktionsschritt).

Dann ist die Aussage A(n) fir alle Zahlen n € Ny mit n > ng richtig.

Um einzusehen, dass das Prinzip der vollstandigen Induktion aus der Induktionseigenschaft

der natiirlichen Zahlen folgt, setzen wir
M :={n € Ny | Aussage A(n) ist richtig}.

Dann gilt:
e ng € M (nach Induktionsanfang).
o Vn>mnggilt: ne€ M= (n+1) € M (nach Induktionsschritt).
Aus der Induktionseigenschaft der natiirlichen Zahlen folgt nun, dass A(n) fiir alle n > ng

richtig ist.

6 Zum Aufbau der Zahlbereiche gibt es im Lehramtsstudium eine extra Vorlesung. Wir zitieren deshalb
hier nur die bendtigten Eigenschaften. Literatur: J. Kramer, A-M. Pippich: Von den natirlichen Zahlen
zu den Quaternionen, Kapitel 1, Springer-Spektrum 2013.



1.3 Das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion 17

Eine typisches Anwendungsfeld fiir das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion sind

Summenformeln. Wir demonstrieren dies an einem Beispiel:

Satz 1.10 Fur jede natirliche Zahln € N gilt

n(n—i—l)‘

5 (Aussage A(n))

n
Y j=1424..4n =
j=1

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion.

. A . _1(141)
Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist richtig, denn 1 = ==—.

Induktionsschritt: Wir setzen voraus, dass die Aussage A(n) fir eine (beliebige, aber feste)
natiirliche Zahl n richtig ist (Induktionsvoraussetzung) und behaupten, dass dann auch
die Aussage A(n + 1) richtig ist (Induktionsbehauptung).

Induktionsbeweis:
s, » A@m) n(n+1)
di= (Z]) +n+1) =S (n )
j=1 j=1
B n ~ (n+1)(n+2)
—(n+1)(2+1>——2 .

O

Als weitere Anwendungen beweisen wir einige Eigenschaften der Fakultét einer natiirlichen

Zahl und der Binimialkoeffizienten.

Definition 1.12. Sein € N. Die Zahl

n

heifst n—Fakultdt. Des Weiteren setzen wir 0! :=1 .

Satz 1.11 Die Anzahl a,, aller Anordnungen von n verschiedenen Objekten ist n!.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion.

Induktionsanfang: Fir n =1 gilt a; = 1 und 1! = 1, also ist a1 = 1!.

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir eine natiirliche Zahl n € N gelte a,, = n!.
Induktionsbehauptung: Es gilt a,+1 = (n + 1)

Induktionsbeweis: Wir betrachten (n + 1) Objekte Oy, ..., Op11. Die moglichen Anord-
nungen dieser Objekte kann man in (n+1) Klassen K; mit j € {1,...,n+ 1} unterteilen:

K sei die Menge derjenigen Anordnungen, in denen O; als erstes Element steht, das heif3t

Kj = {(Oj70i17"'70in) | {il,ig,...,in} = {1,...,n—|—1}\{j}}.

Z; sei die Anzahl der Elemente in K. Folglich ist Z; gleich der Anzahl der Anordnungen
der n Objekte O1,...,0;-1,0j41,...,0,41. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber die
Anzahl der Anordnungen von n Objekten gleich a, = n!. Also gilt
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n+1 n+1 n+1

an+1:ZZj:Zan:Zn!:(n+1)-n!:(n+1)!.
j=1 j=1 j=1

Definition 1.13. Sei x € R und k € N. Die Zahl

(2y:$-@—1y@Fﬂg.“($—%—1»

heift Binomialkoeffizient. (Sprich: “x iber k7). Fir k =0 setzt man (§) := 1.

Satz 1.12 Es seienn € N,k € Ng und x € R. Dann gilt:
a) (})=0, fallsk>n.

b) (2) = ﬁlk)v = (n’_‘k), falls 0 < k < n.

¢) () + () = ()

Beweis. Ist k > n, so tritt im Zahler von (}}) die Zahl 0 als Faktor auf. Folglich ist (}) = 0.

Fiir £ =0 und k = n ist b) offensichtlich erfiillt. Fiir 0 < k& < n gilt:

-1

Kl M- (n— k)
s Re Tl

Fiir k = 0 ist ¢) offensichtlich erfiillt. Fiir £ > 0 gilt:

<n> n-n—1)-...-n—(k-1) n-(n—1)-...-(n—(k—=1))-(n—k)-

G>+<:r> v (@1 (k=1)  a-(@=1)-... (@K

k) T \k+1 Kl (k+ 1)
-z —1)-. (= (k—1)) x—k
- k! M
—_———
_ktlte—k_atl
k1 k1
_x(@-1) .. ((@+1)—k) (z+1)
k! E+1

@+1)- (@D =1 (@41 =2) - ((x+1)—k)
i+ 1)

_ x+1
C\k+1)°
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Satz 1.13 Seien k und n natirliche Zahlen und sei 1 < k < n. Es bezeichne cj die
Anzahl aller k—elementigen Teilmengen einer n—elementigen Menge. Dann gilt ¢} = (Z) .
Insbesondere ist (}}) € N.

Beweis. Der Beweis von Satz erfolgt durch vollstindige Induktion iiber n.
Induktionsanfang: Es gilt ¢} =1 = G), denn aus einer einelementigen Menge kann nur ein
Element ausgewahlt werden.

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Es gelte ¢ff = (}) fiir alle k € {1,...,n}.
Induktionsbehauptung: cZ“ = ("Zl) fir alle k € {1,...,n+ 1}.

Induktionsbeweis: Bei der Auswahl einer einelementigen Teilmenge aus einer (n + 1)—
elementigen Menge hat man (n + 1) verschiedene Moglichkeiten. Es gilt somit:

1
c’f“zn—i—lz <n41— )

Betrachtet man die Anzahl aller (n+1)-elementigen Teilmengen einer (n+1)-elementigen

1, (n+1
i1 = 1= <n—|—1>'

Es geniigt also, die Behauptung fiir k € {2,--- ,n} zu zeigen. Betrachten wir eine Menge

Menge, so gilt offensichtlich

M ={Ei,---,Ept1} mit (n+1) Elementen. Dann zerfallen die k—elementigen Teilmengen

von M in zwei disjunkte Klassen:

Ky : alle Teilmengen, die E, 11 nicht enthalten, und
K, : alle Teilmengen, die E, 1 enthalten.

Die Anzahl der k—elementigen Teilmengen in Klasse Ky ist gleich der Anzahl der k-
elementigen Teilmengen von {Ei,---,E,}, also entsprechend der Induktionsvorausset-
zung gleich ¢! = (2) Die Anzahl der k—elementigen Teilmengen in Klasse K7 ist gleich
der Anzahl der (k — 1)—elementigen Teilmengen von {Ej,--- , E,}, also nach Induktions-
voraussetzung gleich ¢;}_; = (kfl) Folglich gilt nach Satz

“ = <Z> " <k:ﬁ1> - <nzl>
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Reelle und komplexe Zahlen

Im Rahmen des Lehramtstudiums wird der Aufbau der Zahlbereiche ausfiihrlich in der
Vorlesung Algebra/Zahlentheorie und ihre Didaktik behandelt. Wir gehen in der Vorlesung
Analyis I davon aus, dafl der Aufbau der Zahlbereiche bis zu den reellen Zahlen bekannt
ist. In Abschnitt werden wir die grundlegenden Eigenschaften der reellen Zahlen zu-
sammenstellen. In Abschnitt fithren wir die komplexen Zahlen ein.

2.1 Die reellen Zahlen

Im Folgenden setzen wir voraus, dass die reellen Zahlen existieren und dass sie dem Leser
bereits bekannt sind. Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, noch einmal die grundle-
genden, die reellen Zahlen eindeutig charakterisierenden Eigenschaften (ihre sogenannten
“Axiome”) zusammenzustellen und daraus wichtige Rechenregeln abzuleiten. Diese grund-

legenden Eigenschaften sind

e die Korperaxiome,
e die Anordnungsaxiome und

e das Vollstandigkeitsaxiom.

Wir werden in dieser Vorlesung nicht darauf eingehen, ob iiberhaupt eine Menge existiert,
die die obigen drei Axiome erfiillt, und wie und woraus man sie ggf. konstruieren kann. Wir
werden auch nicht untersuchen, ob eine Menge, die die obigen Axiome erfiillt, eindeutig
bestimmt ist. Fiir diese Fragen verweisen wir auf das Buch von Jiirg Kramer und Anna-
Maria von Pippich: Von den natirlichen Zahlen zu den Quaternionen, Springer-Spektrum

2013 sowie auf die Lehramts-Vorlesung Algebra und Zahlentheorie.

2.1.1 Die Korpereigenschaften von R

Man kann reelle Zahlen addieren und multiplizieren:

(x,y) ERxRr—z+yeR Addition,
(,y) ERXR+—z-yeR Multiplikation.
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Addition und Multiplikation haben folgende Eigenschaften K1 - K9 (Rechenregeln):

Addition:

Kl: z4+y=y+2 Vz,yeR (Kommutativgesetz der Addition)
K2 (z+y)+z=2+W+2) Vz,y,z €R (Assoziativgesetz der Addition)
K3: 0+z=2 VzeR (Ezistenz eines neutralen Elementes)

K4: Zu jedem x € R gibt es ein y € R mit x +y = 0. y heifit das Negative von z und wird

mit y =: —x bezeichnet. (Ezistenz des negativen Elements)
Multiplikation:
Ks: z-y=y-x Vz,y €R (Kommutativgesetz der Multiplikation)
K6: (x-y)-z=2-(y-2) Vaz,yz€eR (Assoziativgesetz der Multiplikation)
Kr: lrz=z-1=2 VzeR (Ezxistenz eines neutralen Elementes)
K8: Zu jedem z € R, x # 0 existiert ein z € R mit « - z = 1. z heifit das inverse Element

zu z und wird mit z =: % bezeichnet. (Ezistenz des inversen Elementes)
K9 (z+y)-z=z-24+y-z VzyzeR (Distributivgesetz).

Aus diesen neun grundlegenden Eigenschaften lassen sich die weiteren Rechenregeln fiir
die reellen Zahlen ableiten. Beweisen Sie zur Ubung, dass z.B. die folgenden Eigenschaften

allein aus K1 - K9 folgen:

e Die neutralen Elemente der Addition und der Multiplikation sind eindeutig bestimmt.

e Das Negative und das Inverse von x € R sind eindeutig bestimmt.

e 0-z=0 fir jedes z € R.

e Die Gleichung a+z = b, a,b € R, hat genau eine Losung, ndmlich x = b+ (—a) =: b—a.
(b — a heiBt Differenz von b und a).

e Die Gleichung a-x = b, a,b € R, a # 0, hat genau eine Losung, namlich z = b- é =: g.
(% heifit der Quotient von b und a).

e Fiir reelle Zahlen a, b, c,d mit b # 0 und d # 0 gilt:

a-c

a
=pa g

a-d+c-b

Le
d b-d

Sl RS
aulo

Definition 2.1. Fine Menge K mit mindestens zwei Elementen, auf der zwei Operationen
+ und -

+ : KxK— K o KxK— K
(z,y) —x+y (z,y) —rx-y

mit den Eigenschaften K1 bis K9 gegeben sind, heifst K(')'rpe7E|.

! Wobei in K1 - K9 natiirlich R durch K zu ersetzen ist, und in K3 und K7 die Existenz eines solchen
neutralen Elementes 0 fiir die Additition bzw. 1 fiir die Multiplikation gefordert wird.
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Wir schreiben den Koérper K mit seinen beiden Operationen + und - oft in der Form
[K,+,]. Der Begriff des Korpers ist ein zentraler algebraischer Begriff und wird in der
Vorlesung Lineare Algebra ausfithrlich behandelt.

Korperaxiom der reellen Zahlen

’ [R,+, -] ist ein Korper. ‘

[Q,+, -] ist ebenfalls ein Kérper, wihrend [Z, +, - | kein Korper ist (zum Beispiel besitzt
2 kein multiplikativ inverses Element in Z). Ein Korper mit zwei Elementen ist durch
K := {0,1} und die Operationen 0+0:=0,0+1=14+0:=1,1+1:=0,0-0:= 0,
0-1=1-0:=0und 1-1:=1 gegeben.

Die Rechenregeln, die man aus den Eigenschaften K1-K9 herleiten kann, gelten in jedem
Korper. Man braucht sie nur einmal zu beweisen. Dies ist der Vorteil dieses abstrakten

Konzeptes.

Bezeichnungen: Fiir n reelle Zahlen x1,...,x, werden die Summe und das Produkt

folgendermaflen abgekiirzt:

Klammern sind wegen K2 und K6

[[zi=a1 22-... an nicht notig.

Fiir zwei Teilmengen A, B C R sei
A+B:={a+blacA beB} CR
A-B:={a-blac A, beB} C R
—A:={-alaec A} CR.

Fiir das Produkt zweier reeller Zahlen a, b schreiben wir auch kurz: ab :=a - b.

2.1.2 Die Anordnungseigenschaften von R

AuBler [R,+,-] gibt es noch viele andere Korper. Die Korperaxiome K1-K9 reichen also
nicht aus, um R eindeutig zu beschreiben. Auf dem Korper der reellen Zahlen kann man

im Gegensatz zu einigen anderen Korpern zusétzlich eine Anordnung einfithren.

Anordnungseigenschaften von R

Der Korper der reellen Zahlen [R,+, -] enthélt eine Teilmenge von ”positiven” reellen

Zahlen R mit folgenden Eigenschaften:

Al: Fiir jede reelle Zahl x gilt entweder z = 0 oder x € R™ oder x € —R™T,
das heifit R ist die disjunkte Vereinigung

R = —R* U {0} URY.

A2: Ist z,y e RT, sogilt x +y € RT und -y € RT.
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Definition 2.2. Ein Kérper [K,+,-], in dem eine Teilmenge “positiver Elemente”
KT C K existiert, so dass Al und A2 gelten, heifit angeordneter Ké’rpmﬂ.

Anordnungsaxiom der reellen Zahlen

Die reellen Zahlen [R,+ , - | sind ein angeordneter Korper. ‘

Mittels der Eigenschaften A1 und A2 kann man Elemente von R vergleichen.
Definition 2.3. Man sagt “x ist kleiner gleich y” und schreibt x < vy, falls y — x €
R*T U {0}.

Aus den Anordnungseigenschaften A1 und A2 erhélt man die folgenden Eigenschaften der
Relation <:

O1: Firalle z,y € R gilt < y oder y < .

O2: Firallez e Rgilt x <z Reflexivitat
0O3: Ausz<yund y <z folgt z =y Antisymmetrie
O4: Ausz<yund y < zfolgt x < z Transitivitat

Aus Al und A2 folgen auflerdem folgende Monotonieeigenschaften von < :

M1: Aus <y folgt 4+ 2<y+ 2z firalle z € R.
M2: Aus z <y folgt z-2<y-z fiiralle z € RT.
Bezeichnung:

e Gilt z <y und = # y, so schreibt man auch z < y
(sprich: “z kleiner als y”).
o r>y<=y<zx bzw. >y <= y<uz.

Insbesondere gilt: Aus x <y folgt a-x > a-y fiir alle a € —R™.

Mittels der Ordnungsrelation kénnen wir Intervalle definieren:
Fira <b, a,b € R, sei

xr€R|a<xz<b} (abgeschlossenes Intervall)
reR|a<z<b} (halboffenes Intervall)
(
(

xe€R|a<z<b} (halboffenes Intervall)

—
QQ
li

P N SN

r€R|a<z<b} (offenes Intervall)

Des Weiteren seien

[a,00) :={x eR|a <z}
(a,00) :={z €eR|a<x}
(—o0,a) :={x eR|z<a}

2 Wobei hier in Al und A2 natiirlich R durch K und Rt durch KT zu ersetzen ist.
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Sei I eines der Intervalle [a, ], (a,b), [a,b), oder (a,b]. Dann heifit die Zahl L(I) :=b —a

Léinge des Intervalls 1.

Definition 2.4. Unter dem Betrag einer reellen Zahl x € R versteht man die Zahl

2] xz fallsxz >0
zl =
—x fallsz < 0.

Ist I ein Intervall der Lange L, so gilt fir x,y € I : |z —y| < L.

Satz 2.1 Fir den Betrag einer reellen Zahl gelten folgende Eigenschaften:

(1) |z| >0 VzeR, |z|=0 < z=0.

(2) le-yl=lz[- ly| Vzyek

(3) |z+y| <l|z|+ |yl (Dreiecksungleichung)
(4) Nzl = lyll <z +yl.

Beweis. (1) und (2) folgen unmittelbar aus der Definition des Betrages |- | .

Zum Beweis von (3) benutzen wir die Monotonieeigenschaften. Wegen x < |z| und —z <
|z| bzw. y <|y| und —y < |y| folgt nach Addition dieser Gleichungen z+y < |z| + |y|
und —(z +vy) < |z| + |y| und folglich |z + y| < |z|+ |y| -

Zum Beweis von (4) benutzen wir die Dreiecksungleichung und |z| = | — z|:

lz| = [(z +y) —y|l < |z +y|+ |y, und daher |z|—|y| < |z +yl,
lyl =|(x +y) —z| < |z +y|+ |z, unddaher |y| —|z| < |z +y].

Somit erhalten wir ||z| — |y|| < |z + y|. O

Die bisherigen Eigenschaften (Korpereigenschaften K1-K9, Anordnungseigenschaften Al-
A2) bestimmen [R, +, - ] noch immer nicht eindeutig. Sie gelten zum Beispiel auch fiir den
Korper der rationalen Zahlen [Q, +, - ]. Die reellen Zahlen R haben aber eine grundsétzlich

andere Eigenschaft als die rationalen Zahlen Q : die Vollstandigkeit.

2.1.3 Vollstiandigkeitseigenschaft der reellen Zahlen

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten die Vollstandigkeitseigenschaft der reellen Zahlen
zu beschreiben. Alle diese sind dquivalent. Wir benutzen hier die Existenz der Schnittzahl

von Dedekindschen Schnitten.

Definition 2.5. Fin Dedekindscher Schm’tﬂ von R ist eine Zerlegung R = AUB der
reellen Zahlen in zwei disjunkte, nichtleere Teilmengen A und B mit der Figenschaft, dass

jedes Element a € A kleiner als jedes Element b € B ist, das heifst,

a<b VaeA VYbeB.
3 Richard Dedekind [1831-1916], deutscher Mathematiker, letzter Schiiler von Carl Friedrich Gauss. Er

hat 1872 die erste exakte Definition der reellen Zahlen mit Hilfe der jetzt sogenannten ”Dedekindschen
Schnitte” angegeben. Die Konstruktion der reellen Zahlen mit Hilfe von Dedekindschen Schnitten findet

man im Buch von Oliver Deiser: Analysis 1.
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Bezeichnung fiir Dedekindsche Schnitte: (A | B)

Die Definition eines Dedekindschen Schnittes ist in jedem angeordneten Korper moglich,

da eine Relation “<” definiert ist; zum Beispiel in [Q, +, - ].
Beispiel: Sei a € R eine reelle Zahl.

A= (—o00,a], B=(a,0)

(A | B) sind Dedekindsche Schnitte.
A= (-00,a), B=]la,o0)

Definition 2.6. Sei (A | B) ein Dedekindscher Schnitt von R. Fine Zahl s € R heifit
Schnittzahl von (A | B), falls a <s<b fir allea € A undb € B.

Wegen R = AUB, ist s entweder das grofite Element von A (falls s € A) oder das kleinste
Element von B (falls s € B).

Vollstandigkeitsaxiom (V) der reellen Zahlen

’Jeder Dedekindsche Schnitt (A | B) von R besitzt eine Schnittzahl ‘

Die Vollstandigkeitseigenschaft gilt nicht in jedem angeordneten Koérper, zum Beispiel
nicht im Korper [Q, +, - ]: Seien némlich A = (—o0,v/2]NQ und B = (v/2, +00) NQ. Dann
gilt Q = AUB . Somit bilden A und B einen Dedekindschen Schnitt von Q. Dieser hat
aber in Q keine Schnittzahl. (Wir werden noch sehen, dass die Zahl v/2 nicht rational ist).

Definition 2.7. Fin angeordneter Korper [K, +, -] mit der Eigenschaft (V), das heifst in
dem jeder Dedekindsche Schnitt eine Schnittzahl hat, heifst vollstandig.

Zusammenfassung:

Die reellen Zahlen [R,+,-] bilden einen vollstdndigen, ange-

ordneten Korper.

Zwei vollstandige, angeordnete Korper [Ky, +, - | und [Kg, +, - ] sind isomorplﬂ (dies bewei-
sen wir hier nicht). Somit sind die reellen Zahlen [R, +, -] (bis auf Isomorphie) der einzige
vollstédndige, angeordnete Korper. Die reellen Zahlen R sind somit durch die Korpereigen-
schaften K1-K9, die Anordnungseigenschaften A1, A2 und die Vollstdndigkeitseigenschaft

V (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt.

Wir beweisen nun einige Eigenschaften der reellen Zahlen, die aus der Vollstandigkeits-

eigenschaft (V) folgen.

4 Diesen Begriff werden Sie in der Vorlesung Lineare Algebra kennenlernen. Er bedeutet anschaulich, dass

man solche Korper nicht unterscheiden kann, sie besitzen exakt die gleiche algebraische Struktur.
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Definition 2.8.
1. Fine Teilmenge A C R heifit von oben beschrdankt, falls eine Zahl M € R existiert, so
dass a < M fiir alle a € A gilt. Eine solche Zahl M heifit obere Schranke von A.
2. Fine Teilmenge A C R heifst von unten beschrdnkt, falls eine Zahl m € R existiert, so
dass m < a fir alle a € A gilt. Eine solche Zahl m heifst untere Schranke von A.
3. Eine Teilmenge A C R heifit beschrankt, falls sie sowohl von unten als auch von oben

beschrankt ist.

Definition 2.9. Sei A C R eine nichtleere Teilmenge.

1. Eine Zahl My € R heifst Supremum von A, falls sie die kleinste obere Schranke von A
ist, das heifst falls
a) a< My Vac€A,
b) fir jedes e > 0 existiert ein a € A, so dass My — ¢ < a.
2. Fine Zahl mg € R heifit Infimum von A, falls sie die gréfite untere Schranke von A
ist, das heifst falls
a) my<a VYacA,
b) fir jedes € > 0 existiert ein a € A, so dass a < mg + €.

Bezeichnung: Falls das Supremum bzw. das Infimum einer Menge A C R existiert, so

bezeichnen wir es mit
sup A := Supremum von A , inf A := Infimum von A.

Offensichtlich existiert hochstens ein Supremum und héchstens ein Infimum einer Menge
A C R. Aus der Vollstéandigkeitseigenschaft von R erhélt man die folgende Aussage iiber

die Existenz von Supremum bzw. Infimum.

Satz 2.2 Jede nach oben beschrankte, nichtleere Menge A C R besitzt ein Supremum.

Jede nach unten beschrinkte, nichtleere Menge A C R besitzt ein Infimum.
Beweis. (1) Sei A C R von oben beschréankt. Wir betrachten die Menge
X={MecR|a<M Vac A}.

Da A von oben beschrénkt ist, ist X # (). Es sei Y := R\ X. Dann gilt:

a) R=YUX.

b) Seiy € Y und z € X. Da y ¢ X, existiert ein a € A mit y < a. Andererseits ist a < x
nach Definition von X. Folglich gilt y < « fiir alle y € Y und z € X.

Also ist (Y | X) ein Dedekindscher Schnitt von R. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom (V)
von R existiert eine Schnittzahl My dieses Dedekindschen Schnittes, also eine Zahl My € R
mit

y<My<z VyeY zelX.
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Wir zeigen, dass die Schnittzahl My in X liegt. Wir fiihren diesen Beweis indirekt. Wir
nehmen an, dass My ¢ X und fithren dies zum Widerspruch. Ist My ¢ X, so ist My das
grofite Element von Y. Nach Definition von Y gibt es ein ag € A mit My < ag. Dann ist

wegen der Monotonieeigenschaft von < aber auch

My + a a a
<M<—O+—0:ao

M,
0 2 2 9

und folglich
Moy + ag

2
Dann kann M, aber nicht das grofite Element von Y sein, d.h. wir erhalten wir einen

ey.

Widerspruch. Unsere Annahme war demnach falsch. Folglich ist My € X, also eine obere
Schranke von A. Als Schnittzahl von (Y | X) ist My das kleinste Element von X, also die
kleinste obere Schranke von A. Das zeigt, dass My = sup A.

Der Beweis der 2. Aussage des Satzes wird analog gefiihrt. a

Definition 2.10.

1. Sei A C R eine nach oben beschrinkte Menge. Liegt das Supremum von A in A, so
nennt man es auch das Mazximum von A und schreibt dafiir max A.
2. Sei A C R eine nach unten beschrankte Menge. Liegt das Infimum von A in A, so

nennt man es auch das Minimum von A und schreibt dafiir min A.

Wir leiten aus Satz [2.2] einige Folgerungen ab.

Folgerung 2.1 (Archimedisches Axiom der reellen Zahlen)

Die Menge der natirlichen Zahlen N C R st nicht nach oben beschrankt, das heifit zu
jedem x € R existiert ein n € N mit x < n. Das gleiche gilt auch fir jede unendliche
Teilmenge N C N.

Beweis. Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen N ist nach oben beschrénkt. Dann
existiert nach Satz das Supremum My = supN. Es sei M := My — % Da M die
kleinste obere Schranke ist, existiert ein m € N, mit My — % < m. Folglich ist

1
M0<m+§<m+1.

Da aber m + 1 € N ist, kann My keine obere Schranke sein. Dies ergibt den Widerspruch.
Den Beweis fiir N C N fiihrt man analog. ad

Folgerung 2.2

1. Zu jedem ¢ € R existiert ein n € N mit % <e.
2. Zu jedem q € N,q # 1, und ¢ € R" existiert ein n € N mit q% <e€



2.1 Die reellen Zahlen 29

Beweis. Zu 1) Zur Zahl % € R existiert nach dem Archimedischen Axiom ein n € N mit

% < n. Folglich gilt % < &. Zum Beweis der 2. Aussage setzen wir
N :={q¢" | n € N}.

N ist eine unendliche Teilmenge von N. Den Beweis kann man dann analog zu 1) fithren.
O

Folgerung 2.3 Sei A C Z eine nichtleere, nach oben (unten) beschrinkte Menge ganzer

Zahlen. Dann besitzt A ein Mazimum (Minimum).

Beweis. Sei A nach unten beschrankt und d = inf A. Nach dem Archimedischen Axiom
existiert ein ng € N mit |d| < mng. Also gilt —ng < d und somit 0 < d 4+ ng < a + ng
fiir alle a € A. Betrachten wir nun die Menge Ay := {a +ng | a € A} C N. Wir zeigen,
dass diese Menge ein kleinstes Element besitzt. Sei k € Ap und bezeichne (Ap); = {z €
Ap|z < k}. Die Menge (Ap)g ist endlich und besitzt deshalb ein kleinstes Element my
(siehe ﬂbungsaufgaben). Dann ist mg auch das kleinste Element von Ag und mg — ng das
kleinste Element von A . Folglich gilt my — ng = min A.

Ist A von oben beschrénkt, so ist max A = — min(—A). 0

Satz 2.3 (Die Teilmenge Q C R liegt dicht in R)
Seien x,y € R und © < y. Dann existiert eine rationale Zahlq € Q mit x < g <y .

Beweis. Wir wahlen ein n € N mit % < y — x und setzen
A={z€Z]|z>n-z}.

Wiederum nach dem Archimedischen Axiom ist A nicht leer und besitzt, da von unten
beschrankt, ein Minimum (Folgerung. Sei my = min A. Dann gilt mg € A und mp—1 ¢

A. Folglich ist % > z und mOT_l < z. Wir erhalten somit
mo mo — 1

r<l — =
n n

1

mo

und folglich liegt die rationale Zahl ¢ := 7% im Intervall (z,y). O
Definition 2.11. Fine Familie abgeschlossener Intervalle I, C R, n € N, heifst Intervall-
schachtelung, wenn gilt:

1.1, CIl,, VYn>m

2. Zu jeder positiven Zahl € € R existiert einn € N mit L(I,) < e.

Satz 2.4 (Prinzip der Intervallschachtelung)
Sei Iy D Iy D I3 D --- eine Intervallschachtelung. Dann existiert genau eine reelle Zahl
x € R, so dass x € I, fiir alle n € N, das heifit

() In = {z}.
n=1
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Beweis.
1. Existenz: Sei I, = [ap, by]. Da I, C I, fir alle n > m, folgt

am < ap < by < by (%)
Wir betrachten die Menge der unteren Intervallgrenzen
A:={ap|neN}CR.

A ist nach oben beschrankt, zum Beispiel durch b1, hat also nach Satz ein Supremum.
Sei x = sup A. Wir zeigen, dass =z € I, fiir alle n € N. Nach Definition ist a, < x. Es
bleibt zu zeigen, dass x < b, fiir alle n € N. Angenommen = > b, fiir ein m € N. Da x
die kleinste obere Schranke von A ist, kann b,, keine obere Schranke von A sein. Somit
existiert ein a, € A, so dass a, > b,,. Dies widerspricht aber der Schachtelungseigenschaft
(%). Folglich war die Annahme falsch, das heifit z < b, fir alle n € N und somit gilt
ap <z <b,,also z € I, fir alle n € N.

2. Findeutigkeit: Angenommen es gabe zwei Zahlen x,y € R mit x # y und z,y € I,
fir alle n € N. Sei ¢ = |z —y| > 0. Dann existiert ein Intervall I, mit L([,,) < e.
Da |z —y| > L(I,), konnen aber nicht beide Zahlen x,y in I,, liegen. Damit ist die
Eindeutigkeit von x gezeigt. ad

Bemerkung: Die Vollstandigkeitseigenschaft eines angeordneten Korpers kann man durch
das Intervallschachtelungsprinzip oder die Existenz des Supremums ersetzen.

Es gilt: Sei [K, +, -] ein angeordneter Kérper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Jeder Dedekindsche Schnitt von K besitzt eine Schnittzahl.
2. Jede nach oben beschrankte Teilmenge von K besitzt ein Supremum.

3. Es gilt das Intervallschachtelungsprinzip und das Archimedische Axiom.

Die Implikation: 1. = 2. = 3. haben wir bewiesen. Die Umkehrung werden wir hier

nicht beweisen.

2.1.4 Die Uberabzihlbarkeit der Menge der reellen Zahlen

Wir beweisen mit Hilfe des Vollstdndigkeitsaxioms, dass die Menge der reellen Zahlen nicht

abzahlbar ist. Dazu zunéchst einige Definitionen.

Definition 2.12. Fine Menge A heifst abzdhlbar, wenn es eine bijektive Abbildung
f:N— A wvon der Menge der natiirlichen Zahlen auf die Menge A gibt.

Die bijektive Abbildung f liefert uns eine Abzéhlvorschrift fiir A: Mit der Bezeichnung

ap, = f(n) ist ndmlich

A ={ay,a9,as,...} mit a; # a; firi # j.
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Definition 2.13. Eine Menge A heif$t iberabzdhlbar, wenn sie weder leer, noch endlich
oder abzdihlbar ist. Ist eine Menge A leer, endlich oder abzdhlbar, so sagen wir auch A ist

hochstens abzahlbar.

Beispiele:
1. Die Menge der natiirlichen Zahlen N und die Menge Ny sind abzahlbar.
2. Die Menge der ganzen Zahlen Z ist abzdhlbar, denn

fz: N — Z
2k — k
2k+1 — —k

ist eine bijektive Abbildung zwischen N und Z.

Satz 2.5 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdahlbar.

Beweis. (1. Cantorsches Diagonalverfahren).
Wir geben zunichst eine Abzihlvorschrift der Menge Q1 der positiven rationalen Zahlen
an. Jede Zahl ¢ € Q7 sei als Bruch dargestellt:

q=—, n,m teilerfremde natiirliche Zahlen.
m

Wir betrachten das folgende Schema, das die Paare (n, m) als Punkte eines ebenen Gitters

darstellt. Dabei werden Punkte ausgelassen, fiir die m und n nicht teilerfremd sind.

m
11
6
o -
51 N\UD
A 3
41 N0 | 4
SR 2 4
31 N3 N ] N\ 3
21 3 5
20 N0 | N2 N N2
1 >
10 2] 3] 4] 5] 6

Die Gitterpunkte werden nun lings des im Gitter gezeichneten Streckenzuges nummeriert.
Dadurch erreicht man alle Punkte des konstruierten Gitters und erhélt somit eine bijektive
Abbildung ¢ : N — Q.
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Diese Abzéhlung beginnt offensichtlich mit:

11 3 21

1,2, -, -, 3,4
’72’3777

Wir erweitern nun ¢ zu einer bijektiven Abbildung ¢ : Z — Q mittels

o(n) falls n e N
p(n) = 0 falls n =0
—p(—n) falls n € Z, n < 0.

Die Abbildung ¢o fz : N — Z — @Q bildet N bijektiv auf Q ab. Somit ist Q
abzahlbar. a

Satz 2.6 Die Menge R der reellen Zahlen ist uberabzdhlbar.
Beweis. Angenommen, es existiert eine Abzdhlung von R, d.h. es gilt
R ={z1, x9, x3,...}.
Zu dieser Abzéhlung konstruieren wir induktiv eine Intervallschachtelung
LOoLDLDILWDI5D...

Es sei

4
I ::[$1+1,x1+§].

Offensichtlich ist 1 ¢ I; und L(I;) = 1. Aus einem schon vorhandenen Intervall I;, kon-
struieren wir 1,11 wie folgt: Wir teilen I,, in drei gleichlange, abgeschlossene Intervalle und
wahlen als I, ;1 eines dieser Teilintervalle, das x, 1 nicht enthélt. Fiir die so konstruierte

Folge von Intervallen gilt
11:)[23]33143...

xn & In

L) =% L) =4...., LI,) = &

Nach Folgerung existiert fiir jedes ¢ > 0 ein ng € N, so dass L(l,,) < . Somit ist

I1 DI, D I3 D ... eine Intervallschachtelung von R. Nach dem Intervallschachtelungsprin-
o0 o

zip enthélt der Durchschnitt [ I,, genau eine reelle Zahl. Sei nun x € () I,, diese Zahl.

n=1 n=1
Nach Annahme war R = {21, z2, 23,24, ...}. Es muf} also ein kg € N mit x = xy, geben.

Dann ist xy, € Ij,. Dies widerspricht aber der Konstruktion der Intervalle. Somit war die
Annahme der Abzédhlbarkeit von R falsch. a

Definition 2.14. Zwei Mengen A und B heiffen gleichmdchtig, falls eine bijektive Abbil-
dung f : A — B existiert. Die Menge B hat eine grioffere Mdchtigkeit als A, falls A zu

einer Teilmenge von B gleichmdchtig ist, aber B zu keiner Teilmenge von A.
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Die Mengen N,Z und Q sind gleichméchtig. Die Menge R hat eine grofiere Méchtigkeit
als diese drei Mengen. Es gibt Mengen, die eine groflere Machtigkeit als R haben (z.B. die
Potenzmengen P(R) - siche Ubung).

Kontinuumshypothese : FEs gibt keine Menge A, deren Mdchtigkeit grofier als die von
N und kleiner als die von R ist.

Diese Hypothese wurde 1878 von Georg Cantor [1845-1918] aufgestellt. Sie leitete die Ent-
wicklung der Mengenlehre ein. Auf dem Internationalen Mathematikerkongrefi 1900 in Pa-
ris hat David Hilbert [1862-1943] seine berithmte Liste von 23 ungeldsten mathematischen
Problemen vorgestellt. Die Kontinuumshypothese steht dabei an 1. Stelle. Inzwischen weif3
man, dass sie auf der Basis der heute zugrundegelegten Axiome der Mengenlehre weder
beweisbar noch widerlegbar. Kurt Godel [1906-1978] hat 1939 gezeigt, dass sie nicht wider-
legbar ist, Paul Cohen [1934-2007] hat 1963 gezeigt, dass sie auch nicht beweisbar ist (dafiir
hat er 1966 die Fields-Medaille bekommen). Solche Fragen werden in der mathematischen
Logik behandelt.

2.1.5 Wurzeln und Potenzen reeller Zahlen

In diesem Abschnitt behandeln wir einige wichtige Gleichungen und Ungleichungen fiir
Potenzen und Wurzeln reeller Zahlen.

Sei x € R eine reelle Zahl. Die Potenz ™ fir n € Ny definieren wir induktiv durch:

Fiir = # 0 setzen wir

xn’
Damit ist die k-te Potenz z* fiir jede ganze Zahl k € Z und jede reelle Zahl z € R, 2 # 0,
definiert. Aus den Koérper- und Anordnungseigenschaften der reellen Zahlen folgt sofort

1. Fiir z € R mit z # 0 und &, € Z gilt

zF . .%'l _ xk—i—l 7 xk-l _ (xk)l und (m . y)k _ .%'k . yk.

2. Ist 0 < x < y, dann gilt 2" < y" fiir alle n € N.

Satz 2.7 (Binomischer Satz) Seien x,y € R. Dann gilt fir jedes n € N

n
n _ NN\ k  n—k
(x+y) —Z<k>x y" .
k=0
Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollstandige Induktion tiber n:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt die Aussage, denn: (é)xo-yl—i— (})xl-yo =y+z = (x+y)l.
Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt:
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k=0
Induktionsbehauptung:
n+1
n+1\ k1
(x_‘_y)n—kl Z ( >IL‘ yn +
k=0 k
Induktionsbeweis

I
NE

T T
—~ o

|
NE

n n I, (n+1)—1 N\ nt1,0 Y\ 0, n+l
<z>+<z_1>>w y +<n>w e (5

I
LN @ ks
/—\/\O/—\/—\O
I3
—_
S— .
HN
@A '
3
JF
,_.
+
N:
/\3
N~
HN
t@
£)
JF
,_.

Aus dem Binomischen Satz [2.7] ergibt sich die

Folgerung 2.4

1. (I1+x)"= i (1)a*

" k=0

2 T (@)=,
kio

5. 3 (~DE() =0
k=0

Beweis. (1) ist der Binomische Satz fiir y = 1, (2) ist der Binomischer Satz fiir x =y =1
und (3) ist der Binomischer Satz fir z = —1, y = 1. 0

Satz 2.8 (Bernoullische Ungleichung) Fir jede reelle Zahl x > —1 und fiir jedes n €
N gilt:
(I+2)">14+nzx.
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Beweis. Beweis durch vollstandige Induktion iiber n.
Induktionsanfang: Die Aussage gilt offensichtlich fiir n = 1.
Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt (1 + )" > 1+ nax.
Induktionsbehauptung: (1 +2)"*!' > 1+ (n+1) 2

Induktionsbeweis: *
A%
(I+z)"" ' =0+2)"A+2) > Q+na)l+z)=1+n+D)r+na>>1+n+1)x

>0

Als Anwendung erhélt man unmittelbar

Folgerung 2.5

1. Seiy € R, y > 1, und r € RT. Dann existiert ein n € N, so daf$ y™ > r.
2. SeiyeR, 0<y<1undr e RT. Dann exzistiert ein n € N mit y"™ < r.

Beweis. Seir € RT™ und y > 1. Nach dem Archimedischen Axiom fiir reelle Zahlen existiert

=(1+@w-1)">14ny—-1)>2ny—1)>r

Ist 0 < y < 1, so wenden wir das eben Bewiesene auf die reelle Zahl 5 > 1 und % an und

erhalten eine natiirliche Zahl n € N mit (%)" > % und somit y" < r. O

Satz 2.9 (Geometrische Summe) Fir jede reelle Zahl x # 1 und jede natirliche Zahl

n gilt:
1_$ n+1
g z" .
1-z

Beweis. Beweis durch vollstandige Induktion tiber n.
Induktionsanfang: n = 1:
1—22 (1-2)(1+2)

= =1 =2+ 2h
1 — 1— +r=zx"+=x

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung ist fiir ein n € N richtig.

Induktionsbehauptung;:
St
11—z
k=0

Induktionsbeweis:
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n+1 n
Zxk _ (Zxk> 4 gttt
k=0 k=0
Ié/ 1— xn+1 N xn-‘rl
1—=x
B 1— xn+1 +xn+1(1 _ 1.)
- 1—=x
1 — gnt2
= —. O
1—=x

Wir beweisen nun die Existenz der n-ten Wurzel einer positiven reellen Zahl.

Satz 2.10 Sei x € RT eine positive reelle Zahl und n € N. Dann existiert genau eine

positive reelle Zahl y € RY mit y™ = x.

Bezeichnung: y := {/x heifit die n—te Wurzel aus x.

Beweis. Zum Beweis benutzen wir das Intervallschachtelungsprinzip. Fiir x = 1 gilt die
Behauptung offensichtlich. Es geniigt, den Fall > 1 zu behandeln. Den Fall x < 1 fiithrt
man durch Ubergang zu z’ := % darauf zurtick.

Wir definieren zunéchst induktiv die folgende Familie abgeschlossener Intervalle I :=
[ak, bg]: Wir setzen I} = [a1,b1] := [1, z]. Dann gilt a} <z < b}, da 1 < z. Sei das Intervall
It := [ag, bg] mit der Eigenschaft a} < x < b} bereits konstruiert. Dann definieren wir

I, 11 durch Halbierung von Ij: Sei m = % der Mittelpunkt von I. Wir setzen dann
[ak,m] fallsm™ >z

Ixi1 = |ags1,b =
k1 = [ak+1, bp1] { m, b falls m" < g

Dann gilt nach Konstruktion fiir diese Familie von abgeschlossenen Intervallen:

1. 1 DIbDI3D ...

2. L(I) = (z—1)- (3" fiiralle k € N,
3. ap <z <0b} firallekeN.

Wir erhalten also ineinander geschachtelte Intervalle, deren Langen nach Folgerung [2.2
beliebig klein werden. Nach dem Intervallschachtelungsprinzip existiert genau eine reelle

Zahl y € R mit y € I fiir jedes k € N. Wir zeigen nun, dass y" = z gilt.
Dazu betrachten wir die Intervalle
Ji = [a}, b], ke N.

Da I, D I+, gilt wegen der Monotonie der Potenzen auch Ji O Ji41. Fiir die Lange von

Ji. erhalten wir
L(Jy) = by —ay.
= (b — ar) (b + b7 2ap + ...+ bral 2 +afh)

2 an—l
= L(L) - b} <1+Z:+Z§+“'+ e
k k

1
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Nach Folgerung gibt es zu jedem ¢ > 0 ein k € N mit L(Jx) < e. Die Familie der

Intervalle Jj, ist also eine Intervallschachtelung von R. Nach Konstruktion gilt aber sowohl

o0

x € Ji (Eigenschaft 3.) als auch y™ € Ji, fir alle k € N. Da der Durchschnitt () Ji nur
k=1

ein Element enthélt, folgt © = y”.

Die Eindeutigkeit der Zahl y € RT mit y” = z ist klar, denn ist z.B. y; < 2, so folgt
yr <yy- u|

Die Gleichung y™ = x hat fiir gerade n zwei reelle Losungen y; = ¢z und y = — {/x.
Die Eindeutigkeitsaussage von Satz gilt also nur in RT. Die Gleichung 3" = x ist in

Q@ im Allgemeinen nicht losbar.

Satz 2.11 Seien n und k natirliche Zahlen. Dann ist Yk genau dann eine rationale Zahl,
falls k die n—te Potenz einer natirlichen Zahl ist, das heift falls k = m™ fir ein m € N,
Insbesondere gilt:

e Fir jede Primzahl p und jedes n > 1 ist die Zahl {/p irrational.

o Wenn Vk rational ist, so ist ¥k sogar eine natiirliche Zahl.

Beweis.

1. («<=): Sei k = m™ mit m € N. Dann ist per Definition m := ¥k € N C Q.

2. (=): Sei ¥k € Q. Dann existieren teilerfremde Zahlen m,l € N, so dass Vk = T
Nach Definition erhélt man k = ()" = ’l”—: und somit kl" = m". Wir zeigen nun, dass
[ =1 gilt. Angenommen [ > 1. Dann existiert eine Primzahl p > 1, die [ teilt. Folglich
teilt p auch kI™ = m'™, das heifit p teilt auch m. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass

[ und m teilerfremd sind. Somit ist { = 1 und & = m™ fir m € N. O

Wir konnen jetzt die Potenzen mit rationalen Exponenten definieren.

Definition 2.15. Sei x € R eine positive reelle Zahl und q € Q eine rationale Zahl mit

der Darstellung ¢ = ;-,n € Z,m € N. Dann setzen wir:
x4 = (/)"
Diese Definition ist korrekt, d.h. unabhéngig von der Wahl der Darstellung von gq.

Die folgenden Eigenschaften fiir die Potenzen mit rationalen Exponenten sind leicht nach-
zupriifen: Seien p,q € Q und z,y € R*. Dann erhilt man:

2. Sei p < q. Dann gilt aP < z? fallsx > 1 und 2P > 29 falls 0 <z < 1.

3. Sei 0 < x < y. Dann gilt 29 < y? falls ¢ >0 und 27 > y? falls ¢ < 0.

Wir werden auf die Potenzen und ihre Eigenschaften spater zuriickkommen.
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2.2 Die komplexen Zahlen

Fiir jede von Null verschiedene reelle Zahl = gilt 2 > 0. Man kann im Zahlbereich der
reellen Zahlen also keine Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen. Insbesondere gibt es keine
reelle Losung der Gleichung #?> = —1. Die komplexen Zahlen sind eine Erweiterung der

reellen Zahlen, die es moglich macht, auch Wurzeln aus negativen Zahlen zu ziehen.

2.2.1 Geometrische Motivation fiir die Definition der komplexen Zahlen

Bevor wir die Definition der komplexen Zahlen angeben, wollen wir eine geometrische Mo-
tivation fiir diese Definition angeben. Wir suchen eine Erweiterung von R, in der wir die
Gleichung z? = —1 16sen kénnen. Die reellen Zahlen koénnen wir geometrisch als Punkte
auf einer Geraden (reelle Zahlengerade) darstellen. Wir erweitern nun diese Gerade zu
einer Euklidischen Ebene £ und fiihren auf dieser Ebene auf geometrische Weise eine Ad-
dition sowie eine Multiplikation von Punkten so ein, dass es einen Punkt gibt, fiir den die
Gleichung P - P = —1 gilt. Dazu fixieren wir auf der Ebene £ ein kartesisches Koordi-
natensystem, so dass die z-Achse der reellen Zahlengeraden entspricht. Dadurch kénnen
wir die Ebene £ mit der Menge der geordneten 2-Tupel reeller Zahlen R? identifizieren:
jedem Punkt P € £ werden seine Koordinaten (a,b) € R? in diesem kartesischen Koor-
dinatensystem zugeordnet (Euklidische Koordinaten). Der Ursprung O € £ hat dabei die
Koordinaten (0, 0). Die reellen Zahlen entsprechen der Geraden g = {(z,0) | z € R} C R2.
Dies liefert eine naheliegende Moglichkeit, zwei Punkte der Ebene zu addieren: man addiert
ihre Euklidischen Koordinaten: Fiir P = (ay,b1) und P, = (ag, bs) sei

P+ P:= (a1 + a9, b1 + bg) (21)

Das ist vertréglich mit der Addition in den "reellen Zahlen” {(z,0) | x € R}. Wiirde man
die Multiplikation von Punkten auf die analoge Weise definieren, wiirde man nichts gewin-
nen. Man konnte die Gleichung P - P = (—1,0) nicht 16sen. Fiir eine geeignete Definition
der Multipliktion benutzen wir die Kuklidische Drehung von Punkten um den Ursprung
O. Dazu erinnern wir an die Darstellung eines Punktes der Ebene durch Polarkoordinaten:
Ist P # O, so ist P eindeutig durch die Linge der Stecke OP, sowie den orientierten Win-
kel ¢ zwischen der z-Achse und dem Stahl O_]i (gemessen entgegen dem Uhrzeigersinn)

bestimmt.

y-Achse

P = (a,b)

1P

9] a x-Achse



2.2 Die komplexen Zahlen 39

Dabei gilt fiir P = (a,b) nach dem Satz des Pythagoras sowie der elementargeometrischen

Definition der Sinus- und Cosinus-Funktion im rechtwinkligen Dreieckﬂ

|OP| = v/a? + b =:||P|,

P = (a,b) = (|P[[cos ¢, || P sin ©).

Fiir die "reellen Zahlen” P = (z,0) gilt ||P|| = |z| und ¢ = 0, falls = positiv, bzw.

p = 180°, falls x negativ ist. Wir multiplizieren nun zwei Punkte

P1 = (al,bl) = (HP1H COS Y1, HP1H sin 901) und (2.2)
Py = (ag, by) = (|| P2[| cos @2, || P2 sin p2)

durch die Forderung, dass sich ihre Abstdnde || P;| und || P;|| multiplizieren sowie ihre

Winkel ¢; bzw (9 addieren:
Py Py = ([|P]] - [ P2]l cos (w1 + @2), |1 PLI| - [Pl sin (1 + 2) ). (2.3)

Dies ist vertriglich mit der Multiplikation in den ”reellen Zahlen” {(z,0) | z € R}.
Nun ”sieht” man aber sehr einfach einen Punkt P der Ebene mit P- P = (—1,0), namlich

den Punkt P mit den Polarkoordinaten ||P|| = 1 und ¢ = 90°. Fiir diesen Punkt gilt
P . P = (cos180°,sin180°) = (—1,0).
Benutzt man die Additionstheoreme fiir die Cosinus- und Sinusfunktiont

cos (a4 ) = cos acos B — sin asin 3,

sin (a + ) = sinacos § + cos asin f3,

so erhalt man mit (2.2) folgende Formel, die das Produkt P; - P, in Euklidischen Koordi-

naten ausdriickt:

Py - Py = (||PL]l[| P2ll(cos @1 cos pa — sin gy sin pa) , [|Py]|[| Pl (sin @1 cos g + cos g1 sin @) )
= (a1a2 — bibsy, bras + albz). (2.4)

Diese geometrische Motivation fithrt uns zu der folgenden Definition der komplexen Zah-
len, die vom irischen Mathematiker und Physiker William R. Hamilton [1805 — 1865]
eingefithrt wurde. Hamilton hat auf analoge Weise auch den Zahlbereich der komplexen
Zahlen erweitert und den Schiefkorper der Quaternionen eingefiihrt, der wie die komplexen

Zahlen nicht nur in der Mathematik, sondern auch fiir viele Belange der Physik niitzlich ist.

® Man setzt dazu die im rechtwinkligen Dreieck definierte Cosinus- und Sinusfunktion auf [0°,360°] fort
durch: cos0° := 1, sin0° := 0, cos90° := 0, sin 90° := 1 sowie cos (p + 90°) := —sin ¢, sin (¢ + 90°) :=
cos . Anschliefend setzt man sie 360°-periodisch auf R® fort.

6 Bitte wiederholen Sie selbstindig die elementargeometrischen Beweise der Additionstheoreme. Man
findet sie z.B. im Buch von Helmut Koch: FEinfihrung in die Mathematik, Springer 2004, Kapitel 8.
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2.2.2 Definition und Eigenschaften der komplexen Zahlen
Auf der Menge der Paare reeller Zahlen
R? :=R x R := {(a,b) | a,b € R}

fiilhren wir eine Addition + : R? x R? — R? und eine Multiplikation - : R? x R? — R?
ein. Zwei Paare z; = (ay,b1) und 23 = (az,bz) aus R? addieren bzw. multiplizieren wir
(motiviert durch (2.1) und (2.4)) nach folgenden Regeln:

21+ 22 = (a1,b1) + (ag,b2) := (a1 + a2, by + ba), (2.5)
2129 = (al,bl) . (ag,bg) = (a1a2 — b1bs, bras + albg). (2.6)

Die mit dieser Addition und Multiplikation ausgestattete Menge R? bezeichnet man mit
dem neuen Symbol C, d.h. C := R?, um auszudriicken, dass man aufler der iiblichen
Addition ([2.5) der reellen Paare auch noch die Multiplikation (2.6) festgelegt hat. Die

Elemente von C heiflen komplexe Zahlen.

Satz 2.12 Die komplezen Zahlen [C,+, ] bilden einen Kérper. Es gelten also die Rechen-
regeln K1 — K9 fiir die Addition + und die Multiplikation - .

Beweis. Diese Eigenschaften folgen direkt aus den Korpereigenschaften von R und den
Definitionen von + und -. Man erhélt z.B. durch direktes Nachrechnen: (0,0) ist das
neutrale Element der Addition, (1,0) das neutrale Element der Multiplikation. Das Ne-
gative zu z = (a,b) € C ist —z := (—a,—b). Das Inverse zu w = (a,b) # (0,0) ist

1 . a —b .
i (7a2+b2 , 7a2+b2), denn es gilt

a —b )_(a2+b2 ba — ba
a2+ b2 a2 +02/)  \a?+ b2 a? + b2

(a,b) - ( ) = (1,0). 0

Im Gegensatz zum Korper der reellen Zahlen ist der Korper der komplexen Zahlen nicht

angeordnet (Ubungsaufgabe).

Potenzen komplexer Zahlen

Fiir z € C mit z # O sei 27! := % Die Potenzen 2" fiir n € N seien induktiv durch 2! := z,

n+1

. . . . _ n . . . . .
z = 2" . z erklart. Weiterhin sei 27" := (l) = Z% Wir vereinbaren zusitzlich fir

z
jedes z € C, dass 2° = 1. Fiir zwei komplexe Zahlen z,w € C beweist man wie im Reellen

(Satz die binomische Formel

n
(z+w)" =Y (})2FwnFk fir alle n € N.
k=0
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Die algebraische Form der komplexen Zahlen

Fiir den bequemen Umgang mit den komplexen Zahlen eignen sich die nun folgenden
Vereinbarungen:

Nach Definition gilt fiir die komplexen Zahlen (a,0) und (b,0)

(a,0) + (b,0) = (a + b,0) und (a,0)-(b,0) = (a-b,0).

Die Zuordnung a € R —— (a,0) € C ist also eine Einbettung der Menge der reellen
Zahlen in die Menge der komplexen Zahlen, die mit den jeweiligen Korperoperationen +
und - vertraglich ist. Wir kénnen deshalb R als Teilkorper von C auffassen. Dies werden
wir in Zukunft tun und die komplexe Zahl (a, 0) einfach mit a bezeichnen. Dies rechtfertigt
auch die Bezeichnung 0 := (0,0) fiir das neutrale Element der Addition und 1 := (1,0)
fiir das neutrale Element der Multiplikation. Die komplexe Zahl (0, 1) bezeichnen wir mit

i und nennen sie die imagindre Einheit. Fir i = (0,1) gilt
?=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

Die Gleichung 2% = —1 ist also im Korper der komplexen Zahlen lésbar.

Ist z = (a,b) eine beliebige komplexe Zahl, so gilt mit unseren Vereinbarungen
2= (@) = (@,0)+ (0,5) = (a,0) + (0,1)(5,0) = a -+ b,

Jede komplexe Zahl z € C ist also in der Form

’z:a—l—ib a,beR‘ (2.7)

darstellbar. Dies ist die iibliche Darstellung der komplexen Zahlen. Man nennt die Darstel-
lung (2.7) auch die algebraische Form der komplexen Zahl. Benuzt man diese Darstellung,

dann kann man mit den komplexen Zahlen genauso wie mit den reellen Zahlen rechnen,

indem man i? = —1 beriicksichtigt. Es gilt also fiir z; = a1 + i by und 22 = as + i by
21+ 20 = (a1 + ibl) + (CLQ + ibg) = (CLl + ag) +1 (bl + bg) (28)
21+ 29 = (a1 +1ib1) - (ag + iby) = (a1az — b1ba) + i (a1b2 + b1as) (2.9)

Definition 2.16. Ist z = a + ib € C, so heifit Re(z) := a Realteil von z und Im(z) :=b
Imagindrteil von z. Ist Re(z) = 0, so heifit z rein imaginar. Ist Im(z) = 0, so heifit z

reell.

Beispiel: Sei z = a +ib # 0. Dann ist
1 1 a—1b a—1b a )

z a+ib (a+ib)(a—ib) a?+b>  a?+b? e

also gilt
1 a b

J%Q):ﬁ+mefmC):7ﬂ+m

Definition 2.17. Ist z = a + ib € C eine komplexe Zahl, so heifit z := a — ib die

konjugiert komplexe Zahl zu z.

Es gelten folgende, mit Hilfe der Definitionen leicht zu tiberpriifende Rechenregeln:
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Satz 2.13 Fur alle komplexen Zahlen z und w gilt:

1. z4w=7z+4+w, Z-W=2Z-W, z2=2

2. z+Z=2-Re(z), z—2z=2i-Im(2)

3. Z=z <<= z€R

4. z-Z=Re(2)?+ Im(2)? . Insbesondere ist 0 < z -z € R. 0

Definition 2.18. Sei z = a + ib € C eine komplexe Zahl. Der Betrag wvon z ist die reelle

Zahl
|z =Va2+b?=Vz-Z

Satz 2.14 (Eigenschaften des Betrages komplexer Zahlen)

Seien z und w komplexe Zahlen. Dann gilt:

|z| >0, wobei |z| =0 genau dann, wenn z = 0.
|2 w| = [2] - Jw].
|z + w| < |z| + |w]. (Dreiecksungleichung)

2] = Jw]] < [z 4 w].
2| = |7
[Re(2)| < 2], [Im(2)] < |z].

S v o v o~

Beweis. 1., 5. und 6. folgen trivialerweise aus der Definition. Formel 2. folgt aus
|z w|? = (2w)(ZW) = 2Z - ww = |2|? - |w]?.
Die Dreiecksungleichung erhéalt man durch

|z +w|* = (2 + w)(z + w)
=(z+w)(z+w)
= 2Z + wWw + wzZ + 2w
= 2Z + wW + wZ + wz
= |2* + |w|* + 2 - Re(w?Z)
< 2 + w]? +2 - wz]
= |2 + Jwl* +2- Jw] - |2]
= (|2 + |w])*.

Formel 4 wird wie in Satz [2.1] mit Hilfe der Dreiecksungleichung bewiesen. 0

Die Polarform (trigonometrische Darstellung) der komplexen Zahlen

Wir kommen nochmal auf die geometrische Interpretation der komplexen Zahlen zurtick.
Der Darstellung der reellen Zahlen auf einer Geraden entspricht die Darstellung der kom-
plexen Zahlen in der Ebene, die man deshalb oft GauBische Zahlenebene oder komplexe
Zahlenebene nennt.

Wir fixieren ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene und stellen die komplexe
Zahl z = (a,b) = a + ib € C als Punkt der Ebene mit den Koordinaten (a, b) dar.
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imaginidre Achse (y-Achse)
iR

4

z=(a,b) =a+bi

b

1 a R

reelle Achse (z-Achse)

Die reellen Zahlen R entsprechen der x—Achse, die rein imaginaren Zahlen iR der y—Achse.
Nach dem Satz von Pythagoras ist der Betrag |z| = Va2 + b2 gleich dem Abstand
des Punktes z = (a,b) zum Ursprung des Koordinatensystems. Die komplexe Zahl
zZ = (a,—b) = a — ib entsteht durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Fiir z # 0
sei ¢ der orientierte Winkel zwischen der z—Achse und dem Strahl vom Ursprung durch

z, gemessen in positiver Richtung (entgegen dem Uhrzeigersinn). Dann gilt

a . b
coscp:m und smgOZM.
Die Darstellung
’ z=|z| (cosgo—i—i-sin(p)‘ (2.10)

heifit trigonometrische Darstellung oder Polarform der komplexen Zahl z # 0. Der Winkel
¢ heifit Argument von z und wird mit arg(z) bezeichnet. Das Argument ¢ ist bis auf

ganzzahlige Vielfache von 360° eindeutig bestimmt.

Geometrische Deutung von z; + 29:
Die Summe z1 4 z5 entspricht dem Endpunkt der vom Nullpunkt ausgehenden Diagonalen

im von z; und zo gebildeten Parallelogramm.

iR
i(by + b2) 21 + 22 = (a1 + a2) +i(by + b2)
ibg z92 29 = a2 + ibg
iby / 21 z1 = a1 +ib
as ap ajp + as

R
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Geometrische Deutung von z; - zo:

Seien z1, zo # 0. Wir betrachten die trigonometrische Darstellung von z; und z»

z1 = |z1|(cos p1 + isin 1),

zo = |z2|(cos p2 + isin ¢a).
Nach den Additionstheoremen fiir cos und sin gilt

122 = |z1]|22] - {(cos @1 - cos g — sin ¢y - sin @y)

+ i - (sinpg - cos g + sin g - cos )}
= |21 - 22 - (cos(ip1 + ¢2) +i - sin(p1 + p2))

und folglich |z; - zo| = |21] - |22| und arg(z; - z2) = arg(z1) + arg(z2).
Nach diesen Formeln kann z; - 29 gezeichnet werden.

\

\
\
\

—~

I
I
I
|
T

|w| = |21 - 2]

Fiir die Winkel gilt ¢1 = arg(z1) und pg = arg(zz). Der Punkt z; - z5 liegt auf dem vom
Ursprung ausgehenden Strahl, der mit der reellen Achse R den Winkel 1 + 9 einnimmt.
Mittels des Strahlensatzes erhélt man einen Punkt w auf dem Strahl durch den Ursprung

und zo mit |w| = |z1]|22] = |21 - 22|. Man dreht diesen Punkt w um den Winkel ¢ um den
Ursprung und erhalt den Punkt z; - 2.

Wurzeln aus komplexen Zahlen

Wir definieren nun Wurzeln aus von Null verschiedenen komplexen Zahlen. Wie wir gerade
gesehen haben, gelten fiir eine komplexe Zahl z # 0 die Formeln

|2 = |2|" und arg(z") =n-arg(z).
Damit erhalten wir
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Satz 2.15 Sei w € C eine von Null verschiedene komplexe Zahl mit dem Betrag r = |w|
und dem Argument ¢ =: arg(w) € [0,360°), d.h. w = r(cosp + isinp). Dann hat die

Gleichung z" = w genau n verschiedene komplexe Lésungen, namlich

2 o= Yr- (cos (% +k3t;0°> + 1 sin <g + k3(i?0>> )

wobei k€ {0,1,2,...,n—1}.

Beweis. Fir die komplexen Zahlen z; gilt nach Definition

|zk] = Ur und arg (zx) = L k360 =

n n

L Pk
Hieraus folgt

g = (/r)" (cos(go + k-360°) + i sin(p + k - 360°)) = |w|(cos ¢ + isin p) = w.
~—— —_———

|z |™ n-arg (zr)

Wir haben also n verschiedene Losungen der Gleichung 2™ = w gefunden. Wir zeigen,
dass es keine weiteren Losungen gibt. Sei z eine beliebige Losung von 2" = w und z =
|z|(cos ) + i - sint) die trigonometrische Darstellung von z. Es gilt |z|" = |w| und folglich
|z| = W Weiterhin ist n - ¢ = ¢ + 360°/, fiir ein £ € Z und somit ¢ = £ + E@. Wir
teilen £ durch n mit Rest: £ =k—+rn,r € Zund 0 < k < n—1. Dann gilt ¢ = @i +7-360°
und folglich z = z. a

Die n verschiedenen Losungen von z" = w mit w # 0, heiflen die n. Wurzeln von w.

Geometrische Deutung der Wurzeln:

Die Losungen zp von z"™ = w bilden die Ecken eines regelméafligen n-Ecks auf dem Kreis

vom Radius {/|w].
iR

21

20

2 9( R

<3

Die n verschiedenen Losungen der Gleichung 2" = 1 heiflen n.-Finheitswurzeln. Sie sind

gegeben durch

o o

360 . 360
) + 7 sin (k: ),
n n

2l = COS (k:

wobei k € {0,1,...,n—1}.
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Wir formulieren abschliefend den Fundamentalsatz der Algebra, der eine der wichtigsten

Aussagen tiber komplexe Zahlen enthalt.

Satz 2.16 (Fundamentalsatz der Algebra)

Es seien ag,ay,...,an—1 komplere Zahlen. Dann besitzt die Gleichung
P(z):=2"+ 12"+ .. +a1z4+ao=0
eine Losung A € C. Dabet gilt
P(2) = (2= X" 4+ bp02" 24 ... + b1z + bp),

wobei by, . ..,by_2 komplexe Zahlen sind. Ein komplexes Polynom P(z) von Grad n hat
also genau n Nullstellen Ay, ..., A\, € C und es gilt

P(z>:(Z_)\l)'(Z_)\2>'...'(Z—)\n)’
wobei die Nullstellen nicht alle verschieden sein mussen.

Den Beweis dieses Satzes fiir allgemeine n werden wir spater in Kapitel 4 fiihren. Wir
beweisen den Fundamentalsatz der Algebra hier zunédchst nur fiir n = 2. In diesem Fall
erhélt man alle komplexen Losungen z der quadratischen Gleichung 22 4 a1z 4+ ag = 0

mittels quadratischer Ergénzung. Es gilt:

22+a1z+a0:0

a2 aj
= (2—1—2) + ag 4—0

2
. aj a
< v? = w wobel v::z—{—? und w:—l—ag.

4

1. Fall: w # 0. In diesem Fall kénnen wir die Gleichung v?> = w nach Satz l6sen. Wir

2

erhalten genau 2 verschiedene komplexe Losungen vy von v° = w. Daraus ergeben sich

zwel komplexe Lésungean] A1 und A2 von 22 + ajz + ap = 0 mit

2
Ap = —% +vg und Ag:= —% — vp, wobei v3 = % — ap.
AuBlerdem gilt:
a a a2
(z = A)(z = A2) = (Z—UoJr?l) <Z+vo+51> = (z+51) — v
2 2 2
= (z+%> —w = (z—l—%) —%+ao = 22+a1z+a0:0.
2. Fall: w = 0. In diesem Fall gilt ag = % und deshalb
22+a12+a0: (z—{—ﬂ) <z+ﬂ).
2 2

Folglich ist A\ = Ao = —“—21 eine 2-fache komplexe Losung von 22+ a1z +ap = 0. 0O

7 Vergleichen Sie diese Losungen mit der Losungsformel im reellen Fall!!
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Folgen und Reihen

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Behandlung von Grenzprozessen, die zu den wich-
tigsten Prinzipien der Analysis gehoren. Viele Groflen (spezielle Zahlen, Funktionswerte,
Flécheninhalte, Volumen, ...) werden nicht durch eine geschlossene Formel angegeben,
sondern als Grenzwert einer bestimmten Folge definiert und dann in der Regel durch
Approximationsverfahren ndherungsweise berechnet. Um dies zu tun, bendtigt man den

Begriff der Folge und ihres Grenzwertes.

Definition 3.1. Sei X eine nichtleere Menge. Unter einer Folge in X versteht man eine

Abbildung
fN— X
n +—> Ty,

die jeder natirlichen Zahl n einen Punkt x, € X zuordnet.

Eine Folge ist also eine durch die Abbildung f gegebene Aufzdhlung von Punkten in
X, wobei Punkte auch mehrfach vorkommen kénnen. Wir geben kiinftig lediglich die

Bildwerte der Abbildung f an und benutzen fiir die Folge die nachstehenden Schreibweisen:

x1,22,x3,... oder (x,)22; oder (xp)peny oder kurz (a:n)‘

Um den Grenzwert einer Folge zu definieren, benétigt man ein Konzept, mit dem man
den Abstand zwischen Punkten von X messen kann (wann sind sie weit von einander
entfernt, wann liegen sie dicht beieinander?). Eines dieser Konzepte ist die Festlegung einer
Abstandsfunktion d auf X, die den Abstand zwischen zwei Punkten mifit. Dies fiihrt auf
den Begriff des metrischen Raumes (X, d), den wir im 2. Semester der Analysis-Vorlesung
behandeln werden. In diesem Kapitel der Vorlesung werden wir zundchst den Spezialfall
von Folgen reeller Zahlen und Folgen komplexer Zahlen behandeln (X =R bzw. X = C).

In diesem Fall haben wir durch den Betrag eine Abstandsfunktion gegeben:

Der Betrag |z — y| beschreibt den Abstand der Zahlen x und y voneinander.
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3.1 Folgen in R und in C

3.1.1 Konvergente Zahlenfolgen und ihre Eigenschaften

Definition 3.2. Sei (z,,) eine Folge reeller (bzw. komplexer) Zahlen. Wir sagen, dass
(zn) gegen die Zahl x € R (bzw. © € C) konvergiert, falls zu jedem € > 0 ein (von €
abhdngender) Index ng = no(e) € N ezistiert, so dass |x — x| < € fir alle n > ng. Der
Punkt x heifst Grenzwert (GW) der Folge (xy,). Besitzt eine Folge (zy,) einen Grenzwert,

so heif$t sie konvergent. Besitzt die Folge (1) keinen Grenzwert, so heifit sie divergent.

Fiir eine gegen = konvergente Zahlenfolge (x,,) schreiben wir:

lim z, =« oder Ty — T oder kurz Ty — T |
n—oo n—oo

Im Fall einer komplezen Zahlenfolge (x,,) bedeutet die Konvergenz x,, — x, dass ab dem
Index ng(e) alle Folgenglieder x,, in der offenen Kreisscheibe K. (z) um = mit dem Radius
¢ liegen:

xn € Ko(x):={2€C ||z -z <e} Vn > ng(e).
Im Fall einer reellen Zahlenfolge (z,) bedeutet die Konvergenz =, — z, dass ab dem

Index ng(e) alle Folgenglieder x,, im offenen e-Intervall I.(z) um x liegen:

xn €Il () =(x—c,z+e)CR Vn > ng(e).

Satz 3.1 (Eindeutigkeit des Grenzwertes) Der Grenzwert einer konvergenten Folge

in R und in C ist eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei (xy,) eine Folge in R (bzw. in C), die gegen die reellen (bzw. komplexen) Zahlen
x und z* konvergiert. Angenommen z # x*. Dann ist ¢ := |z — 2*| > 0. Also existieren ng

und ng mit
€ * € *
|x—xn|<§ Vn>ny und |z —$n|<§ V' n > ng.

Somit gilt |z — z,| < § und |[2* — 2,| < § fiir alle n > max(ng, ng). Mit der Dreiecksun-
gleichung fiir die Betrage (Satz und Satz [2.14]) folgt fiir ein solches n

az\x—x*\S\x—xn|+\xn—x*l<§+§:5.

Dies ist aber ein Widerspruch. ad

Satz 3.2 Ist (zy,) eine konvergente Folge reeller oder komplexer Zahlen, so ist die Menge
{|zn| | n € N} C R beschrdnkt.
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Beweis. Sei (x,,) eine konvergente Folge in R (bzw. in C) und z = lim x,,. Nach Definition
n—oo
der Konvergenz existiert ein ng € N, so dass |z, — x| < 1 fiir alle n > ng. Aus der

Dreiecksungleichung erhalten wir
|zn| = |(zn, — ) + 2| < |2x) — 2|+ |2| <14 |2| Vn > ng.

Dann ist M := max(|z1],|z2|,..., |Tne—1], 1 + |z|) eine obere Schranke und m = 0 eine

untere Schranke von {|x,| | n € N}. 0

Ist (x,) eine reelle Folge, dann liegen alle Folgenglieder im Intervall (—M, M) C R. Ist
(x;,) eine komplexe Folge, dann liegen alle Folgenglieder in der Kugel K;;(0) C C.

Der néchste Satz zeigt, dass der Grenzwertbegriff mit der algebraischen Struktur von R

bzw. C vertraglich ist.

Satz 3.3 Seien (z,) und (wy,) konvergente Folgen reeller oder komplexer Zahlen mit den

Grenzwerten hm Zn = Z und hm wy, = w. Dann konvergieren auch die Folgen (zp,+wy,),
n—

(zn - wn), (2= ) falls w # 0, und (\zn|) und es gilt:

a) hm (zn+wn)— hm zn+nhnolown—z+w

b) lim z, wy, = lim 2z, - lim w, =z - w.
n—oo n—oo n—oo

c) Istw #0, so ist auch wy, # 0 fir alle n gréfler als ein ny € N, und es gilt

o dme

lim —=">—=—

n—00 Wy, lim w, w
n—oo

d) hm |zn| = | hm zn| = |2|.

Beweis. Zu a) Nach Dreiecksungleichung gilt
[(zn +wn) = (z + )| = |(2n — 2) + (wn — )| < |2n — 2[ + Jwn — w).

Sei € > 0. Da (z,) gegen z und (wy,) gegen w konvergiert, existieren Indizes ng, nj € N, so
dass
€ € .
\zn—z\<§ Vn>ng und \wn—w\<§ V' n > ng.

Daraus folgt

](zn+wn)—(z+w)\<%+§=€ vV n > max(ng, ng)

und somit lim (2, + wy,) = (2 + w).
n—oo
Zu b) Nach Dreiecksungleichung gilt

|znwn, — zw| = |zp(wy, — w) + w(zn — 2)| < |zpl||wn — w| + |w]|zn — 2]

Da (zy) konvergiert, existiert nach Satz eine positive reelle Zahl M, so dass |z,| < M
fir alle n € N. Wir wéhlen M auflerdem so grof}, dass M > |w|. Dann folgt
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|znwn, — 2w| < M - |wy, —w| + M - |z, — 2| VneN.
Sei nun € > 0. Da (z,,) gegen z und (wy,) gegen w konvergiert, existieren Indizes ng, nj € N,
so dass

£
2M

9

|zn, — 2| < i

Vn > ng und |wy, — w| < Vn > ng.

Folglich gilt
|znwy, — zw| < e Vn > max(ng,ng),
d.h. die Folge (z,w,) konvergiert gegen zw.
Zu c¢) Daw # 0 und (wy) gegen w konvergiert, existiert eine positive reelle Zahl 7 so dass

0 <n < |wy] fir alle n grofer als ein ng. Man erhélt

Zn z

Wy W

Zp W — Wy + 2

Nz = 2w — (wy — w)z|

[wn| - |w]

|wal - w]
el _wl. AL
n|wl nwl
Seinun € > 0. Da (z,) gegen z und (wy,) gegen w konvergiert, existeriert ein Index ng§ > ng,
so dass |z — zp| - % <5 und |w— wyl- n'ﬁj}' < § fiir alle n > ng. Daraus folgt
Zn_Zlce V' n > ng.
wy, W

Also konvergiert die Folge (£~) gegen Z.

z
Wn

Zud) Sei z, — z und € > 0. Aus den Betragseigenschaften folgt
|lzn| = 2] | < |zn — 2] <& ¥ n >mnp(e).

Also konvergiert (|z,|) gegen |z|. 0

Der néchste Satz fiihrt die Konvergenz von komplexen Folgen auf die Konvergenz von

reellen Folgen zurtick.

Satz 3.4 FEs sei (z,) eine Folge komplexer Zahlen und z € C. Dann sind folgende Aussa-

gen dquivalent:

a) (zn) konvergiert gegen z.

b) Die Folge der Realteile (Re(zy,)) konvergiert gegen Re(z) und die Folge der Imagindrtei-
le (Im(zy)) konvergiert gegen I'm(z).

¢) Die Folge der konjugiert komplexen Zahlen (Z,) konvergiert gegen Z.
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Beweis. a) <= b): Sei z, = a,, + ib, und z = a + ib. Dann gilt

|z — zn| = V/(a — an)2 + (b—by,)2. (3.1)

Sei € > 0.
a) = b): Konvergiert (z,) gegen z, so existiert ein ng € N mit |z — z,| < ¢ fiir alle
n > ng. Dann gilt wegen (3.1

la —ap| <l|z—z| <e und b—bp| <|z— 2| <e Vn > ng.

Folglich konvergiert (a,) gegen a und (b,) gegen b.
b) = a): Konvergiert (a,) gegen a und (b,) gegen b, so existiert ein ng € N so dass
€

la — ap| <% und |b—by| < 7 Vn > ng.
Dann folgt mit
|z — 2| < e,
d.h. (z,,) konvergiert gegen z.
a) <= ¢): Dies folgt aus |z — z,,| = |Z — Z»|. 0

In den reellen Zahlen haben wir auer den algebraischen Rechenregeln (Korpereigenschaf-
ten) auch die Anordnungseigenschaft (z < y). Auch diese Eigenschaft ist mit der Grenz-

wertbildung vertraglich.

Satz 3.5 Seien (z,,) und (yn) zwei konvergente Folgen reeller Zahlen mit den Grenzwerten

lim x, =2 und lim y, =y.

n—oo n—oo

a) Gilt x,, <y, fir alle n >n*, so folgt  <vy.

b) Sei (u,) eine weitere Folge reeller Zahlen mit x, < up, < y, fir alle n > n* und
sei x = y. Dann ist die Folge (u,) ebenfalls konvergent und es gilt lim u, = x.

n—oo
[Sandwich-Lemma].

Beweis. Zu a) Angenommen, es wire x > y. Wir setzen € = x —y > 0. Dann existiert ein
ng € N, so dass
€ €
|zy — x| < 3 und |y, —y| < 3 V' n > ng.
Deshalb ist z, > 2 — § =y + § > y, fiir alle n > ng. Dies steht aber im Widerspruch zur
Voraussetzung und somit war die Annahme x > y falsch.
Zub) Sei x, < u, <y, fir alle n > n*. Da x,, — = und y,, — z, existiert fiir jedes ¢ > 0
ein ng so dass |z, —z| < § und |y, — x| < § fiir alle n > ng. Aus der Dreiecks-Ungleichung
folgt:
|z — up| < |x— xp| + |20 — Un|
<z —zp| + |20 — Yl
<z =@l + |20 — 2 + |7 — ynl
€ € € N

<q titi<¢ Vn > maz{n*,no}.

Folglich konvergiert die Folge (u,) gegen x. O
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Definition 3.3. Eine Folge (z,) von reellen oder komplexen Zahlen, die gegen 0 konver-
giert, heifst Nullfolge.

Aus den Sétzen [3.3| und Satz [3.5] folgt dann sofort:

e Eine Folge reeller oder komplexer Zahlen (z,) ist genau dann eine Nullfolge, wenn die
Folge der Betrége (|z,|) eine Nullfolge ist.

e Sind (z,) und (w,) Nullfolgen, so ist auch (z, + wy,) eine Nullfolge.

o Ist (z,) eine Nullfolge und (wy,) eine konvergente Folge in R oder in C, so ist die Folge
(znwy) ebenfalls eine Nullfolge.

e Ist (y) eine Nullfolge reeller Zahlen und (z,) eine weitere Folge reeller Zahlen mit

0 <z, <y, fir fast alle n € N, dann ist (x,) ebenfalls eine Nullfolge.

Wichtige Beispiele konvergenter Folgen in R bzw. C:

1. Sei g eine positive rationale Zahl. Dann gilt | lim (%)q =0.
n—oo

1
Nach dem Archimedischen Axiom existiert zu jedem € > 0 ein ng € N, so dass nio < egua.

1
n

Folglich ist | ( )q | < e fiir alle n > ng, woraus die Behauptung folgt.

2. Sei z eine positive reelle Zahl. Dann gilt | lim {/z = 1.

n—o0

Um dies einzusehen, betrachten wir zundchst x > 1. Sei z,, := ¥/« — 1. Dann gilt z, > 0

und aus der Bernoullischen Ungleichung erhalten wir
r=14z,)">14+n-x,.

Also gilt 0 < z,, < Z-1. Da (1) eine Nullfolge ist, konvergiert (z,,) ebenfalls gegen Null,
und somit (z) gegen 1.
Ist 0 < x < 1, so folgt % > 1 und wir erhalten mittels Satz und dem gerade Bewiesenen

lim ¥z = lim —— =1.
n%oof n—oo /1
x

3. Esgilt | im ¢/n=1.

n—oo

Zum Beweis betrachten wir die Folge =, := {/n — 1 fir n > 2. Es gilt z;, > 0. Aus der

binomischen Formel folgt

n

n=1+z,)" > <2

1
>azi = §n(n —1)z2.

n— n—1

Folglich gilt 0 < x,, < {/-25. Nach 1. ist (y/-%;) eine Nullfolge, somit ist (z,) ebenfalls
eine Nullfolge und folglich gilt le Yn=1.

4. Sei z € C mit |z| < 1. Dann gilt | lim 2" = 0.

n—oo

Dies sieht man folgendermaflen: Da 0 < |z| < 1, existiert fiir jedes ¢ > 0 ein ny € N mit
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|z|" < e.Da| z| < 1ist, erhédlt man |z|" < |2z|™ fiir alle n > ng, das heifit |z|" = [2"] < e

fiir alle » > ng. Folglich gilt lim 2" = 0.
n—oo

5. Sei z € C mit |z| > 1 und k € N eine fixierte natiirliche Zahl. Dann gilt | lim ot — .

n
n—oo ?

Dies bedeutet, dass fiir |z| > 1 die Folge der Potenzen |z|" schneller wéchst als jede noch
so grofle Potenz von n. Zum Beweis setzen wir « := |z| — 1 und wihlen eine natiirliche

Zahl p > k. Fir jedes n > 2p folgt aus der binomischen Formel

p—Faktoren
1o (n—(p—1
(14+x)" > <n> S nin—1) (n=(p=1)) P
p p!
Da p < §, ist jeder der Faktoren n, (n —1),..., (n — (p — 1)) grofer als . Es folgt
(1+2)" > (5)P- ’Z—T und somit
k
n 2P . pl 2P . p!l 1
0<— < p_k i
|z[*  aP - np P n
——
konstant
Auf der rechten Seite steht eine Nullfolge, also ist lim Z—,}j =0.
n—oo

Definition 3.4. Sei (x,) eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Unter einer Teilfolge
von (xy) verstehen wir eine unendliche Auswahl von Elementen dieser Folge, d.h. eine

Folge (zn;)32,, wobei {n1,n2,n3,...} eine Teilmenge von N mit ny <ng <mnz < ... ist.

Offensichtlich gilt:

Satz 3.6 Ist (z,) eine gegen x konvergente Folge reeller oder komplexer Zahlen. Dann

konvergiert jede Teilfolge von (z,,) ebenfalls gegen x.

Definition 3.5. Sei (x,,) eine Folge reeller (bzw. komplexer) Zahlen. Ein Punkt x € R
(bzw. x € C) heifit Hiufungspunkt der Folge (), wenn es eine Teilfolge (zn;)52; von
(75) gibt mit lim z,, = .

j—o0

Die Menge der Héaufungspunkte von (x,) bezeichnen wir mit HP(zy,).

Beispiele:

1. Sei (z,,) eine gegen x konvergente Folge reeller oder komplexer Zahlen. Dann gilt nach

Satz dass HP(xy) = {z}.

2. Wir betrachten die reelle Folge (x,) mit

1
RS falls n gerade
1 falls n ungerade

Dann gilt HP(x,) = {0,1}.
3. Es sei (2,) die komplexe Folge mit z, := cos(n - 45°) +i sin(n - 45°). Dann gilt 25 = 1.
Fir n =1,2,...,8 erhalten wir die acht verschiedenen 8. Einheitswurzeln. Auflerdem

gilt z,418 = 2. Folglich gilt: HP(z,) = {z1,22,...,28}.
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3.1.2 Spezielle Eigenschaften reeller Folgen

In diesem Abschnitt betrachten wir weitere, spezielle Eigenschaften von Folgen reeller
Zahlen. Wir nutzen dabei aus, dass R ein vollstdndiger angeordneter Korper ist.

Um spater Formulierungen vereinheitlichen zu kénnen, betrachten wir zunichst eine spe-
zielle Sorte von divergenten Folgen reeller Zahlen und ordnen diesen den Grenzwert +oco

oder —oo zu.

Definition 3.6. Sei (x,,) eine Folge reeller Zahlen.

Wir sagen, dass (x,,) gegen +oo strebt, falls zu jedem M € R ein ny € N existiert mit
Tn > M fiir alle n > ng.

Wir sagen, dass (x,) gegen —oo strebt, falls zu jedem M € R ein nyg € N existiert mit
Tyn < M fiir alle n > ng.

Fiir Folgen reeller Zahlen, die gegen 400 bzw. —oo streben, benutzen wir die Schreibweise

lim z, =400  bzw. lim z, = —oc.
n—oo n—o0

Man nennt diese Sorte divergenter Folgen reeller Zahlen oft auch bestimmt divergent oder
uneigentlich konvergent (je nach Autor des benutzten Buches) und +o0o den uneigentlichen
Grenzwert.
Beispiele:
e Ist z, = n oder x, = n?, so gilt lim z, = +oo.
n—oo
e Die Folge 1, 0, 2, 0, 3, 0, 4, 0,... ist in R divergent, strebt aber nicht gegen 400,
obwohl sie beliebig grofie Glieder enthalt.
e Aus z, — 400 und ¥y, — +oo folgt =, + y, — +00 und =z, -y, —> +00.
e Aus z, — +oo und y, — a fiir a > 0 folgt =, +y, — +o0 und xz, -y, — +00.
1
= — 0.

Tn
e Wenn z, — 0 und x, > 0, so %

e Wenn z,, — 400, so
— +00.

Aus z,, — 400 und y, —> 0 kann man i.a. nichts iiber das Verhalten von z,, -y, folgern,
wie die folgenden Beispiele zeigen.

1

:E’

e Seiz, =n?und y, so gilt x, -y, =n — +o0.

e Seixz, =n’undy, = so gilt xp -y, =1— 1.

1
n2»
Co 2 — 1 i =1_,

e Seix, =n”und y, = 53, so gilt zp, - yp = 3 0.

1 falls n ungerade

falls n gerade . { 1 falls n gerade
gilt zp-yn =
2

falls n ungerade

1
e TFirz, =nund yn—{ 711
2n

Folglich konvergiert z,, - y, tiberhaupt nicht.
Definition 3.7. Fine Folge reeller Zahlen (x,,) heifit beschrankt (von oben beschrinkt bzw.

von unten beschrinkt), wenn die Menge der Folgenglieder {z,, | n € N} C R beschrdinkt

(von oben beschrinkt bzw. von unten beschrdinkt) ist.
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Fiir eine beschrankte Folge () gibt es eine Zahl M € R mit |z,| < M fiir alle n € N.
Aus Satz wissen wir, dass jede konvergente Folge reeller Zahlen (x,) beschrankt ist.
Die Umkehrung gilt nicht. Aus dem Vollsténdigkeitsaxiom der reellen Zahlen erhalten wir
aber die folgende Eigenschaft beschrinkter Folgenlﬂ

Satz 3.7 (Satz von Bolzano/Weierstraf}, 1.Teil)
Jede beschrankte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge, d.h. einen Haufungs-
punkt.

Beweis. Sei (x,) eine beschrankte Folge reeller Zahlen. Dann existiert ein M > 0 mit
—M < x, < M fir alle n € N. Wir betrachten die folgende Menge A C R:

A:={zxeR |z <z, firunendlich viele n}.

1. A ist nicht leer, da —M € A.

2. A ist nach oben beschrankt, da zum Beispiel M eine obere Schranke ist.

Nach dem Satz existiert ein Supremum g = sup A der Menge A. Wir zeigen nun, dass
g ein Haufungspunkt von (z,,) ist. Zunédchst zeigen wir, dass fiir jedes € > 0 im Intervall
(g — €,9 + €) unendlich viele Folgenglieder liegen. Sei also € > 0. Aus der Definition des

Supremums erhalten wir

a) g+ ¢ A. D.h. fiir hochstens endlich viele x,, gilt die Ungleichung g + ¢ < x,.
b) Es existiert ein z € A mit g —e < z. Somit sind unendlich viele Folgenglieder x,, groBer

oder gleich z, also grofler als g — ¢.
Insgesamt folgt also, dass unendlich viele Glieder der Folge (x,) im Intervall (g — ¢, g9+ ¢)
liegen. Wir konstruieren jetzt eine Teilfolge (z, ) von (z,) auf folgende Weise.
e=1l=3dx, ' g—1<zy, <g+1

1
e=-=3dxp, : §g— =

5 2<xn2<g+§, ng > Ny,
1 1 1
5:%:>Eixnk:g—%<mnk<g+%, N > Nf—1 - - -

Damit haben wir eine Teilfolge (zy,) von (z,,) gefunden mit |2, — g| < 7 fiir alle k € N.

Somit ist klim Zp, = g und g ein Haufungspunkt von (xy,). ad
—00

Definition 3.8. Fine Folge reeller Zahlen (xy) heifst

e monoton wachsend, falls x1 < xo <x3<....
e monoton fallend, falls x1 > 19 > 13 >

e monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.

! Karl WeierstraB (1815-1897), Bernhard Bolzano (1781-1848).
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Satz 3.8 (Satz von Bolzano/Weierstraf}, 2.Teil)

Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge reeller Zahlen (x,) konvergiert,
und zwar gegen sup {z, | n € N}.

Jede monoton fallende, nach unten beschrankte Folge reeller Zahlen (x,,) konvergiert, und

zwar gegen inf {x, | n € N}.

Beweis. Sei (z,) monoton wachsend und nach oben beschrénkt. Nach Satz existiert
das Supremum ¢ = sup {x,, | n € N}. Wir zeigen, dass (z,) gegen g konvergiert. Sei ¢ > 0.
Nach Definition des Supremums existiert ein my € N mit x,,, > ¢g — €, also mit x,, €
(9 — ,9]. Da (x,) monoton wachsend ist, gilt ¢ — ¢ < zp,, < z,, < g fir alle n > my.
Folglich konvergiert (z,) gegen g.

Den Beweis fiir monoton fallende, nach unten beschrinkte Folgen fithrt man analog. 0O

Sei nun (x,,) eine beschréinkte Folge reeller Zahlen. Dann ist die Menge der Haufungspunke
H P(x;,) nicht leer (Satz und ebenfalls beschrankt (Ubungsaufgabe). Folglich existiert
das Supremum und das Inﬁmurrﬂ von HP(x,).

Definition 3.9. Sei (x,,) eine beschrinkte Folge reeller Zahlen.
Das Supremum der Menge der Haufungspunkte von (x,) nennt man auch limes superior
von (x,) und bezeichnet es mit
lim sup ,, := lim z,, := sup HP(x,,).
n—oo
Das Infimum der Menge der Hdaufungspunkte von (x,) nennt man auch limes inferior von
(zn,) und bezeichnet es mit

liminf z,, := lim x,, := inf HP(zy,).
n—oo

Ist (xy,) nicht nach oben beschrinkt, so setzen wir limsup x,, := +00.
n—o0

Ist (zy,) nicht nach unten beschrinkt, so setzen wir lirginf Ty, 1= —00.
n—0o0

Satz 3.9 Sei (z,,) eine beschrdnkte Folge reeller Zahlen. Dann gilt

lim z, = g <= limsupx, =liminfz, = g.
n—00 n—00 n—00

Beweis. (=) Sei (z,) gegen g € R konvergent. Dann gilt HP(z,) = {g} und somit

liminf z, = limsupx, = g¢.
n—00 n—o00

(<) Sei umgekehrt limsupz, = liminfz, = ¢g. Dann gilt HP(x,) = {g}, das heifit
n—o0 n—00
jede konvergente Teilfolge von (x,,) konvergiert gegen g. Angenommen (x,) wiirde nicht

gegen g konvergieren. Dann existiert ein € > 0, so dass gilt

2 Man kann auch zeigen, dass das Supremum und das Infimum in der Menge der Haufungspunkte liegen,

d.h, dass es einen grofiten und einen kleinsten Haufungspunkt gibt.
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Vng In>ny mit |z, —g| >e.
Wir konstruieren jetzt eine Teilfolge von (z,) folgendermafien:

np=1=3In1>1: |z, —g| >,
ng=n1+1=—dne >ng : ‘l‘,m—g’ZE,...,

ng=ng_1+1=3Ingp >np_1 : |z, —9g/ >c¢,...

Dadurch erhalten wir eine Teilfolge (x5, ) von (x,) mit |z,, —g| > €, die ebenfalls beschénkt
ist. Nach Satz von Bolzano—Weierstrafl enthélt sie eine konvergente Teilfolge (mnki), deren
Grenzwert g* nach Konstruktion von g verschieden ist. Dies ist ein Widerspruch zu unserer

Voraussetzung. O

Anwendung: Die Eulerzahl e

Satz 3.10 Die Folge der reellen Zahlen (ay) mit

1 n
Ay = (1 + >
n
ist in R konvergent.

Der Grenzwert der Folge (ay,) heifit Eulerzahl e.

Beweis. Wir zeigen, dass (a,) eine monoton wachsende, nach oben beschréankte Folge ist.
Nach Satz [3.8| existiert dann ein Grenzwert fir (ay,).

1. Beschrdanktheit von (ay): Aus der binomischen Formel folgt

- (2 -0 ()"

Wir schitzen den Term (Z) . (%)k fir 1 <k<n ab:

n\ (1\* _nn-1 k_Fkt(n_ (k—1))
k—mal
—;-1-<1—i>-(1—2>-...-<1 (kgl)) (*)
<1
<&

Folglich gilt fir alle n € N
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1 n
an:(l—l—n>

1 1 1 1
St gt gty to b
3! n!
—1+1+1+ Ly Lo
1 23 2-3-4 7 2.3-...-n
1 1 1 1 1
1+20+21+?+273+“.+F
n—1 1
1+Z<2)
k=0
1 (% .
= (geometrische Summe)
< 3.

2. Monotonie von (a,): Gleichung (x) zeigt, dass

() G) <03 ()

Somit gilt a,, < anq fiir alle n € N. O

Satz 3.11 Die Folge der rellen Zahlen (by,) mit

1 1 "1
TR i DY,

k=0

b1yl ]
+tatgt

konvergiert in R und es gilt

1 n
lim b, = lim (1 + ) =e.
n—o00 n—o0 n
Beweis. Aus dem Beweis von Satz folgt a, < b, < 3 fiir alle n € N. Folglich ist (b,)
eine nach oben beschrankte, monoton wachsende Folge. Nach Satz existiert deshalb

ein Grenzwert von (b,) und es gilt

e= lim a, < lim b,.

n—oo n—0o0

Andererseits gilt fiir m < n wegen Formel (%) aus dem Beweis von Satz

e () 50 )

-3, 1-pa-2 (=35
=1+1+ o1 + 3] +...4+ o
1-1 1—-4.. . . (1 -m=l
>1+1+( )+...+( ) ( ”).
2! m!

Wir halten m fest und gehen in dieser Ungleichung mit n gegen +oco. Dann folgt

1 1
e=lma,>1+1+—=+...+ — =b,, vV m e N.
n—00 21 m)
Deshalb gilt hm by < e und wir erhalten zusammenfassend e = lim b,,. ad

n—oo
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Um die Eulerzahl genauer berechnen zu koénnen, beweisen wir die folgende Fehler-

abschatzung.

n
Satz 3.12 Es sei b, = >, % . Dann gilt fiir jedes n € N die folgende Abschditzung fiir
k=0

die Eulerzahl e:

1
bn<e<bn+7,
n-n.

Beweis. Fiir festes n gilt e — b, = klim (b — by) . Fiir k > n erhalten wir
—00

1 1
S <1+ S : + +1>
" (n+1)! (n+2)  (n+2)(n+3) T (n+2)-...-k
N S
RS AR R e R e
1 1= G
— . n (geometrische Summe)
(n+1)! 1—(7%2)
1 1 1 n+2 1 nn+2)

m+1! 1--5  (n+1)! n+l n-nl (n+41)2
Der Grenziibergang in dieser Ungleichung fiir k£ gegen +oo liefert
1 nn+2) 1

: v N.
n-n! (n+1)2 n-n! ne

e—b, <

O

Mittels der Fehlerabschitzung aus Satz [3.12] kann man Naherungswerte fiir e angeben.
Man erhélt zum Beispiel fiir n = 10:

10
1
bio = Z = 2.7182815 . ..
k=0

0100 = 0.00000002. ..

Folglich ist 2.7182815 < e < 2.7182815... + 0.00000002... und somit
e~ 2.7182815 .

Als weitere Anwendung der Fehlerabschatzung beweisen wir

Satz 3.13 Die Eulerzahl e ist irrational.

Beweis. Angenommen e wére eine rationale Zahl. Dann kénnen wir e in der Form e = %
flir p,q € N darstellen. Fiir ¢ € N gilt nach Satz

1
0<€*bq<7'
q-q:
Daraus folgt 0 <e-q! —b,-¢! < %. Dae= IEJ’ ist e - ¢! ganzzahlig. Wegen
b 1 1 1 1

ist b, - ¢! ganzzahlig. Somit ist auch e- ¢! — b, - ¢! ganzzahlig. Das ist aber ein Widerspruch
zu0<e'q!—bq-q!<é<1. ad
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3.1.3 Cauchy-Folgen und Konvergenz

Bei den bisherigen Konvergenzuntersuchungen von Folgen haben wir immer benutzt, dass
wir den moéglichen Grenzwert der Folge bereits kennen und dann das Konvergenzkriterium
aus der Definition nachgepriift. Wir fragen uns nun, ob man die Konvergenz einer Folge

beschreiben kann ohne den moglichen Grenzwert zu kennen. Dazu definieren wir:

Definition 3.10. Fine Folge reeller oder komplexer Zahlen (z,) heifst Cauchy—Folge, wenn
zu jedem € > 0 ein (von € abhdngiges) ng € N existiert, so dass |z, — zm| < € fiir alle

n, m > ng gilt.

Satz 3.14 (Konvergenzkriterium von Cauchy)
FEine Folge reeller oder komplexer Zahlen (z,) ist genau dann konvergent, wenn sie eine

Cauchy-Folge ist.

Beweis. 1. Wir zeigen, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist.
Sei (zy,) eine gegen z konvergente Folge reeller oder komplexer Zahlen und ¢ > 0. Dann
[

existiert ein ng € N mit |z, — 2| < § fiir alle n > ng. Fiir n,m > ng folgt aus der

Dreiecksungleichung

£ €
\zn—zmlg|zn—z|+|z—zm]<§+§=€.

Somit ist (z,) eine Cauchy-Folge.
2. Wir zeigen nun, dass jede Cauchy-Folge reeller oder komplexer Zahlen konvergiert.
1. Fall: Sei (z,) eine Cauchy-Folge reeller Zahlen. Wir zeigen zunéchst, dass (z,) be-
schrankt ist. Nach Definition existiert ein ng € N so dass |z, — zp,| < 1 fiir alle m,n > ny.
Dann gilt

lzn| < l2n — 2ng| + 20|l <1+ |2ne| V1 > no.

Dies zeigt
|zn| < M :=max (1 + |zngls |21], - - -5 [2no—1]) Y7 EN,

d.h. (z,) ist beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt die beschrénkte
reelle Folge (2,) eine konvergente Teilfolge (zp;). Deren Grenzwert sei z € R. Wir zeigen,
dass auch die gesamte Folge (z,,) gegen z konvergiert: Sei € > 0. Dann existiert ein n* € N,
so dass |z, — zm| < § fiir alle n,m > n* sowie ein ny > n* mit [z,, — 2| < 5. Fiir alle
n > n* folgt mit der Dreiecksungleichung

e €
\zn—z\S\zn—znkl+]znk—z]<§+§:s.

Somit gilt lim z, = z.

n—o0
2. Fall: Sei (zy,) eine Cauchy-Folge komplexer Zahlen und z, := a,, + ib,. Dann sind die
Folge der Realteile (a,,) sowie die Folge der Imaginérteile (b,) Cauchy-Folgen in R, denn

wegen
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‘an - am‘ < \/(an - am)2 + (bn - bm>2 - ‘Zn - Zm’a
|bn - bm| < \/(an - am)2 + (bn - bm)2 = ‘Zn - Zm’

iibertragt sich die Cauchy-Folgen-Bedingung von (z,) auf (a,) und (b,). Aus dem 1. Fall
wissen wir dann, dass (a,) gegen eine reelle Zahl a und (b,) gegen eine reelle Zahl b
konvergiert. Nach Satz konvergiert dann aber (z,) gegen z = a + ib. ad

Achtung: Die Giiltigkeit von Satz [3.14] basiert auf der Vollstandigkeitseigenschaft der
reellen Zahlen. Wir haben fiir den Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstrafl die Existenz
des Supremums einer nach oben beschrankten Mengen benutzt! Satz gilt fiir Folgen
in anderen Mengen X nicht mehr !! Es kann Cauchy-Folgen in X geben, die in X nicht

konvergieren.

Beispiel 1: Sei X := (0,1) C R. Auch in dieser Menge kann man den Abstand zwischen
zwei Punkten x,y durch den Betrag |z —y| messen. Wir betrachten die Folge (x,,) in (0,1)
mit x,, 1= % (z,) ist eine Nullfolge in R, folglich ist sie eine Cauchy-Folge in R und damit
auch in X = (0,1). Sie hat aber in X = (0,1) keinen Grenzwert, da 0 ¢ (0,1).

Beispiel 2: Sei X = Q die Menge der rationalen Zahlen, ebenfalls mit dem durch |z — y|
gegebenen Abstand.

a) Wir betrachten die Folge rationaler Zahlen (x,,), definiert durch

1 2
z1:=1 und zp41:= = (:z:n—|—> VnéeN.
2 T,
Wir wissen, dass (z,) in R gegen /2 konvergiert (siehe Ubungsaufgabe 21 a)). Die
Folge (x,) ist also eine Cauchy-Folge in R und somit auch in Q. Aber v/2 ist keine
rationale Zahl. Folglich hat die Cauchy-Folge (x,) in Q keinen Grenzwert.

b) Wir betrachten die Folge der rationalen Zahlen (y,), definiert durch y, = (1+ %)n
Die Folge (yy,) konvergiert in R gegen die Eulerzahl e, sie ist also eine Cauchy-Folge in
R und somit auch in Q. Da die Eulerzahl irrational ist, hat die Cauchy-Folge (y,) in

Q keinen Grenzwert.

3.2 Reihen in R und C

Reihen sind spezielle Folgen. Sie werden z.B. oft benutzt, um Funktionen zu definieren oder
Funktionen geeignet zu approximieren. Die Untersuchung der Konvergenz von Reihen ist
deshalb von besonderem Interesse. In diesem Abschnitt werden wir Reihen reeller oder

komplexer Zahlen behandeln und Kriterien fiir ihre Konvergenz kennenlernen.
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3.2.1 Konvergente und divergente Reihen, Konvergenzkriterien
Da man Zahlen addieren kann, kann man jeder Folge reeller oder komplexer Zahlen (zy)
eine neue Folge zuordnen, die Folge der Partialsummen (s,)02 ;:
n
sn::xl—i—xg—i—---—&—xn:Zxk also
k=1
S1:=m1
82 =11 + T2

83 := X1+ X2 + X3

S4 =21+ T2+ 23+ 24
Definition 3.11. Die Folge (s,)52; heifit Reihe mit den Gliedern xy. Man schreibt fiir
diese Reihe symbolisch

o
Zxk oder 1 +xot+a3+ ...
k=1

n
Die Zahl sy, := 21+ ...+ xy = Y x nennt man die n-te Partialsumme der Reihe.

k=1
o0
Fine Reihe ) xy, heifit konvergent, falls die Folge der Partialsummen (s,) in R bzw. in
k=1
C konvergiert. Ist (sy) konvergent, so heifit s := lim s, Wert der Reihe und man schreibt

n—o0

o
s = Z L.
k=1
Eine Reihe, die in R bzw. C nicht konvergiert, heifit divergent.

oo

Das Symbol ) xj hat also zwei Bedeutungen: Es bezeichnet symbolisch die Folge (s;,)
k=1

der Partialsummen und im Konvergenzfall auch ihren Grenzwert.

oo
Aus den Grenzwertsitzen fiir Folgen erhélt man, dass die Reihe > xj genau dann kon-

k=1
o0
vergiert, wenn die Reihe ) xj fiir ein beliebig gewéhltes ko € N konvergiert.
k=ko
Wenn fiir eine Reihe reeller Zahlen lim s, = 400 oder lim s, = —oo gilt, so schreibt

n—oo n—oo
man symbolisch

o0 o0
Zxk = 400 oder Zxk = —o0.
k=1 k=1

Die Reihe ist in diesem Fall in R divergent. Gilt x; > 0 fiir alle k¥ € N, so bedeutet die

Schreibweise
o0
Z T < +00,
k=1

dass die Reihe in R konvergiert.
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o0
Definition 3.12. Fine Reihe Y xy reeller oder komplexer Zahlen heifit absolut—konvergent,
k=1

o0
wenn die Reihe der Betrige ) |xi| konvergiert.
k=1

Man kann Reihen addieren und mit Skalaren multiplizieren. Fiir die Grenzwerte gilt dabei:

Satz 3.15 Seien (xy) und (yi) Folgen in R (bzw. in C) und A, v reelle (bzw. kompleze)

Zahlen. Konvergiert die Rethe ) x gegen x und die Reihe Y yr gegen y, so konver-
k=1 k=1

giert die Reihe
o oo o0
A @+ Y yn = > (Mg + )
k=1 k=1 k=1
gegen Ax + py.
n n n
Beweis. Seien sp := Y x, sp:= >, yr und s} := > (Axp + pyg). Dann gilt

=1 =1 k=1
s* = Asp, + pu$y,. Die Behauptung des Satzes folgt aus Satz 0

Aus Satz erhalten wir das folgende Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen reeller
Zahlen:

Satz 3.16 Sind die Reihenglieder xj, reelle Zahlen mit xi > 0, dann konvergiert die Reihe

&)
> xk genau dann, wenn die Folge der Partialsummen (s, = x1+ ...+ xy) beschrdnkt ist.
k=1

Beweis. Da die Reihenglieder zj, nicht negativ sind, ist die Folge der Partialsummen (sy,)
monoton wachsend. Ist die Folge (s,,) auBerdem beschréinkt, so konvergiert sie nach Satz
Ist andererseits die Folge der Partialsummen (s, ) konvergent, so ist sie nach Satz
beschrankt. O

Wir leiten jetzt einige wichtige Konvergenzkriterien fiir Reihen her.

o0

Satz 3.17 (Cauchy—Kriterium fiir Reihen) FEine Reihe > x, reeller oder komplezer
k=1

Zahlen ist genau dann konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N existiert, so dass

|Tn + .. | <e Vm >n>ng. (%)

Beweis. Die Folge der Partialsummen s, = 1+ ...+ x, konvergiert genau dann, wenn sie
eine Cauchy-Folge ist (Cauchy-Kriterium fiir Folgen, Satz [3.14]). (s,) ist genau dann eine
Cauchy-Folge, wenn zu jedem e > 0 ein ng € N existiert, so dass fiir alle m > n > ng die

Ungleichung |[s;, — sp—1| < € gilt, was dquivalent zum Cauchy—Kriterium (k) ist. O
Daraus erhalten wir ein niitzliches notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen:

Satz 3.18 Ist eine Reihe Y xy reeller oder komplexer Zahlen konvergent, so ist die Folge
k=1
der Reihenglieder (xy) eine Nullfolge.
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o
Beweis. Zum Beweis nutzen wir das Cauchy—Kriterium fiir m = n. Konvergiert ) xy,

k=1
dann existiert fiir alle e > 0 ein ng € N, so dass |z,| < e fir alle n > ngy. Daraus folgt
lim x, = 0. O
n—oo

Die Umkehrung dieses Satzes gilt im allgemeinen nicht.

Beispiel 1: Die harmonische Reihe

Wir betrachten die harmonische Reihe

i1—1+1+1+1+
—k o203 40T

Behauptung: Die harmonische Reihe ist in R divergent und es gilt
oo
k=1

Beweis. Sei m € N fixiert. Wir wahlen ein n € N mit n > 2. Dann gilt

= +00.

S

1 1
1 101 1 1 1 1
>l+-+(+)+(E+ )+t (—
> +2+(3+4)+(5+ +8)+ +(2m_1+1+ +2m)

2m—1Summanden

1 1 1
>14+ =42 ~+4.- =+ .. . t2m 1. —
21542 44 od oI

~~

m Summanden

m

>14 —.

> 1+ 5
Folglich existiert zu jedem M € R eine Zahl m, so dass s, > 1+ % > M fiir alle n > 2™.
Somit strebt die Folge der Partialsummen (s,) gegen +occ. O

Beispiel 2: Die Riemannsche Zeta-Funktion
Sei s € Q eine rationale Zahl. Die Reihe

[e.9]

ks 25 35 4
k=1
ist konvergent, falls s > 1 und divergent, falls s < 1.
Beweis: 1. Fall: s > 1. Fir n € N wéahlen wir ein v mit 2¥ — 1 > n und schéitzen die

Partialsumme s, mit Hilfe der Partialsumme sqv_1 ab:

1 1 1 1 1 1 1 1
S U U U R U SR PP (S S

3) T \as Tss T v=1)s (27 = 1)
< 1 ) 1 v—1
_1_}_2.?4_2 -ﬁ+...—|—2 2 —1)s
1 1 2 1 v-1
re gt () e (5)
1— (51)" 1
_ : (2 11) < - —. (geometrische Summe)

2s—1
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Die Folge der Partialsummen (s, ) ist somit beschrénkt, also ist (s,) konvergent.

2. Fall: s < 1. Dann gilt

1+1+1+ +1>1+1+1+ +1
Sn = — + = — —F+ -+ + .
" 3s ns — 2 3 n

Da die Partialsummenfolge der harmonischen Reihe gegen 400 stebt (Beispiel 1), ist die
Folge (s;,) unbeschrénkt, also divergent. 0
Durch ((s) := Z 75, 8 > 1, wird die sogenannte Riemannsche Zeta-Funktion definiert.

Sie spielt z.B. be1 der Untersuchung der Verteilung der Primzahlen eine wichtige Rolle.

Beispiel 3: Die geometrische Reihe

Sei z € C eine fixierte komplexe Zahl. Wir betrachten die geometrische Reihe

o0
sz :1+z+z2+23+z4+...
k=0

Behauptung:

1
1—z°

o0
1. Ist |z| < 1, so konvergiert die geometrische Reihe und fiir ihren Wert gilt > 2% =
k=0

(0]
2. Ist |z| > 1, so divergiert die geometrische Reihe 3 2.
k=0

Beweis. Fir die Partialsumme gilt nach Satz

1— n+1

Fiir |z| < 1ist (2"™!) eine Nullfolge und somit gilt lim s, = 1.
n—oo

oo
Fiir |z| > 1 ist |2*| > 1 und somit ist (z*) keine Nullfolge. Deshalb ist > 2* divergent

k=0
(siehe Satz [3.18)). 0
o0
Satz 3.19 Ist eine Reihe ) xy reeller oder komplexer Zahlen absolut-konvergent, so ist
k=1

sie auch konvergent und fiir die Werte der Reihen gilt
oo oo
PEAES (3.2)
k=1 k=1

o0

Beweis. Sei Y |zj| konvergent. Entsprechend dem Cauchy-Kriterium gibt es zu jedem
k=1

€ >0 ein ng € N, so dass

|Tn| + .o 4 |om| < e fiir alle m > n > nyg.

Wegen der Dreiecksungleichung fiir den Betrag
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|Zn + oo+ ] <|zn| + ...+ |20

o0
gilt das Cauchy-Kriterium auch fiir die Reihe ) zy, die folglich ebenfalls konvergiert. Fiir
k=1
die konvergente Folge (s,,) der Partialsummen s,, := z1+...+x, gilt | lim s,| = lim |s,]
n—oo n—oo

(Satz d)). Daraus folgt
[ee] oo
p— 1 = 1 < 1 =
‘kzlxk‘ |nh_>ngosn| nh_)nrololsn| _n11_>11010(|x1|+...—|—|zn|) Z:|xk|

Dies zeigt die Abschétzung (3.2]). O

Satz 3.20 (Majorantenkriterium)

Sei Y xy eine Reihe reeller oder komplexer Zahlen und (cx) eine Folge reeller Zahlen

k=1
o0 o0
mit |zx| < ¢x fir alle k € N. Konvergiert die Rethe Y ¢ in R, so ist die Reihe ) xy,
k=1 k=1

absolut-konvergent und fur die Werte der Reihen gilt

‘ixk} §§:|xk| §ick. (3.3)

k=1 k=1 k=1
o0

Beweis. Wir nutzen wiederum das Cauchy—Kriterium. Sei ) ¢ konvergent. Dann gibt es
k=1

fir alle € > 0 ein ng € N, so dass
Cht...+cp <e Vm >n > ng.

Nach Voraussetzung ist |:cn| +ooit Tm <+ + Cm - Folglich gilt das Cauchy-

Kriterium auch fiir die Reihe Z |z | . Somit ist die Reihe Z xj, absolut—konvergent, also
k=1
auch konvergent. Die Unglelchung 3|) folgt wie im Beweis von Satz a

Satz 3.21 (Wurzelkriterium)
oo
Sei Y xy, eine Reihe reeller oder komplexer Zahlen und « := limsup /|zg| .

k=1 k—o00

o

1. Ist a < 1, so ist die Reihe Y xj absolut—konvergent und somit auch konvergent.
k=1
o

2. Ist a > 1, so ist die Reihe ) xj divergent.
k=1

Beweis. 1. Sei a = limsup {/|z)| < 1. Dann gilt o < 42 < 1. Da a = sup HP({/|z]),

k—o0
sind hochstens endlich viele dieser Folgeglieder grofler als

ko € N so dass

H'TO‘. Es existiert folglich ein

1
g < J;O‘ Y k> ko.

Somit gilt
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1 k
‘fL’k\<< +a> VEk2>ko.

2
1 o (lta\k

Da % < 1, konvergiert die geometrische Reihe 1;1 (%) . Aus dem Majorantenkriterium
o0

folgt dann die absolute Konvergenz der Reihe > xj und somit auch ihre Konvergenz.
k=1

2. Sei o = limsup +/|xx| > 1. Dann existiert eine Teilfolge (zy,) von (z1) mit ’“K‘/ |z, | > 1,

k—00

o0
also mit |zy,| > 1. Somit ist (25) keine Nullfolge, also konvergiert » xj nicht (Satz|3.18).
k=1

Satz 3.22 (Quotientenkriterium)

Sei > xp eine Reihe reeller oder komplexer Zahlen, deren Glieder xy alle von Null ver-
k=1
schieden sind.

o0
1. Ist o :=limsup ‘ﬁ;:f' < 1, so ist die Reihe Y x) absolut-konvergent und somit auch
k—o0 k=1
konvergent.
oo
2. Ist (B :=liminf % > 1, so ist die Reihe Y zy divergent.
k—o00 k k=1
Beweis. 1. Sei a = limsup % < 1. Dann existiert ein ky € N, so dass
k—o00 &l
1
eenl 1te s g
|k 2
Folglich gilt
1+a
‘$k+1’< < ) |:ck| Vk >k
und somit ,
14 a)’ .
il < (5% ) Towl - vizo.
> .
Da 2 < 1, konvergiert die geometrische Reihe Y- (241)7. Aus dem Majorantenkriterium
§=0
o0
folgt dann, dass die Reihe > zj absolut konvergiert und somit auch konvergiert.
k=1
2. Sei nun 8 = lign inf % > 1. Dann sind hochstens endlich viele der Zahlen %
—00

kleiner als 1. Folglich existiert ein ky € N, so dass 0 < |zx| < |zk41| fir alle k > ko. Also
o

ist (xf) keine Nullfolge. Nach Satz [3.18|ist deshalb die Reihe ) zj divergent. 0
k=1

Beispiel 4: Ob man das Wurzel- oder das Quotientenkriterium anwendet, mufl man an-

hand der Gestalt der Reihenglieder entscheiden. Das Wurzelkriterium ist leistungsfahiger
o0

als das Quotientenkriterium. Betrachten wir z.B. die Reihe ) xj, wobei zj = 27F fiir
k=1
gerade k und zy, := 8* fiir ungerades k sei. Das Wurzelkriterium zeigt Konvergenz an, da
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limsup {/x; = 5, wahrend das Quotientkriterium keine Aussage liefert, da lim inf ;“ =0
k—o00 k—oo k
und lim sup 2+ = o0,
k—o00 Tk

Beispiel 5: Fiir jede komplexe Zahl z € C ist die Reihe

2. 2k 22 28 A
Z——l—i—z—i———kf—i- [
k! 3!
k=0
absolut—konvergent.

Beweis. Wir benutzen das Quotientenkriterium mit zp = Z;:

P

Lh+1 ]
Tp 2k (k+1) k+1
O

Beispiel 6: Sei z € C. Die Reihe

i A A

kT2 3 40T

k=1
ist absolut-konvergent, falls |z| < 1 und divergent, falls |z| > 1.
Beweis. Wir benutzen das Wurzelkriterium. Mit xp := % st /|xg| = % . Da
klim VE = 1, konvergiert die Folge ({/]x1]) gegen |z|. Damit ist limsup &/[zx| = |2|
0 k—oo
und das Wurzelkriterium liefert die Behauptung. a

Fiir z € C mit |z| = 1 kann sowohl Konvergenz als auch Divergenz vorliegen. Fiir z = 1 ist

die obige Reihe z.B. gerade die harmonische Reihe Z %, also divergent. Wir zeigen mit

k=
dem né#chsten Kriterium, dass im Gegensatz dazu die Relhe fir z = —1, d.h.
i(_l)k— IREE G
ko 2 3 47
k=1
konvergiert.

oo

Definition 3.13. Fine Reihe ) xy reeller Zahlen heifit alternierend, wenn die Reihen-
k=1

glieder ihr Vorzeichen wechseln, d.h. wenn

Th+1 >0 <= 21, <0 VkeN.
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Satz 3.23 (Leibniz—Kriterium fiir alternierende Reihen)

Sei (br)72, eine monoton fallende Nullfolge positiver reeller Zahlen. Dann gilt:

1. Die alternierende Reihe Y (—1)kb, =bg — by + by — bz +... konvergiert.
k=0
2. Fehlerabschitzung fiir den Wert s der Reihe Y (—1)Fby, :

k=0
n

‘S — Z(_l)kbk‘ <bpy1-
k=0

Beweis. Zu 1) Wir betrachten die n. Partialsumme s, := Y (—1)*b;. Da (b;) monoton

k=0
fallend ist, gilt:
Son+2 — S2n = bapt2 — bapt1 <0,
Son+3 — San+1 = —bani3 + bany2 > 0,
Sant+1 — Son = —bapy1 <0,

und folglich

s1<s83<s5<s7< ...

s1 < Soap+1 < Sop < 89 Vn € No. (3.4)

Somit ist die Folge (s2,) monoton fallend und von unten durch s; beschrinkt; die Folge
(s2n+1) monoton wachsend und nach oben durch sy beschrankt. Nach Satz existieren

deshalb die Grenzwerte g := lim sg, und u := lim So9,11. Aulerdem gilt:
n—oo n—oo

—u= lim (89, — s = lim b =0.

g n—>oo( 2n 2n+1) pm 2n+41

Wir zeigen nun, dass die gesamte Folge (s,) gegen s := g = u konvergiert. Sei ¢ > 0.
Dann existieren ng,n§ € N so dass |s — sgp| < ¢ fiir alle n > ng und |s — sgp41| < € fiir

alle n > nf. Folglich gilt |s — s,| < ¢ fiir alle n > max (2ng, 2n§ + 1), d.h. (s,) konvergiert

gegen S.

Zu 2) Die Abschitzung (3.4]) zeigt, dass
Somy1 <8 < Sopy, VmEN

und somit
ls — sn| < |Snt1 — Sn| =bps1 VneN.

Dies zeigt die Fehlerabschétzung. ad

Beispiel 7: Die alternierende harmonische Reihe und die Leibniz-Reihe

e Die alternierende harmonische Reihe

[e.9]

1 1 1 1
S DL, [
;( ) k 23 g "

konvergiert. Wir werden in Kapitel 5 sehen, das ihr Wert In(2) ist.
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e Die Leibniz-Reihe

i(fl)k 1 _1f1+1f1+1f
e~ 2k+1 3 ' 5 7 9 7

konvergiert. Wir werden in Kapitel 5 sehen, dass ihr Wert 7 ist.

Das Cauchy—Produkt von Reihen

Wir haben bereits gesehen, dass man konvergente Reihen von reellen oder komplexen
Zahlen addieren kann. Wir iiberlegen uns jetzt, wie man Reihen multiplizieren kann und

wann das Produkt konvergiert.

&8 (e8]
Definition 3.14. Seien Y ar und ) by zwei Reihen in R oder C. Wir betrachten eine

k=0 k=0
(o]
neue Reihe Y cp mit den Reihengliedern
k=0 k
cp = Zaj . bk,j = apby + a1bg—1 + -+ + ax_1b1 + agbo
§=0
o0 o o
Die Reihe Y cx heifst Cauchy—Produkt der Reihen Y ap und > by.
k=0 k=0 k=0

Wir wollen die Frage untersuchen, unter welchen Bedingungen aus der Konvergenz der Rei-

o
hen » a; und Z by, die Konvergenz des Cauchy-Produktes Z ¢, folgt. Im allgemeinen
k=0 k=0 k=0

folgt sie nicht.

Beispiel 8: Wir betrachten die alternierenden Reihen

[e.e] [e.e] o0

b (1" o4 LI
apr = = = _—— e —
= 5 SYETL V2 VBV

Diese Reihen konvergieren nach dem Leibniz—Kriterium fiir alternierende Reihen. Betrach-
k
ten wir aber die Folge ¢, = Z a;bg—;, so erhalten wir

k . k
I A e L el
Ck_zx/j+l \/k—j+1_z\/(' Jk—j+1)

(k=J+1(+1) = (;k+1)2—<;k—j)2§ (;k+1>2

s L 2k+1)
HETer1 T k2 '

oo
Damit ist (c) keine Nullfolge und die Reihe ) ¢j somit divergent.
k=0

Es gilt

und folglich
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oo o

Satz 3.24 Seien ) ap und ) by konvergente Reihen reeller oder komplexer Zahlen und
k=0 k=0

sei mindestens eine der beiden Reihen absolut—-konvergent. Dann konvergiert ihr Cauchy—

Produkt " ¢ und fir die Werte der Reihen gilt

k=0
o0 o0 o0
Soe= (D) (Xtr).
k=0 k=0 k=0
o n n
Bewei Sei oBdA Y aj absolut-konvergent. Wir setzen A, := > ak, B, = > by,
k=0 k=0 k=0
n
Cp := Y. cx. Weiterhin bezeichne A := lim A,, B = lim B, und 3, = B, — B . Dann
k=0 n—oo n—oo

erhalten wir
Ch=cotci+...+c¢y,

= agbg + (apby + a1bo) + ... + (aghn + a1bn—1 + ... + anbo)
=ag-B,+a1-Bp_1+...+a, By

=ao(Bn+ B) + a1(Bn—1+ B) + ...+ an(Bo + B)

=A, B+ ayfn+a1bp_1+ ...+ af.

=Tn

Da A, - B gegen A - B konvergiert, bleibt ,, — 0 zu zeigen.
Sei € > 0 gegeben. Da B,, gegen B konvergiert, existiert ein ng € N so dass
|Bn| = |Bn — B| < e fur alle n > ng. Damit schétzen wir |y, | ab:

[Ynl = laoBn + a1Bn—1+ ... + anfhol
< |a0/8n +...+ anfno/Bn0| + |anfno+1/8nofl +...+ an60|
< 5(’a0| +... .+ ’an—n0|) + |an—no+1/8n0—1 + ...+ an60|

o0
<e (Y larl) +Han-ngs1llBug-1] + - + lanl o]

k=0
A
< eA” + [an—no+1l|Bno—1] + .- - + [an[|Bol V71 = no.
o
A* ist endlich, da die Reihe ) ap nach Voraussetzung absolut-konvergiert. Da (a,) eine

k=0
Nullfolge ist, konnen wir die letzten ng-Summanden abschétzen: Es existiert ein ny € N,

so dass
|| <eA*+e  Vn>max{ng,ni}.

Somit konvergiert die Folge (v,) gegen 0 und die Folge (C,, = A,,-B+7,) gegen A-B. O

Satz 3.25 Das Cauchy-Produkt zweier absolut-konvergenter Reihen ist absolut-konvergent.

Beweis. Dies iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe. ad

3 Den Beweis haben wir in der Vorlesung aus Zeitgriinden nicht gefiihrt. Ich fithre ihn hier fiir interessierte

Studierende an.
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3.2.2 Komplexe Potenzreihen

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle Reihen komplexer Zahlen, die sogenannten

Potenzreihen.

Definition 3.15. Sei zg € C und (an)o>, eine Folge komplexer Zahlen. Eine Potenzreihe

mit dem Zentrum zy ist eine Reihe komplexer Zahlen der Form
(o)
P(z) := Zan(z —z)", ze€C.
n=0

Wir wollen die Frage untersuchen, fiir welche z € C die Potenzreihe P(z) konvergiert.

Offensichtlich konvergiert die Potenzreihe P(z) fiir z = zp und es gilt P(z) = ao.

Satz 3.26 Sei P(z) = an(z — 20)" eine Potenzreihe mit dem Zentrum zy und sei

e

Z1 75 20-

1. Ist P(z1) konvergent, so ist P(z) fir jedes z € C mit |z — 20| < |21 — 20| absolut-
konvergent.

2. Ist P(z1) divergent, so ist P(z) fir jedes z € C mit |z — zo| > |21 — 20| divergent.

oo
Beweis. Zu 1: Dadie Reihe P(z1) = Y  ay(21—20)" konvergiert, ist die Folge (ay(z1—20)™)
0

n=
eine Nullfolge, also insbesondere beschrénkt. Sei C' € R so gewéhlt, dass |ay, (21 —20)"| < C
fiir alle n € Ny. Dann gilt

n
zZ — 20 zZ — 20

n
|an(z = 20)"| = an(z1 = 20)"]| <C-

21— 20 21— 20

zZ—20
Z1—Z20

Fiir z € C mit |z— 20| < |21 — 20| folgt | | < 1. Die Reihe P(z) hat also eine konvergente

Majorante. Mit dem Majorantenkriterium und dem Grenzwert der geometrischen Reihe

erhalt man

> 2=z " 1
D lan(z—2)" [ <C Y S| =0
n=0 n=0 10 1 - |21—7?0

o0
Insbesondere ist Y a,(z — 29)™ absolut-konvergent.
n=0
Zu 2: Sei P(z1) divergent und |z — zg| > |21 — 2z0|. Wére P(z) konvergent, so wiirde aus 1.

folgen, dass P(z1) absolut-konvergent wére, was einen Widerspruch liefert. ad
Definition 3.16. Die Zahl
R :=sup{ |z — 20| | P(z) ist konvergent} € RU {+o0}

heifit Konvergenzradius der Potenzreihe P(z).
Die offene Kreisscheibe K (zp, R) := {z € C | |z — 20| < R} C C heifst Konvergenzkreis von
P(z).
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Die abgeschlossene Kreisscheibe um 2y mit Radius R bezeichnen wir mit
cd K(zp,R) :={2€C||z— 2| <R}
Wir konnen die Aussage aus Satz jetzt auch folgendermaflen formulieren:

oo

Satz 3.27 Sei P(z) := > an(z—20)" eine komplexe Potenzreihe mit Zentrum zy € C und
n=0

dem Konvergenzradius R. Dann ist P(z) fir jeden Punkt z € K(z9, R) absolut-konvergent

und fiir jeden Punkt z € C\ cl K(z,, R) divergent.

Aus dem letzten Abschnitt kennen wir bereits folgende Beispiele:
oo

o Fir P(z)= ) 2" ist R=1.
n=0

e Fiir P(2) Z ist R=1.

2% st R = 4o0.

n!

oo
=2
n=1

oo

o Fir P(z)= ).
n=0
Die néchsten beiden Satze zeigen, wie man den Konvergenzradius einer Potenzreihe be-

stimmen kann.

o0

Satz 3.28 Sei P(z) = > an(z — 2z0)" eine Potenzreihe und X := limsup {/|a,|. Dann
n=0 n—00

gilt fir den Konvergenzradius R von P(z):

1+ fallsAeR*
R=<¢0 falls A = 400
+oo falls A = 0.
Beweis. Sei « := limsup {/|an(z — 20)"| = limsup {/|an| - |z — 20| = A - |z — 20| . Nach

dem Wurzelkriterium konvergiert P(z) fiir a < 1 und divergiert fir o > 1.
(1) Sei 0 < A < +o0. Dann folgt sofort:

P konvergiert fiir alle z mit [z — zo| < %
z
divergiert fiir alle z mit [z — zo| > .
Folglich ist R = .
(2) Sei A = 0, dann ist auch @ = 0. Somit konvergiert P(z) fir alle z € C und der

Konvergenzradius R ist +oo.
(3) Sei A = 4-00. Dann gilt

0 z=2
o =
+o00 2z # 2.
Die Reihe P(z) divergiert also fiir alle z # zp. Somit ist R = 0. 0

Auf analoge Weise erhélt man aus dem Quotientenkriterium:
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o0

Satz 3.29 Sei P(z) = Y an(z — 20)" eine Potenzreihe mit von Null verschiedenen Ko-
n=0
effizienten ay,, und existiere der Grenzwert p := lim [*2*1] € R* U {4-o00}. Dann gilt fir
n— 00 i

den Konvergenzradius R von P(z):

5 falls 4 € RT
R=40 falls p = +o0
+oo falls p = 0.

3.2.3 Anwendung: Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion und komplexe

Potenzen

In Abschnitt haben wir Potenzen a? definiert, wobei a eine positive reelle Zahl und der
Exponent ¢ eine rationale Zahl bezeichnet. In diesem Abschnitt wollen wir Potenzen o fiir
komplexe Exponenten z € C erkliaren und die Eigenschaften dieser Potenzen untersuchen.

Dazu betrachten wir zunéchst die folgende komplexe Potenzreihe:

X _n 52 53
n=0

Die Reihe E(z) hat folgende Eigenschaften:

1. E(z) ist fiir jedes z € C absolut-konvergent.

o0

2. Es gilt £(0) =1 und E(1) = 5 4 = e, wobei e die Eulerzahl bezeichnet.

n—=

3. Es gilt E(z1)- E(22) = E(z1 + 22) fiir alle z1, 29 € C.
Dies 148t sich mit der Formel fiir das Cauchy—Produkt aus Abschnitt zeigen. Das
Cauchy-Produkt der beiden absolut-konvergenten Reihen E(z1) und E(z2) ist

N I R TR N Y N7 W
;% Sk (n— k) =25 Ej@)“'@

n=0 k=0

B > (21 +22)n
o Z n!

n=0

= E(Zl + 22).

Folglich gilt nach Satz dass E(z1 + 2z2) = E(21) - E(22).
Insbesondere ist E(z) # 0 und E(z) - E(—z) = E(0) =1 fiir alle z € C.

4. Es gilt E(z) = E(Z).

5. Es gilt |E(z) — 1| < 1|f||z‘ fir alle z € C mit |z| < 1:

Wir benutzen dazu die Konvergenzeigenschaften der geometrischen Reihe und das

Majorantenkriterium und erhalten fiir die Werte der Reihen:

00 o fe's) |Z|n 00 [e's) ’Z|
BG) 1= |3 g < ST < S0l = kel Yokl = 1
n=1 n=1 ’ n=1 n=0
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6. Es gilt E(q) = e fiir alle ¢ € Q:

Fir n € Nist
— —_— . . = . . = n
En)=E(l+...+1)=E(1)-...-E(l)=¢-...-e=¢
n—mal n—mal n—mal
Fir n € =N gilt E(n) = ﬁ = L. = ¢". Folglich ist E(n) = e" fiir alle n € Z. Sei

nun ¢ € Q und ¢ = &, wobei n € Z und m € N. Dann ist

m?’

(1) = e = " = E(n) = E(g-m) = E(g +... +9)

m—mal

m—mal

Da e? und E(q) positive reelle Zahlen sind, folgt e? = E(q).

Die letzte Eigenschaft von F(z) rechtfertigt die folgende Definition:

Definition 3.17. Unter der komplexen Potenz e* der Fulerzahl e verstehen wir den Wert
der Potenzreihe E(z), d.h.

Die Funktion

heifst komplexe Exponentialfunktion.

Aus den Eigenschaften der Potenzreihe E(z) folgt

Satz 3.30 Die komplexen Potenzen der Eulerzahl erfiillen

1. e#tW =¢*.e? fir alle z,w € C.
2. ler—1| < 1f||z‘ fir alle z € C mit |z| < 1.
3. Konvergiert (z,) gegen z € C, so konvergiert (e**) gegen €.

Beweis. Wir miissen nur noch 3. beweisen. Sei (z,) eine konvergente Folge komplexer
Zahlen mit dem Grenzwert z. Dann existiert ein ng € N, so dass |z, — z| < 1 fiir alle

n > ng. Dann gilt wegen 2. fiir alle n > ng

_ _ ’Zn - 2”
0< Zn Z| | pR(p2n—% 1) = Z| . |pAn—=% 11 < z - @ .

Die rechte Seite konvergiert gegen Null. Aus dem Sandwich-Lemma folgt lim e* = e*.

n—o0

Wir schranken die Exponentialfunktion nun auf die reellen Zahlen ein und untersuchen

die Eigenschaften der reellen Funktion exp |g : R — R.
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Definition 3.18. Eine reelle Funktion f: D C R — R heifit

monoton wachsend <= Firallex,ye D mitz <y gilt f(z) < f(y),
streng monoton wachsend <= Fir alle x,y € D mit z <y gilt f(x) < f(y),
monoton fallend <= Firallex,y € D mit x <y gilt f(x) > f(y),
streng monoton fallend < Firallex,ye D mitxz <y gilt f(z)> f(y).

Satz 3.31 1. Die Funktion exp |g nimmt nur Werte in R™ an und es gilt:
a) 1<e” fiir alle v € R mit = > 0.
b) 0<e®<1 firallex € R mit x <O0.

2. Die Funktion exp : R — R* ist streng monoton wachsend und bijektiv.

Beweis. Zu 1: Nach Definition ist e = E(z) > 1 fiir alle x > 0. Da e®-e % = €0 = 1,
folgt daraus 0 < e® < 1 fiir alle < 0. Insesondere nimmt exp |g nur Werte in R an.

Zu 2: Seien nun z und y zwei reelle Zahlen mit x < y. Dann ist

e¥ = et tW—2) — oo pya o o

Somit ist die Funktion expp streng monoton wachsend. Insbesondere ist sie deshalb in-
jektiv. Es bleibt zu zeigen, dass expjp : R — R* surjektiv ist.
Sei y € RT. Wir suchen eine Zahl s € R mit e® = y. Dazu betrachten wir die folgenden
Mengen

A={zeR|e" <y} und B:={zeR|y<e"}.

Diese Mengen bilden einen Dedekindschen Schnitt (A|B) von R, denn

e R ist die disjunkte Vereinigung von A und B.

e A und B sind nichtleer: Nach Definition gilt fiir y € R™, dass €Y > y, also y € B. Wir
wahlen ein n € N mit % <y.Ausn < e folgt e < % < gy und somit —n € A.

e Fiirac Aundbe B gilt e® < y < . Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion
folgt a < b.

Sei s € R die auf Grund des Vollstandigkeitsaxioms der reellen Zahlen existierende Schnitt-
zahl des Dedekindschen Schnittes (A|B), d.h. es gilt a < s <b fiir alle a € A und b € B.
Wir zeigen nun, dass e® = y gilt.

Wir betrachten dazu die Folgen (a,, :== s — ) in A und (b, := s + %) in B. Dann gilt:

s —

e’-e s

1
—en <y<eln=efen.

S|=

Nach Satz konvergieren die Folgen (e%) und (e_%) gegen e = 1. Aus dem Sandwich-
Lemma folgt somit e®* <y < e®, d.h. y = €°. a

Definition 3.19. Die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion expp : R — R*

bezeichnen wir mit In : R™ — R und nennen In(y) den natirlichen Logarithmus von y.
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Die Zahl In(y) € R ist also eindeutig bestimmt durch die Bedingung en®) = y. Daraus

ergeben sich folgende Eigenschaften fiir den natiirlichen Logarithmus:

Satz 3.32 FEs scien y,y1,y2 € R und ¢ € Q.

Die Funktion In : R™ — R ist bijektiv und streng monoton wachsend.
In(y; - 3/2) = In(y1) + In(y2).

n(y?) = q-In(y).

(1) = ) — I,

In(1) =0, In(e) = 1.

n(y) > 0 fir alley > 1 und In(y) <0 fir alle 0 <y < 1.

S S Lo e o=

Das folgende Bild zeigt die Graphen der Funktionen expg und In.

K Texpls
(&
/1 Iy
1 R

Sei a € RT. Dann gilt fiir die Potenz a4, q € Q, die Formel

ad = (eln(a))q _ eln(a)-q _ Z (q : lnfa))n ]
n:
n=0

Dies rechtfertigt die folgende Definition der komplexen Potenzen einer positiven reellen
Zahl a:

Definition 3.20. Sei a € RT und z € C. Unter der Potenz a* verstehen wir die kompleze
Zahl

a? = eln(a)~z _ i (Z ’ ln(a))n

n!
n=0

Aus den Eigenschaften der Potenzreihe E(z) ergibt sich unmittelbar:

Satz 3.33 (Potenzgesetze fiir komplexe Potenzen)
Es seien a,b € RT, x € R und z,w € C. Dann gilt:

1. 17 =1 und a®=1.
2. a®-b* = (ab)*.
3. a*-a¥ =a*tv,
- 1
4. a* oz
5. (a®)* =a"?
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Sei @ € R* \ {1}. Dann ist die Funktion

exp, : R — R*
xr —a”

bijektiv, streng monoton wachsend, falls @ > 1, und streng monoton fallend, falls 0 < a < 1.

Die Umkehrfunktion zu exp, bezeichnen wir mit
log, : R" — R

und nennen log,(y) den Logarithmus von y zur Basis a. Aus den Potenzgesetzen von Satz

[3:33] folgen dann unmittelbar die Aussagen des folgenden Satzes.

Satz 3.34 Die Funktion log, : RT — R ist bijektiv, streng monoton wachsend, falls
a > 1, und streng monoton fallend, falls 0 < a < 1. Fir z,y € R*, p € R und a € R™ gilt:

— Inz
log, = = Ina-

log,(z - y) = log, = +log, y.
log,(2*) = p-log, .
10ga(§) = loga(x) - loga(y)'
log, (1) =0, log,(a) = 1.

AN NI
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Stetige Funktionen

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Untersuchung lokaler Eigenschaften von Funktio-
nen. Wir beschrianken uns zunéchst auf Funktionen, deren Definitions- und Wertebereich

in der Menge der komplexen Zahlen liegt.

Definition 4.1. Set D C R oder D C C.

Eine Funktion f : D — C heifit komplez-wertige Funktion.
Eine Funktion f : D — R heifit reell-wertige Funktion.
Eine Funktion f: D C C — C heifst komplexe Funktion.
Eine Funktion f: D CR — R heifst reelle Funktion.

In diesem Kapitel bezeichnet D immer eine Teilmenge von R oder C. Offensichtlich sind
reelle (bzw. reell-wertige) Funktionen Spezialfélle von komplexen (bzw. komplex-wertigen)
Funktionen. Alle Aussagen fiir komplexe (bzw. komplex-wertige) Funktionen gelten des-
halb auch fiir reelle (bzw. reell-wertige) Funktionen.

Mit komplex-wertigen Funktionen kann man die gleichen algebraischen Operationen
ausfithren wie in den komplexen Zahlen, man wendet sie jeweils auf die Werte der Funk-

tionen an.

Definition 4.2. Seien f,g : D — C zwei komplez-wertige Funktionen. Dann sind die
Summe f+g¢g: D — C, das Produkt f-g: D — C, der Quotient g : D — C, falls
g(z) # 0 fir alle z € D, der Betrag |f| : D — R, die konjugiert-komplexe Funktion
f: D — C, der Realteil Re(f): D — R sowie der Imagindrteil Im(f) : D — R die

Funktionen, die jedem z € D jeweils den folgenden Wert zuordnen:

(f +9)(z) == f(2) + g(2),
(f- )(Z) ?iz))'g(z)7
E(z) g9(z)’
| f1(2) = |f(2)],
f(z) = f(2),
Re(f)(2) := Re(f(2)),
Im(f)(z) == Im(f(2))
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Insbesondere gilt f = Re(f) +iIm(f) und |f|? = f- f = Re(f)? + Im(f)?.

4.1 Definition stetiger Funktionen und Beispiele

Definition 4.3. Fine Funktion f : D — C heifit in xog € D stetig, wenn es zu jedem
e >0 ein (von € und xg abhdingiges) § = §(e,xo) > 0 gibt, so dass gilt:

VeeDmit|lx—xo| <d = |f(z)— flxo)| <e.

Eine Funktion f: D — C heif§t stetig auf D, wenn f in jedem Punkt xq € D stetig ist.

Geometrische Deutung der Stetigkeit:

1. Komplexe Funktionen:
Eine komplexe Funktion f : D C C — C ist genau dann in x¢p € D stetig, wenn es zu
jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass die offene Kreisscheibe um zy vom Radius § durch f

in die offene Kreisscheibe um f(xg) vom Radius € abgebildet wird:

f(DNK(x0,6)) C K(f(xo),¢).

\ f(D N K(xg,9))

K(f(IO) 5)

2. Reelle Funktionen:

Eine reelle Funktion f: D C R — R ist genau dann in zg € D stetig, wenn es zu jedem
e > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass das offene Intervall I5(zg) := (xg — d, 29 + 0) durch f in das
offene Intervall I.(f(xo)) := (f(xo) — €, f(xo) + €) abgebildet wird:

(DN (zo — 8,20 +6)) C (f(xo) — &, f(0) +¢).

f(D N L;(:I?(]))
L;(:I/‘()) f Is(f(xo)) /

L A A )\
\ Y \ )

o f(xo)

Dies kann man auch am Graphen der Funktion f ablesen: Der Graph von f|z;(4,) liegt im
Streifen D x I.(f(xzg)) C D x R:

Ffu(;(xo) = {(z, f(x)) |z € Is(z0)} C D x I(f(w0)).
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y — Achse 1

To x — Achse
[o‘(l‘n)

Satz 4.1 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit)
FEine Funktion f : D — C ist genau dann in xy € D stetig, wenn fir jede Folge (x,) in
D, die gegen xo konvergiert, auch die Bildfolge (f(x,)) gegen f(xo) konvergiert.

Beweis. 1. (=): Wir setzen voraus, dass f : D — C in xy € D stetig ist und zeigen die
Folgenbedingung des Satzes. Sei € > 0. Nach Definition der Stetigkeit existiert ein § > 0,
so dass |f(z) — f(zo)| < e fir alle x € D mit |z — x| < §. Sei nun (z,,) eine Folge in
D, die gegen xy konvergiert. Nach Definition der Konvergenz gibt es ein ng € N, so dass
|zy, — x| < 0 flir alle n > ng. Nach Voraussetzung gilt dann |f(x,) — f(z0)| < ¢ fiir alle
n > ng. Da ¢ beliebig war, bedeutet dies, dass (f(zy)) gegen f(x¢) konvergiert.

2. («<=): Wir setzen voraus, dass die Folgenbedingung des Satzes gilt. Wir fiihren den
Beweis der Stetigkeit von f in x( indirekt: Angenommen f ist in xg nicht stetig. Dann
existiert ein g9 > 0, so dass fiir alle 6 > 0 ein z5 € D existiert mit |z5 — xo| < J, aber
| f(zs) — f(x0)| > 0. Wir betrachten nun speziell § = L fiir n € N. Dann existiert ein
Tn € D mit |z, — zo| < L, aber |f(z,) — f(z0)| > 9. Wir haben also eine Folge (z,) in
D gefunden, die gegen z( konvergiert, fiir die die Bildfolge (f(z,,)) aber nicht gegen f(zo)
konvergieren kann. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Folglich war die Annahme

falsch, f ist also in zq stetig. O

Mit dem Folgenkriterium kann man die Stetigkeit einer Funktion leicht mit Hilfe der

Grenzwertsatze fiir Folgen untersuchen. Wir zeigen dies an den folgenden Beispielen.

Beispiel 1: Seien f,g:[0,2] C R — R die reellen Funktionen

1 falls x € [0, 1], 1 falls z # 1,
flz) = g(@) =
2 fallsz e (1,2]. 2 fallsz=1.
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f und g sind in z = 1 nicht stetig. Wir betrachten dazu die spezielle Folge (z,) mit
Ty := 1+ 1. Dann konvergiert (z,,) gegen 1, aber f(z,) =2 /4 f(1) =1 und g(z,) =1 4
g(1) = 2. Die Behauptung folgt aus Satz

Beispiel 2: Die Identitit Idc : C — C ist stetig.
Beweis: Fiir jede Folge (zy,) in C mit z, — 2 gilt Idc(z,) = 2, — Idc(z) = 2.

Beispiel 3: Die konstante Abbildung ¢, : D C C — C, die jedem z € D die fixierte Zahl
a € C zuordnet, ist stetig. Ist ndmlich (z,) eine Folge in D, die gegen z € D konvergiert,
so konvergiert (cq(z,) = a) gegen cq(2) = a.

Beispiel 4: Polynome

m
Seien ag, ai,...,am € Cund P(z) = ), apz® = amz™ 4 am_12""1 + ...+ a1z + ap ein
k=0
Polynom. Dann ist die Funktion
P:C—C

2z — P(2) = am2™ + am_12™ "+ ... F a1z +ag

auf C stetig. Zum Beweis benutzen wir wieder die Grenzwertsatze fiir konvergente Folgen

aus Kapitel 3.1 und das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit. Sei (z,) eine Folge komplexer
k

k ..
~» — apz" fir alle

Zahlen, die gegen z € C konvergiert. Dann gilt zﬁ — zF und somit ayz
ke {0,1,...,m}. Folglich gilt P(z,) — P(2).

Beispiel 5: Rationale Funktionen
Es seien P und @ komplexe Polynome und D C C eine Teilmenge, die keine Nullstelle von

Q@ enthéalt. Dann ist die rationale Funktion

R::g: DcC—C
P(z)
2T oG

auf D stetig. Dies folgt wie in Beispiel 4 aus den Grenzswertsétzen fiir konvergente Folgen

und dem Folgenkriterium fiir die Stetigkeit.

Beispiel 6: Potenz- und Wurzelfunktionen

Sei ¢ eine rationale Zahl. Dann ist die Potenzfunktion

f: Rt —R
rz > zf

stetig. Insbesondere ist fiir jedes m € N die Wurzelfunktion

7\%1 Rt — R
x H"VLx

stetig. Zum Beweis benutzen wir die Ubungsaufgabe 22: Ist (xy,) eine Folge in RT, die

gegen x € Rt konvergiert, so konvergiert die Folge (z}) gegen x9.
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Beispiel 7: Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig, denn aus z, — z

folgt e*» — e* (Satz [3.30)).

Beispiel 8: Die Betragsfunktion |- |: z € C — |z| € R ist stetig, denn aus z, — z folgt

|zn| = |2| (Satz [3.3)).

Satz 4.2 1. Seien f,g: D — C in xg € D stetig. Dann sind auch die Funktionen f+ g,
f-g, % (falls g auf D keine Nullstelle hat), |f| und f in zo stetig.

2. f: D — Cistin xy € D genau dann stetig, wenn die beiden Funktionen Re(f) und
Im(f) in xo € D stetig sind.

3. Ist f: D — C stetig und D C D eine Teilmenge. Dann ist die Finschrinkung
f‘ﬁ :D—C ebenfalls stetig.

Beweis. Fiir den Beweis aller drei Aussagen konnen wir das Folgenkriterium aus Satz
[ und die Grenzwertsétze fiir Folgen benutzen. Wir demonstrieren dies am Beweis der
Stetigkeit von f + g in xy. Die anderen Behauptungen zeigt man analog. Sei (z,) eine
Folge in D, die gegen xg konvergiert. Da f und g in x( stetig sind, konvergiert dann die
Folge (f(x,)) gegen f(xo) und die Folge (g(zy)) gegen g(xg). Aus dem Grenzwertsatz fiir

die Summe konvergenter Folgen erhilt man

(f +9)(n) = flzn) +9(zn) = f(x0) +9(x0) = (f + 9)(20).

Somit ist f + g in g stetig. O
Beispiel 9: Die reelle Exponentialfunktion expg : R — R ist stetig.

Satz 4.3 Seien D,ﬁ C C Teilmengen, f : D — C und g : D — C Funktionen mit
f(D) cC D sowie go f: D — C die Verkniipfung von f und g:

(go f)(x) :==g(f(x)), =€D.

Dann gilt: Sind f in xy € D und g in f(xg) stetig, so ist die Verkniipfung g o f in xg
stetig.

Beweis. Wir benutzen zum Beweis das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit. Sei (zy,) eine

Folge in D, die gegen xzy konvergiert. Da f in xq stetig ist, konvergiert die Folge (f(xy))

gegen f(zp). Da g in f(x) stetig ist, konvergiert die Folge (g(f(xn)) = (go f)(acn)) gegen

9(f(xo)) = (g o f)(xo). Somit ist g o f in z( stetig. 0
2

Beispiel 10: Die Funktion h : R\ {—1} — R, definiert durch h(z) := e*+1 | ist stetig,

22

denn sie ist die Verkniipfung der stetigen Funktionen h = expof mit f(z) = J%5.

Als néchstes beweisen wir einen Satz iber die Stetigkeit der Umkehrfunktion reeller Funk-

tionen mit Hilfe der € — § — Definition.
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Satz 4.4 (Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Sei I C R ein beliebiges Intervall und f : I — R streng monoton wachsend mit dem Bild
D = f(I). Dann ist f : I — D bijektiv und die Umkehrfunktion f~': D — I ist streng
monoton wachsend und stetig.

(Die analoge Aussage gilt auch fir streng monoton fallende Funktionen f).

Beweis. a) Jede streng monoton wachsende Funktion ist injektiv. Da D = f(I), ist
f 1 — D auch surjektiv, d.h. f: I — D ist bijektiv.

b) Es gelte f(z) < f(y) fir x,y € I. Da f streng monoton wachsend ist, ist dies nur
moglich, wenn z < y. Folglich gilt z = f~(f(z)) <y = f~1(f(y)), dh. f~! ist ebenfalls
streng monoton wachsend.

c) Wir zeigen, dass f~!: D — I stetig ist: Sei yo = f(2¢) € D und £ > 0. Wir miissen
ein § > 0 angeben, so dass |[f~(y) — f 1 (vo)| = |f~(y) — wo| < ¢ fiir alle y € D mit
ly — ol < 6.

1. Fall: x¢ ist kein Randpunkt des Intervalls /. Dann kann man oBdA annehmen, dass

[xg — e,0 + €] C I gilt (ggf. nach Verkleinern von €). Wir wihlen 6 > 0 so klein, dass
(yo — 6,50 +6) C (f(zo —€), f(wo+¢)).

26
] - f D —
ey —_— — O OO~
To— € To+ € flzog—2) f(@o) flzo+e)

Fiir y € D mit |y — yo| < & gilt dann f(z9 —¢) <y < f(zo +¢). Da f~! streng monoton
wachsend ist, folgt 9 — e < f~1(y) < 2o + & und somit |f~1(y) — zo| < e.

2. Fall: x € I ist linker Randpunkt des Intervalls I, d.h. 9 = min(J). Dann kénnen wir
oBdA. annehmen, dass [z, zo+¢] C I (¢ ggf. verkleinern). Wir wéihlen nun § > 0 so klein,
dass [yo,y0 + 6] C [yo, f(z0 +€)).

L 4 O O

xy  xoteE Yo Y Yo+ 0 flwo+¢)

Fiir alle y € D mit |y — yo| < d gilt dann yo = f(z0) < y < f(xo +¢). Da f~! streng
monoton wachsend ist, folgt z9 < f~1(y) < zo +¢&, dh. [f1(y) — z0| < e.

3. Fall: xg ist rechter Randpunkt des Intervalls I, d.h. 2o = max(I). Der Beweis in diesem
Fall wird analog zu Fall 2 gefiihrt. a

Beispiel 11: Die Logarithmus-Funktion In: R™ — R ist stetig.

Bemerkung zu Satz Wir haben in Satz[4.4] nicht vorausgesetzt, dass f selbst stetig

ist. Die Unstetigkeit von f fiithrt zu einem unzusammenhéngenden Definitionsbereich D
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von f~1, auf dem f~! aber immer stetig ist. Satz gilt nicht, wenn I kein Intervall
ist. Als Beispiel betrachten wir die bijektive, streng monoton wachsende Funktion f :
[0,1] U (2,3] — [0, 2] mit

T falls x € 0,1
(@) = -
z—1 fallsz e (2,3].

Die Umkehrfunktion f~1:[0,2] — [0,1] U (2, 3] ist gegeben durch

_ Y falls y € 0,1
) = o
y+1 fallsy e (1,2].

f~1ist in yo = 1 nicht stetig.
Die bisher definierte Stetigkeit beschreibt ein lokales Verhalten der Funktion f um jeden

Punkt des Definitionsbereiches. Als nédchstes definieren wir zwei Stetigkeitsbegriffe, die

starker als die gewohnliche Stetigkeit sind und globale Eigenschaften von f beschreiben.

Definition 4.4.

1. Fine Funktion f : D — C heifst gleichmdf$ig stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert, so dass fur alle x,y € D gilt:

lt—yl<d = |f(x)-fly)l<e.

(Im Unterschied zur Definition der Stetigkeit hingt hier die Grifie von § nur von &,
aber nicht von x oder y ab.)

2. Eine Funktion f : D — C heifst lipschitzstetig, wenn es eine positive Konstante L € RT
gibt, so dass fur alle x,y € D gilt:

[f(@) = f)] < L-|e—yl

L heifit Lipschitz—Konstante von f.

Satz 4.5 Sei f: D — C eine Funktion. Dann gilt:

1. f ist lipschitzstetig = f ist gleichmdfig stetig.
2. f ist gleichmdfig stetig = f ist stetig.

Beweis. Stetigkeit folgt per Definition aus gleichméfiger Stetigkeit. Wir miissen also nur
zeigen, dass jede lipschitzstetige Funktion gleichméfig stetig ist.

Sei f lipschitzstetig mit Lipschitz-Konstante L und € > 0. Wir setzen ¢ := 7. Seien nun
r,y € D mit |z —y| < J = £. Aus der Lipschitzstetigkeit folgt dann

lf(x) = fy)|<L-lx—y|<L-§=e.

Somit ist f gleichméaBig stetig. O
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Die folgenden beiden Beispiele zeigen, dass die Umkehrungen der Aussagen von Satzes
nicht gelten.

Beispiel 12:
Die Funktion

R
FiRT—R Fiir ein fixes ¢ muf} ¢
1 fir # — 0 immer kleiner
T— = ..
z gewahlt werden.
ist stetig, aber nicht gleichmafig stetig. el
er

Beweis. Sei § > 0 eine fixierte Zahl und z € R*. Dann gilt

1 1

x-i—% z

0

(e +8) 110 -

Die rechte Seite von (x) konvergiert bei x — 0 gegen +o00. Man kann also fiir ein gegebenes
e > 0 kein 0 > 0 finden, so dass die rechte Seite von (x) fiir jedes = > 0 kleiner als ¢ bleibt.
Folglich ist f nicht gleichméafig stetig. ad
Beispiel 13: Die Funktion £ RT s Rt

r— \/x

ist gleichméafig stetig, aber nicht lipschitzstetig.

Beweis. Nach Ubungsaufgabe 15 gilt

Vi—vil<Vle—yl  VayeR".

Fiir £ > 0 setzen wir ¢ := 2. Ist |z — y| < 4, so folgt |\/z — \/y| < e. Somit ist f
gleichméflig stetig.

Angenommen f wére lipschitzstetig mit der Lipschitz-Konstanten L, das heifit

V- Vil <Llz—yl  VayeR.
Dann gilt
\/E—f 1
—y | Vat o

Fir hinreichend kleine x und y kann man aber T e +

<L Va,yeR".

7 beliebig grofl machen. Dies ergibt

den Widerspruch. O

Beispiel 14: Die Betragsfunktion : |- | : C — R ist lipschitzstetig mit der Lipschitz-
Konstanten L = 1, denn es gilt Hz| - |w|| < |z — w fiir alle z,w € C (Satz [2.14)).



4.2 Grenzwerte von Funktionen und stetige Fortsetzungen 87

4.2 Grenzwerte von Funktionen und stetige Fortsetzungen

Wir wissen bereits, dass die Einschrankung einer stetigen Funktion auf eine Teilmenge
wieder stetig ist. Wir stellen nun die umgekehrte Frage: Kann man eine stetige Funktion
f : D — C auf eine groflere Teilmenge D:=DU {a} stetig fortsetzen, wobei a nicht zu
D gehort. Dies geht offensichtlich nicht immer, wie die Funktionen f und g aus Beispiel
1 zeigen: Diese Funktionen sind auf D = [0,1) U (1, 2] stetig, aber nicht auf D := [0, 2].
Beim Fortsetzungsproblem in den Punkt a mufl man zwei Félle unterscheiden: «a ist ein

Haufungspunkt von D oder nicht.

Definition 4.5. Sei D C C. Ein Punkt a € C heiffit Hiufungspunkt von D, wenn es eine
Folge (zy,) in D\ {a} gibt, die gegen a konvergiert.
HP(D) bezeichne der Menge der Héaufungspunkte von D.

Beispiel 15: HP((a,b)) = [a,b], HP(K(z,R)) = cl K(20, R),
HP({i|neN})={0}, HP(Q) =R.

1. Fall: Sei a € C kein Haufungspunkt von D und f : D — C stetig. Dann ist jede
Fortsetzung F : D := DU {a} — C von f stetig. Dies folgt aus dem Folgenkriterium fiir
die Stetigkeit: Ist a kein Haufungspunkt von D, so sind fiir jede Folge (z,) in ]_~), die gegen
a konvergiert, fast alleEI Folgenglieder gleich a. Damit gilt F'(z,) = F(a) fir fast alle z,.
Die Folge (F(z,)) konvergiert also gegen F'(a).

2. Fall: Sei a € C ein Haufungspunkt von D und F': D:=DU {a} — C eine Fortsetzung
der stetigen Funktion f : D — C. Dann ist F' nach dem Folgenkriterium genau dann in a
stetig, wenn fiir jede Folge (z,,) aus D, die gegen a konvergiert, die Bildfolge (F (zn)) gegen
den Wert F'(a) konvergiert. Dabei geniigt es, Folgen (z,) zu betrachten, die vollstandig in
D\ {a} liegen, fir die dann (f(z,) = F(z,)) gegen F'(a) konvergieren muf.

Dies fithrt auf die folgende Definition und das folgende Stetigkeitskriterium:

Definition 4.6. Fine Funktion f : D — C hat im Hdufungspunkt a € HP (D) den Grenz-
wert b, wenn fiir jede Folge (z,) aus D\ {a}, die gegen a konvergiert, die Bildfolge (f(zn))
gegen b konvergiert.

Bezeichnung: lim f(z) =b.
z—a
Aus dem Folgenkriterium fiir die Stetigkeit erhélt man sofort:

Satz 4.6 Sei f: D — C eine Funktion.

1. Ist xg € D ein Hiufungspunkt von D, so ist f: D — C genau dann in xq stetig, wenn

f in xo einen Grenzwert besitzt und dieser gleich dem Funktionswert f(xq) ist:

f(zo) = lim f(z).

Z—X0

! fast alle bedeutet: alle bis auf endlich viele.
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2. Ista € HP(D) \ D, so besitzt f genau dann eine in a stetige Fortsetzung
F:Du{a} — C, wenn f in a einen Grenzwert besitzt. In diesem Fall gilt:

1) falls z € D
F(z) = {;g% f(z)  falls z = a.

Fiir Grenzwerte von Funktionen gelten die gleichen Rechenregeln wie fir Grenzwerte kon-

vergenter Folgen:

Satz 4.7 Sind f,g : D — C Funktionen, a € HP(D) und existieren die Grenzwerte

liin f(z) =0 und li_r>n g(x) = ¢, dann existieren die Grenzwerte von f+g, f-g, 5 (falls g

auf D keine Nullstelle hat und ¢ #0), |f|, f, Re(f) und Im(f) im Punkt a und es gilt
lim (f(z) +g(z)) =b+ec,

Tr—a

O

Wir betrachten nun den Spezialfall reeller Funktionen. In den reellen Zahlen hatten wir
aufler konvergenten Folgen auch Folgen betrachtet, die gegen +o00 oder —oo streben und
diesen den uneigentlichen Grenzwert oo zugeordnet. Wir betrachten die analoge Situati-
on fiir Grenzwerte von Funktionen f : D C R — R und vereinbaren analog zu Definition

die folgenden Bezeichnungen:

Definition 4.7. Sei f : D C R — R eine reelle Funktion, a € HP(D) und b € RU{+00}.

1 li_r>n f(z) = 400 <= fiir jede Folge (zy,) in D\ {a} mit x,, = a gilt f(x,) — +oo.
Tr—a
2 ligl f(z) = —o00 <= fir jede Folge (zy,) in D\ {a} mit z, — a gilt f(z,) —
3 ET f(x)=b <= fir jede Folge (xy,) in D mit x,, — +o0 gilt f(xn) — b
4 EEn f(z)=b <= fir jede Folge (xy,) in D mit x,, — —o0 gilt f(xn) — b
Dabei gelte in 3. (¢,+00) C D und in 4. (—oo,c) C D fir ein c € R.

Beispiel 16: Seien fi, fo : (0,+00) C R — R gegeben durch

COST

fi(z) = ; fa(x) := cosx

X

Dann gilt hlf fi(x) =0, wihrend der Grenzwert von f, fiir x — +o00 nicht existiert.
T—r+00
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Beuweis. Die erste Behauptung folgt, da | fi(z)| < 1. Fiir die 2. Behauptung betrachte man
die Folgen (x,,) mit z, := 2n7 und (y,) mit y, := (2n + 1)7. Dann gilt fao(z,) =1 — 1
und fo(y,) = —1 — —1. Folglich hat f; fiir z — 400 keinen Grenzwert. O

Beispiel 17: Es seien a € R und 3 € R™. Dann gilt:

z B
lim c _ +00 und i :1;

im —— = +o0.
r—stoo TO z—-+oo In(x) *

D.h. die Exponentialfunktion wéchst schneller als jede Potenz und jede Potenz mit posi-

tivem Exponenten wachst schneller als die Logarithmusfunktion.

Beweis. Sei (z,,) eine Folge in RT mit z,, — +o0o und k eine fixierte natiirliche Zahl mit

k > a4+ 1. Dann gilt:
xa+1

k
x T, n a Tn
n> = > = - —_—
SRS TR TR
Folglich ist
er S T
& k!

Da z, — +oo folgt % — +00.
Sei (yn) eine Folge in Rt mit y, — +o0o0. Da In : Rt — R bijektiv und streng monoton
wachsend ist, gilt In(y,) — +oo. Da ( positiv ist, folgt x, := In(y,) - 8 — +oo. Wir

erhalten aus der ersten Behauptung:

€
Wiy~ W) W) B T

Im Fall von reellen Funktionen f: D C R — R kann man einseitige Grenzwerte definie-
ren. Wir betrachten dazu die folgenden Teilmengen der Menge der Haufungspunkte von
D:

HP(D)™ :={a € R| es existiert eine Folge (x,) in D mit x,, < a und z,, — a}.

HP(D)" :={a € R| es existiert eine Folge (x,) in D mit z,, > a und z,, — a}.

Definition 4.8. Sei f: D C R — R eine reelle Funktion und b € RU {£oo}.

1. Man sagt, dass der linksseitige Grenzwert von f in a € HP(D)~ existiert und gleich b
ist, falls fiir jede gegen a konvergente Folge (x,,) in D mit z, < a gilt: lim f(x,) =b.
n—o0

Wir bezeichnen den linksseitigen Grenzwert mit lim f(z) = b.
r—a~

2. Man sagt, dass der rechtsseitige Grenzwert von f ina € HP(D)" existiert und gleich b
ist, falls fiir jede gegen a konvergente Folge (x,,) in D mit x, > a gilt: lim f(x,) =b.
n—oo

Wir bezeichnen den rechtsseitigen Grenzwert mit lim+ (x) =b.
Tr—a
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Wir konnen die Stetigkeit reeller Funktionen durch die einseitigen Grenzwerte charakteri-

sieren:

Satz 4.8 Sei f: D C R — R eine reelle Funktion und zo € (c¢,d) C D. Dann ist f
in xg genau dann stetig, wenn die beiden einseitigen Grenzwerte von f im Punkt xg in R
existieren und gleich dem Funktionswert f(xq) sind:

lim f(z) = lm_ f(x) = f(ao).

T~ r—xot
Beweis. (=) folgt aus Satz als Spezialfall.
(«<=) Wir setzen voraus, dass die beiden einseitigen Grenzwerte existieren und dass gilt

lim f(z) = lm_f(x) = f(ao).

T—x0™ r—xoT

Angenommen, f sei in x( nicht stetig. Dann existiert nach dem Folgenkriterium eine Folge
(zn,) in D, die gegen xy konvergiert, deren Bildfolge aber nicht gegen f(xg) konvergiert.
Da dann fast alle Folgenglieder x,, von zg verschieden sind, existiert eine Teilfolge (zy, )
von (x,) mit x,, < xo oder eine Teilfolge (z,,) von (x,) mit x,, > xg, deren Bildfolge

(f(xp,)) nicht gegen f(xo) konvergiert. Dies widerspricht der Voraussetzung lim f(x) =

T—TQ

i f(@) = flao). 0

Satz zeigt, dass es genau drei verschiedene Typen von Unstetigkeitsstellen einer reellen
Funktion gibt. Die Funktion f: D C R — R ist genau dann in zg € (¢,d) C D unstetig,

wenn einer der folgenden Félle vorliegt:

(1) Hebbare Unstetigkeitsstelle
Beide einseitigen Grenzwerte von f in xg existieren in R und stimmen iiberein, sind aber
ungleich f(xg). In diesem Fall kann man die Unstetigkeit von f in zp durch Abénde-
rung von f(xzg) beheben.

Beispiel:
0 z=0 R,
fz) =
1 z#0 " f
Der Punkt g = 0 ist eine hebbare Unstetig- .
keitsstelle. R

(2) Sprungstelle
Die beiden einseitigen Grenzwerte von f in xg existieren in R, sind aber voneinander
verschieden. Unter dem Sprung o(f,z¢) von f in xg verstehen wir die Differenz der
einseitigen Grenzwerte

o(fyxo) := lim f(x)— lim f(x).

z—zot T—x0~
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Beispiel: R
tf
T+ x#0
fx) = ! 1
0 z=0
Dann ist der Punkt zop = 0 eine Sprungstelle ) —1 R
und der Sprung o(f,zg) = 2. /

(3) Unstetigkeitsstelle 2. ArtE|
Mindestens einer der beiden einseitigen Grenzwerte von f in g existiert nicht in R.
Die folgenden Beispiele zeigen die beiden typischen Falle fiir diese Situation:

Als erstes betrachten wir die Dirichlet-Funktion

1 2€Q
0 z£Q

h(z) =

Jeder Punkt xy € R ist eine Unstetigkeitsstelle zweiter Art von h, da h in xy keinen
rechtsseitigen und keinen linksseitigen Grenzwert besitzt.

Das néchste Beispiel zeigt einen Fall mit uneigentlichen Grenzwerten.

Sei L og£0 R
fx) = g .
xTr =
f
Der Punkt zg = 0 ist eine Unstetigkeitsstel- >
le zweiter Art, denn lim f(x) = +oco und R
z—07t
lim f(z) = —o0.
z—0"

Als Spezialfall betrachten wir monotone Funktionen.

Satz 4.9 Sei f : (a,5) C R — R eine monotone Funktion und —oo < a < ff < +00.
Dann gilt:

1. Fiir jedes xg € («, B) existieren die einseitigen Grenzwerte lim f(x) und lim f(x)

T—=T x—)xar
i R.
2. f st in xg € (o, B) genau dann stetig, wenn lim f(x)= lim f(x).
z—xot T—x0 "
3. f hat hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen. Jede Unstetigkeitsstelle ist eine
Sprungstelle.
Beweis. Ubungsaufgabe. ad

2 Hebbare Unstetigkeitsstellen und Sprungstellen nennt man auch Unstetigkeitsstellen 1. Art.
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4.3 Nullstellen, Fixpunkte und Extremwerte stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einigen speziellen Eigenschaften stetiger Funk-
tionen befassen. Insbesondere wollen wir Bedingungen dafiir angeben, dass eine stetige

Funktion Nullstellen, Fixpunkte bzw. Extemwerte besitzt.
Definition 4.9. Sei D C R oder D C C.

1. Ein Punkt £ € D heifit Nullstelle einer Funktion f : D — C, wenn f(§) = 0.

2. FEin Punkt £ € D heif$t Fizpunkt einer Funktion f : D — C, wenn f(§) = &.

3. Eine Funktion f : D — R nimmt auf D ein Minimum bzw. Mazimum an, wenn es ein
& €D bzw. ein & € D gibt, so dass

f(&) < flx) < f(&2) YaeD,
d.h. f(&) =min{f(x) | x € D} bzw. f(&)=max{f(x)|x € D}.

Mit Hilfe des folgenden Satzes kann man in vielen Fallen die Existenz von Nullstellen oder

Fixpunkten beweisen:

Satz 4.10 (Zwischenwertsatz)
Sei f:]a,b] C R — R stetig und n € R eine Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann existiert
ein & € [a,b] mit f(§) =n.

Beweis. OBdA. sei f(a) < f(b).

R

Graph I'y

----- )

........ 7"

Wir konstruieren induktiv eine Intervallschachtelung {I,, = [an, bn]}nen, mit
flan) <n < f(bn) fur alle n € Ng.

Wir setzen I := [a, b]. Dann gilt nach Voraussetzung f(ag) < n < f(bo).

Sei das Intervall I, := [ap, by] mit f(ag) < n < f(by) schon konstruiert. Wir bilden dann
I,+1 durch Halbierung von I,,: Sei M, := % der Mittelpunkt von [ay,, b,]. Dann gilt
entweder n < f(M,,) oder n > f(M,). Wir setzen

I lan, My), falls n < f(M,),
TN M, bl falls > F(M),

und erhalten nach Konstruktion f(an,+1) < n < f(bp41). Die Familie der abgeschlossenen

Intervalle {I,,} ist tatséchlich eine Intervallschachtelung, da nach Konstruktion
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a) Iny1 C I, fur alle n € Np.

b) L(I,) = 3 L(I,-1) = 5 L(Ip) = 5= (b—a) fiir alle n € Ny.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip (Satz existiert genau eine reelle Zahl £ mit
an <& < by, fur allen € Ng. Da [€ —ayp| < |bp, —an| = L(I,) — 0 und |b, —&| < |bp, —ay| =
L(I,) — 0, konvergiert sowohl die Folge (a,) als auch die Folge (b,) gegen & € [a,b].
Da f auf [a,b] stetig ist, folgt mit dem Folgenkriterium der Stetigkeit f(a,) — f(£) und
f(bn) = f(&). Da f(an) <n < f(by) liefert das Sandwich-Lemma: f(§) = 7. 0

Folgerung 4.1 1. Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) - f(b) <0, d.h. f(a) und f(b) haben
verschiedene Vorzeichen. Dann besitzt f eine Nullstelle in [a, b].
2. Sei f :[a,b] — [a,b] stetig. Dann besitzt f einen Fixpunkt in [a,b).

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus Satz mit n = 0. Zum Beweis der
zweiten Behauptung betrachten wir die Funktion g : [a,b] — R definiert durch g(x) :=
f(z)—x fiir alle z € [a, b]. Dann ist g stetig und g(a) = f(a)—a > 0und g(b) = f(b)—b < 0.
Dann sind a oder b Fixpunkte von f oder es gilt g(a) > 0 und ¢(b) < 0. Im zweiten Fall
hat g eine Nullstelle in (a,b), d.h. es existiert ein & € (a,b) mit f(§) = ¢&. 0

FEine stetige Funktion f : D — R muf} keine Extremwerte, d.h. Maxima oder Minima,
besitzen. Auf einer bestimmten Sorte von Definitionsbereichen D, den kompakten Mengen,

die wir jetzt definieren, ist dies aber immer der Fall.

Definition 4.10. Sei A C R oder A C C.

1. A heifft abgeschlossen, wenn fir jede konvergente Folge (a,) aus A der Grenzwert
ebenfalls in A liegt.

2. A heifit beschrankt, wenn es ein C € Rt gibt mit |a| < C fiir alle a € A.

3. A heifst k:ompakﬂ wenn A beschrdnkt und abgeschlossen ist.

Beispiele:

e Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt.

e Die abgeschlossene Kreisscheibe ¢l K(zp,R) := {z € C | |z — 2] < R} C C ist
kompakt.

e Die Kreislinie S :={z € C||z| =1} C C ist kompakt.

Satz 4.11 (Folgenkriterium fiir Kompaktheit)

FEine Teilmenge K C R oder K C C ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (z,) aus K
eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Element aus K konvergiert.

3 Abgeschlossene, beschrinkte und kompakte Mengen definiert man auch in metrischen Riumen, die die

Raume (R, |-|) und (C, |-|) verallgemeineren. In metrischen Raumen ist jede kompakte Menge beschrénkt

und abgeschlossen, die Umkehrung gilt aber im Allgemeinen nicht!
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Beweis. (=): Sei K kompakt und (z,) eine Folge in K. Da K beschrinkt ist, existiert
ein C € RT mit |z,| < C fiir alle n € N. Ist K C R, so besagt der Satz von Bolzano-
Weierstrafl, dass (z,) eine konvergente Teilfolge (2, ) besitzt. Ist K C C, aber K ¢ R,
so betrachten wir die Folge der Realteile (Re(z,)) und der Imaginérteile (Im(zy,)). Diese
Folgen sind dann ebenfalls beschriankt und der Satz von Bolzano-Weierstrafl liefert eine
Teilfolge (2, ) von (z,), fiir die (Re(zy,)) und (Im(zy,)) konvergieren. Dann konvergiert
aber auch die Teilfolge (zy,) in C. Da K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert von (2, )
in K.

(«<=): Wir setzen voraus, dass jede Folge aus K eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Ele-

ment von K konvergiert und zeigen, dass K kompakt ist:

a) K ist beschrankt: Angenommen, K wéire nicht beschriankt. Dann gibt es eine Folge
(zn) in K mit |z,| > n fir alle n € N. Diese Folge (z,) enthélt keine konvergente
Teilfolge. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

b) K ist abgeschlossen: Sei (z,,) eine Folge in K mit z, — z. Nach Voraussetzung existiert
eine Teilfolge (z,,) von (z,) mit Grenzwert in K. Dann gilt z = nlgg@ Zn = klggo Zng

und somit z € K.

Satz 4.12 Sei f : K — C eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge K. Dann ist
das Bild f(K) C C ebenfalls kompakt.

Beweis. Sei (f(zy)) eine beliebige Folge in f(K). Dann ist (z,) eine Folge in K. Da K kom-
pakt ist, existiert eine Teilfolge (zy, ) von (z,), die gegen ein Element ¢ € K konvergiert.
Da f stetig ist, konvergiert (f(zy,) gegen f(§) € f(K). Folglich ist f(K) kompakt. O

Satz 4.13 Sei f : K — R eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge K. Dann

nimmt f auf K ein Minimum und ein Mazimum an, d.h. es existieren &1,& € K mit

f(&) < f(z) < f(&) fiir alle x € K.

Beweis. Nach Satz ist f(K) C R kompakt, also beschrankt, d.h. es existieren
sup f(K) und inf f(K). Nach Definition von Supremum und Infimum existieren Folgen
(z5,) und (y,) in K mit f(z,) — inf f(K) und f(y,) — sup f(K). Da f(K) abgeschlossen
ist, folgt inf f(K) € f(K) und sup f(K) € f(K). Also existieren &; € K und & € K, so
dass f(&1) = inf f(K) = min f(K) und f(§2) = sup f(K) = max f(K). 0

Satz 4.14 Sei f : K — C eine stetige Abbildung auf einer kompaken Menge K. Dann ist
f sogar gleichmdfsig stetig.

Beweis. Angenommen, f wéire nicht gleichméfig stetig. Dann existiert ein ¢g > 0 ohne
geeignetes  (aus der Definition der gleichméaBigen Stetigkeit). Fiir alle n € N gibt es also

ein Paar von Zahlen x,,y, € K, so dass
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ool < wnd () = S| 2 0 (1)

Da K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (yy,) von (y), die gegen ein Element { € K

konvergiert. Dann gilt
1
’xnk - é“ < ’$nk - yme‘ + ‘ynk - 5‘ < nik + ’ynk - f’

Folglich konvergiert (z,,) ebenfalls gegen {. Die Stetigkeit von f liefert klim f(yn,) =
—00

f(¢) = klim f(zn, ). Dann existiert aber ein kg € N, so dass
—00

[f (&) = Flyn )| <o VE = ko.

Dies widerspricht (4.1]). O

4.4 Anwendung: Der Fundamentalsatz der Algebra

Als Anwendung von Satz wollen wir nun den in Kapitel angekiindigten Funda-
mentalsatz der Algebra beweisen, der weitreichende Konsequenzen sowohl in der Algebra

als auch in vielen Bereichen der Analysis hat.

Satz 4.15 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes nicht-konstante komplexe Polynom besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Sei P(2) 1= ap2" 4 an_12""1

AnyAp—1,...,00 € C, n > 1 und a, # 0.

4+ ...+ a1z + ag ein komplexes Polynom mit

1. Schritt: Wir zeigen, dass die Abbildung |P| : C — R auf C ein Minimum annimmt,
d.h. es exisiert ein £ € C mit |P(£)| < |P(z)| fir alle z € C.
Wir definieren dazu Q(z) durch

11 1
P(z):anzn<1+an 1+...+ao>, z # 0.

an 2 an 2"
=Q(2)

Sei nun « := QZ: +.o4 |2 und B = max{1,2a}. Fir |z| >  folgt dann
Q) < |2t Ly |% 1g(“"-1 N ‘m)l:a-lsl.
an | |2 an | |z|™ an an|/) 12| lz| — 2

Dies zeigt, dass
1 ..
14+QI = 1~ = 1- Q@] = & firalle ] > .

Wir setzen r := max{f, (204)%}. Dann folgt

—_

|P(2)| = |anz"|- |1+ Q(2)] > |an| - |2|™ - 5 > |ay| -« fir alle |z| > 7.
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Fiir alle z € C auflerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe ¢l K(0,r) gilt also |P(z)| >
|an| - @. Da abgeschlossene Kreisscheiben kompakt sind, nimmt |P| auf ¢l K(0,r) ein
Minimum an. Da |P(0)| = |ag| < |an| - @, ist dieses Minimum auch das Minimum von |P)|
auf ganz C. Damit ist gezeigt, dass ein £ € C existiert mit |P(£)| = min{|P(2)| | z € C}.
2. Schritt: Wir zeigen, dass P(£) = 0.

Angenommen P(§) # 0. Wir betrachten das Polynom n-ten Grades

P(z+¢)
P(§)

Da |P| in £ ein Minimum annimmt, gilt |H(z)| > 1 fiir alle z € C. Wegen H(0) = 1, hat
H die Form

H(z):=

H(z)=byz"+...+bpz" +1,

wobei by, b4, .- ., b, komplexe Zahlen sind, n > m > 1 und b, # 0. Die komplexe
Zahl —% hat den Betrag 1 und besitzt nach Satz |2.15( eine m-te Wurzel w € C, d.h.
w™ = —%. Sei w = cos(y)) + isin(¢)) die trigonometrische Darstellung von w. Dann ist

by (cos(map) + isin(map)) = —|bm|. Wir betrachten nun H auf den komplexen Zahlen der
Form z = ¢ (cos(¢)) + isin(y)) mit p > 0. Dann gilt

‘H(Q-(cos(w)—i—i sin(zp))’ < bl 0" - b1 -0 bmo™ - (cos(map) + isin(my)) + 1.

=[1=[bm -0

Sei nun o so klein gewéhlt, dass o™ < ﬁ ist. Dann ist 1 — |b,,|0" > 0 und damit

[H (o (cos() +isin(®))| < 1= o] " + [brusa| - 0™+ ..+ fbu] - 0"

=1 = 0"(|bm| = [bmia] -0 = .. = [bn] - ")

>0 fiir ¢ hinreichend klein

Somit ist |H (- (cos() +isin(1))| < 1 fiir hinreichend kleine p. Dies ist ein Widerspruch
zu |H(z)| > 1 fiir alle z € C. Somit war unsere Annahme falsch und es gilt Q(¢§) =0. O

Satz 4.16 (Zerlegungssatz fiir komplexe Polynome)
Sei P(z) = apz™+...+a1z+ag ein komplezes Polynom vom Grad n > 1. Dann existieren
n Nullstellen &1,...,&, € C von P und es gilt

P(z)=an(z = &) (2 &) .. (2 — &),
wobei die Nullstellen &1, ..., &, nicht alle verschieden sein maiissen.

Beweis. Sei &; € C eine Nullstelle von P, d.h. P(&) = 0. Wir wollen von P den Linear-
faktor (z — &) abspalten. Dazu betrachten wir die Polynome

Qu(z) =4 g p ARG e T g

Dann gilt 2% — & = (2 — &) - Qx(2) und folglich
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P(z)=P(z) = P(&) = a1(z— &) + ag(2? — f%) +.. tan (2" = &)
= (Z — 51) . (alQl(z) + CLQQQ(Z) + ...+ anQn(z))
=:(z—=&) - Pi(2).
P1(z) ist dabei ein Polynom vom Grad n — 1. Ist n — 1 > 1, so hat P; eine Nullstelle und

wir kénnen einen weiteren Linearfaktor von P; abspalten. Dieses Verfahren funktioniert

n-mal. O

4.5 Die trigonometrischen und die Hyperbelfunktionen und ihre
Umkehrfunktionen

Mit Hilfe der Exponentialfunktion definieren wir jetzt die trigonometrischen Funktionen
sowie die Hyperbelfunktionen. Wir erinnern nochmal an die Definition der Exponential-
funktion:

exp: C — C

o0

z._zﬁ

zZ > e° = e
n=0

Diese Funktion ist auf C stetig und erfiillt €® = 1 sowie e*% = e - ¥,
4.5.1 Die trigonometrischen Funktionen
iR
Fiir z € R gilt il '
erL’
|62 = i . gt — (i g — 0 — 1, Sinx
Die komplexe Zahl €@ liegt also auf der Kreislinie (z
St := {2z € C | |z| = 1}. p(x) bezeichne den orien- cos &
tierten Winkel zwischen der reellen Achse und dem
Strahl von 0 durch ¢ (im GradmaR).

Definition 4.11 (Analytische Definition der Funktionen sin und cos).
Den Realteil von e nennen wir Cosinus der reellen Zahl x, den Imagindrteil von e'®

nennen wir Sinus von x, d.h.

, ¢it | p—im X L a2k
— Re(ei®) =S ¢ _N"(—1
ot = Re(e) = 5 = 3V
iT —ix e 2k+1
. iz e —e k X
sin(z) = Im(e™) 2i kzzo( NCTEw

Dann erhélt man unmittelbar die Euler-Formel

e = cos(x) +isin(x) V €R.
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Wir hatten in Kapitel 2 bereits die elementargeometrisch definierten trigonometrischen
Funktionen sin und cos benutzt. Die Definition zeigt, dass sin(p(z)) = sin(x) und
cos(p(x)) = cos(z). Man nennt = auch das Bogenmaf} des orientierten Winkels zwischen
der reellen Achse und dem Strahl von 0 durch e’*, denn wie wir noch sehen werden, ist
x die Linge der Kreisbogens von 1 nach €. Im folgenden werden wir die analytische
Definition der trigonometrischen Funktionen sin und cos benutzen.

Durch Einsetzen von €% in die Definitionen erhilt man sofort die folgenden Eigenschaften

und Rechenregeln fiir Sinus und Cosinus:

1. Die reellen Funktionen cos: R — R und sin : R — R sind stetig.

2. cos ist eine gerade Funktion, d.h. es gilt cos(—x) = cos(z) fir alle x € R.
sin ist eine ungerade Funktion, d.h. es gilt sin(—z) = —sin(z) fir alle x € R.
sin(0) = 0 und cos(0) = 1.

3. sin?(x) + cos?(z) = 1 fiir alle z € R.
(Da sin?(x) + cos?(x) = |e*|> = 1.)

4. Additionstheoreme: Fir alle z,y € R gilt:

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)
cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y).

(Real- und Imaginirteil von e!(*+¥) = ¢i® . ¢ vergleichen).
5. Differenzformeln: Fir alle z,y € R gilt:

sin(x) — sin(y) = 2 - cos (@) .sin (ﬂ)’
2 2
-y

cos(z) — cos(y) = —2 - sin (%) - sin (xT)

(Additionstheoreme auf 3(z + y) & (z — y) anwenden.)

EinschlieBungslemma fiir sin und cos: Fir alle rellen Zahlen x € (0,2] gilt

2 2 4
1—%<cos(a:)<1—%+;—4,
x3 .
v— o < sin(x) < .
0o i 22k 0 i 22k+1
Beweis. Die Reihen cos(z) := -1 und sin(zx) := —1)¥ ———— sind
~—— ———
=:by, =:ick

alternierende Reihen. Fiir z € (0,2] sind (bg)72; und (cx)72, monoton fallende Nullfolgen
positiver reeller Zahlen. Aus dem Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen (siehe Beweis
von Satz|3.23)) kennen wir eine Abschétzung des Reihenwertes s einer alternierenden Reihe

durch die Partialsummen s,, der Reihe:

Som+1 < 8 < Som Vm € No.



4.5 Die trigonometrischen und die Hyperbelfunktionen und ihre Umkehrfunktionen 99

Fiir cos(x) und z € (0, 2] ergibt sich bei m = 1:

1 x2<1 $2+x4 i < cos(z) < 1 $2+w4
- = — =+t =s3<cos(z) <spg=1——+ —.
2 2 "4 g 7B 2 2 "oy
—_——
>0

Fiir sin(z) und « € (0, 2] ergibt sich bei m = 0:
3 _
x—E:81<sm(x)<sosz‘.
O

Als nachstes diskutieren wir den Kurvenverlauf der Funktionen cos und sin. Zunachst

sehen wir uns die Nullstellen an:

Satz 4.17 Die Funktion cos : R — R hat auf dem Intervall (0,2) genau eine Nullstelle.

Beweis. 1. Existenz der Nullstelle: Wie wir bereits wissen gilt cos(0) = 1. Andererseits
zeigt das Einschlieungslemma
22 2t 2 1

cos(2)<1—?+ﬂ:1_2+§:_§'

Da cos : R — R stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass ein £ € (0, 2) mit cos(§) =0
existiert.
2. Findeutigkeit der Nullstelle: Dazu zeigen wir, dass die Funktion cos auf (0,2) streng
monoton fallend ist:
a) Die Funktion sin ist auf (0,2) positiv, da nach dem EinschlieBungslemma fiir = € (0, 2)
gilt:

2 23

0<x(1—%>:m—€<sin(x).

b) Seien nun z,y € (0,2) mit > y. Dann gilt % € (0,2) . Aus den Differenzformeln

folgt
cos(z) — cos(y) = —2sin (xT—i-y) - sin (L;y) < 0.

Folglich ist cos auf dem Intervall (0,2) streng monoton fallend und somit & die einzige
Nullstelle von cos in (0, 2). ]

Definition 4.12 (Analytische Definition der Zahl 7).
Die Nullstelle von cos auf dem Intervall (0,2) heifit g

In der Elementargeometrie definiert man die Zahl 7 als den Flacheninhalt der Kreisscheibe
von Radius 1 und approximiert sie durch die Flacheninhalte von regelmafligen n-Ecken mit

Eckpunkten auf dem Rand der Kreisscheibe fiir n — oo. Dabei erhalt man

T~ 3,141592653....



100 4 Stetige Funktionen

Wir werden noch zeigen, dass beide Definitionen iibereinstimmen. Die Zahl 7 ist irrational
und transzendent, d.h. es gibt kein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, das 7 als
Nullstelle hat.

Da cos(5) = 0, gilt sin(5) = 1 und aus der Eulerformel folgt €'z = i. Wegen "t = ¢i%.¢iy

erhalten wir auflerdem:

s . -3
Folgerung 4.2 e'2 =4, €™ =—-1, e2"=—4, ™=
e t2mik — i fiir glle x € R und k € Z.

Der Vergleich von Real- und Imaginérteil in der Eulerschen Formel liefert dann die folgen-

den Beziehungen zwischen Sinus und Cosinus:

Folgerung 4.3 Fir alle x € R gilt

sin(z 4+ §) = +cos(z), cos(x + 5) = —sin(z),
sin(z + 7) = —sin(z), cos(z + 7) = — cos(x),
sin(z + 27) = sin(z), cos(x + 27) = cos(x).

Daraus erhalten wir die weiteren Nullstellen und die Monotoniebereiche von Sinus und

Cosinus auf R. Die folgenden Bilder zeigen den Kurvenverlauf der Cosinus- und Sinus-

funktion auf [0, 27]:

R R

1+ sinx 1+ Ccos T
I I | ! % / .
2T R Mﬂ 2T R
1 _H

Die néchste Tabelle zeigt die wichtigsten konkreten Werte von sin und cos, die wir mit

analytischen Mitteln herleiten werden/}

Iy T
3
NG
3

Satz 4.18 (Spezielle Werte von sin und cos)

Bogenmayfs x 0l 51 21513
Gradmaf | (x) [|0°] 30° | 45° | 60° |90°

sin(z)(| 0] 3 [3V2|3
cos(z)|| 1 |3v/3[3V2

N[ %
w
—_

4 Ich empfehle Thnen, sich auch eine elementargeometrische Herleitung der speziellen Werte von sin und

cos zu lberlegen (Benutze Basiswinkelsatz und Satz des Pythagoras).
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Beweis. a) Umrechnung vom Bogenmaf ins Gradmaf: ¢(0) = 0° ist wegen e'? = 1
offensichtlich. Da €'z = i folgt ¢(5) = 90°. Bei der Multiplikation der komplexen Zahlen
¢ und e addieren sich die Winkel ¢(z) und ¢(y). Wegen €' - ¢ = ¢/@+¥) folgt dann
o(x) + ¢(y) = p(x + y). Damit erhdlt man die anderen Umrechnungen vom Bogen- ins
Gradma$.
b) x = 7: Nach Folgerung gilt:

cos (3) = cos (§ = 3) = —sin (~ 3) =sin (3).
Folglich ist
1 = cos? (%) + sin? (%) = 2cos? (%)
Da cos (%) > 0 folgt

cos (£) = /3 = 32 =sin (3).

c) x = 5: Wir setzen z := ¢'5. Dann gilt 23 = (ei%)3 = ™ = —1 und wir erhalten
2

0=2"+1=(2+1)(s2—2+1). Da 2z # —1 folgt 22— 241 =0 und somit z—1+1 =0.
Deshalb gilt

wl?

1=¢3 + -1 e's £ e~ 3—2008(%).

z

w\:

Dies zeigt, dass cos (%) =z und folglich sin %) = l\/3.

d) z = §: Nach Folgerung gilt

sin (£) = sin (5 — ) = cos (— ) = cos (5) = }

und deshalb auch cos ( ) = 1\[ O

Mittels der Sinus- und Cosinusfunktion definieren wir die trigonometrischen Funktionen

Tangens (tan) und Cotangens (cot):

tan:R\{g+kn\keZ}—>R

x > tan(x) := :102((:;))
cot : R\ {km |k €Z} — R cos(z)
x > cot(x) = sin(z)

cot

-7 —7/2 0
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Aus den Eigenschaften von Sinus und Cosinus erhélt man die folgenden Eigenschaften von

Tangens- und Cotangensfunktion:

1. tan und cot sind stetige, w-periodische, ungerade Funktionen.

2. Es gelten folgende Additionstheoreme:

tan(x + y) = 1t_ari$l)(;—) tir;](f(z/) und  cot(z +y) =

cot(x) - cot(y) — 1
cot(z) + cot(y)

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Da die trigonometrischen Funktionen periodisch sind, existieren keine globalen Umkehr-
funktionen. Es existieren aber Umkehrfunktionen auf jedem Monotoniebereich der trigo-
nometrischen Funktionen. Nach Satz [4.4] sind diese Umkehrfunktionen ebenfalls stetig.

Definition 4.13. Die Umkehrfunktion von sin|[

bezeichnet.

] heif$t Arcussinus und wird mit arcsin

i
22

arcsin : [-1,1] — [ — 7, 5] ist bijektiv, stetig und streng monoton wachsend.

Die Umkehrfunktionen von sin‘[ _— r k € Z , erfiillen nach den Additionstheoremen
-

Btk

(Sinh, ) Yz) = (=1)* - arcsin(z) + k.

5 Akm, 5 k]

Man nennt sie auch die Nebenzweige der Umkehrfunktion von Sinus.

Definition 4.14. Die Umkehrfunktion von COS| g 1 heifst Arcuscosinus und wird mit arccos

bezeichnet.

arccos : [ — 1,1] — [0, 7| ist bijektiv, stetig und streng monoton fallend.

Die Umkehrfunktion von COS| e (k1)) k € Z, ist nach den Additionstheoremen

)"Hz) = (—=1)F - arccos(z) + 2k+1-(=1)" .

(COSI[;W 5

»(k+1)7]

Definition 4.15. Die Umkehrfunktion von tan|(_ heiffit Arcustangens und wird mit

arctan bezeichnet.

T
5:5)

arctan : R — (=73, §) ist bijektiv, stetig und streng monoton wachsend.

Die Umkehrfunktion von tan|_z gr 2 4kn), k € Z, erfillt nach den Additionstheoremen

(tan|(_g+k7r,g+k7r))_1(x) = arctan(z) + k.

Definition 4.16. Die Umkehrfunktion von oty heifst Arcuscotangens und wird mit

arccot bezeichnet.
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arccot : R — (0, 7) ist bijektiv, stetig und streng monoton fallend.

Die Umkehrfunktion von COb o (htym)? k € Z, erfillt nach den Additionstheoremen

(cot‘(kﬂy(kﬂ)ﬂ))*l(x) = arccot(x) + k.

arccos

arctan

coead

4.5.2 Die Hyperbelfunktionen

Unter den Hyperbelfunktionen Sinus hyperbolicus sinh : R — R und Cosinus hyperbo-
licus cosh : R — R versteht man die folgenden reellen Funktionen:

Aus der Reihendarstellung fiir e* folgt

o $2n+1 +IE3+LE5+
E I TR TR

xQn .732 564
(2n)!:1+5+ﬂ+”'

sinh(z) =

(]

n=0 coth

cosh(x) =

NE

n=0

sinh

Wir bilden auch hier die Quotienten beider Funk-

tanh
tionen und erhalten Tangens hyperbolicus

tanh: R — R: oo ° ’ ’

sinh(z) e*® —1

h = =
tanh(z) cosh(z) e +1 N

und Cotangens hyperbolicus coth : R\ {0} — R: N

cosh(z) e** 41
sinh(z) €2 —1

coth(z) :=
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Alle diese Hyperbelfunkionen sind offensichtlich stetig. Durch Einsetzen der Exponen-
tialfunktion in die Definitionen bzw. Betrachtung der Potenzreihen erhélt man folgende

Rechenregeln und Eigenschaften fiir die Hyperbelfunktionen:

1. sinh ist eine bijektive, streng monoton wachsende, ungerade Funktion mit sinh(0) = 0.
2. cosh ist eine gerade Funktion mit cosh(z) > 1 fiir alle x € R. coshjjg_yoo) : [0, +00) —
[1,+00) ist bijektiv und streng monoton wachsend mit cosh(0) = 1.
3. cosh?(z) — sinh?(z) = 1 fiir alle z € R
(Definitionen einsetzen und ausrechnen).

4. Additionstheoreme:

cosh(z + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(z) sinh(y),
sinh(z + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(z) sinh(y),

_ tanh(z) + tanh(y)
tanh(z +y) = 1 + tanh(z) - tanh(y)

Bemerkung:

a) Der Name Hyperbelfunktionen hat folgenden Grund:
So wie die trigonometrischen Funktionen sin und cos die Punkte der Kreislinie
Sti={(z,y) € R? | 22 + y? = 1} beschreiben:

S = {(cos(t),sin(t)) | ¢ € 0,2},

so beschreiben die Hyperbelfunktionen sinh und cosh die Punkte der Hyperbel
Hyp :={(z,y) e R*[2° —y* = L2 > O}:

Hyp = {(cosh(t),sinh(t)) | t € R}.

b) Héngt man ein ideales Seil zwischen zwei Punkten tiber der Erdoberfliche auf, so wird
die entstehende Seilkurve durch die Funktion f(x) = bcosh(ax) beschrieben.

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen

Die Funktion sinh : R — R ist bijektiv und streng monoton wachsend.

Die Funktion cosh : R — R nimmt ihre Werte in [1,400) an, sie ist bijektiv und streng
monoton wachsend von [0, +00) auf [1, +00).

Wir konnen deshalb die Umkehrfunktionen betrachten:

Definition 4.17. Die Umkehrfunktion von sinh : R — R heifst Areasinus hyperbolicus
und wird mit arsinh bezeichnet: arsinh : R — R.

Die Umkehrfunktion von coshy, : [0, +00) — [1,4+00) heifit Areacosinus hyperbolicus

0,400)
und wird mit arcosh bezeichnet: arcosh : [1, +00) — [0, +00).

Die Funktion tanh : R — (—1,1) C R ist bijektiv und streng monoton wachsend. Die
Funktion coth, .« R\{0} — R\[—1,1] ist bijektiv und streng monoton fallend.
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Definition 4.18. Die Umkehrfunktion von tanh heifst Areatangens hyperbolicus :
artanh : (=1,1) — R.

Die Umkehrfunktion von coth heift Areacotangens hyperbolicus :

arcoth : R\ [—1,1] — R\ {0}.

Alle vier Umkehrfunktionen sind wegen Satz [4.4] stetig.

34
artanh

arsinh

arcosh

-3 -2 -1 0 1 2 3

Satz 4.19 Es bestehen die folgenden Beziehungen zwischen den Umkehrfunktionen der

Hyperbelfunktionen und der Logarithmusfunktion.:

arsinh(z) = In(x + vz Vo eR,

arcosh(z) =In(z + vz Vo >1,
1 1

artanh(z) = - In ( JHC) Ve eR mit|z| <1,
2 1—2x
1 1

arcoth(z) = — (m—i— Vo e R mit|z| > 1.
T2 z—1

Beweis. Ubungsaufgabe. a






5

Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

In diesem Kapitel behandeln wir die Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen
Variablen. Die Ideen zur Entwicklung der Differentialrechnung gehen bis ins 17. Jahrhun-
dert zuriick. Sie sind eng verbunden mit dem Versuch, Probleme der Geometrie durch
Einsatz analytischer Methoden zu 16sen (z.B. Bestimmung von Tangenten oder von Figu-
ren und Korpern mit maximalen Fldcheninhalten) sowie mit den Erfordernissen, die die
Behandlung von Problemen aus der Mechanik (Verstédndnis von Geschwindigkeit und Be-
schleunigung sowie von Kraft und Trigheit) an die Mathematik stellte. Fiir einen kurzen
historischen Abrifl empfehle ich das Buch von W.Walter: Analysis I, § 10.

Die Grundidee der Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variable ist das Stu-
dium des lokalen Anderungsverhaltens der Funktion in der Nihe eines Punktes mit Hilfe
der Approximation der Funktion durch lineare Abbildungen (Tangenten) bzw. durch Po-
lynome. Die Eigenschaften dieser linearen bzw. polynomialen Approximation lassen viele

Aussagen tiber das lokale Verhalten der Funktion zu.

Im Abschnitt iiber stetige Funktionen haben wir reelle und komplexe Funktionen gemein-
sam behandelt. Die Definition der Stetigkeit ist in beiden Fallen die gleiche, die grund-
legenden Eigenschaften stetiger Funktionen sind auch fiir beide Falle analog. Bei diffe-
renzierbaren Funktionen ist die Situation grundsatzlich anders: Zwar kann man auch die
Differenzierbarkeit fiir reelle und fiir komplexe Funktionen auf die gleiche Weise definieren,
jedoch haben differenzierbare komplere Funktionen ein grundséatzlich anderes Verhalten
als differenzierbare reelle Funktionen. Deshalb hat sich ein eigenes Gebiet der Mathematik
entwickelt, das sich mit differenzierbaren komplexen Funktionen beschaftigt, die Funk-
tionentheorie. Zu diesem Themengebiet werden Vorlesungen im Wahlpflichtbereich des
Lehramtsstudiums angeboten. Im Rahmen der Grundvorlesung Analysis befassen wir uns

zundchst mit den Eigenschaften reeller differenzierbarer Funktionen.

5.1 Differenzierbare reelle Funktionen: Rechenregeln und Beispiele

In diesem Kapitel bezeichnet I C R ein reelles Intervallll

! Hierbei sind alle Sorten von Intervallen zugelassen, die mehr als einen Punkt enthalten, d.h. offene,

halb-offene, abgeschlossene, beschriankte und unbeschriankte.
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Definition 5.1. Fine Funktion f : I C R — R heifst in xo € I differenzierbar, falls der

Grenzwert

Fao) = Yy o= tim LB F@0) oy ot h})L ~ (o)

dz z—2x0 T — xg h—0

existiert. Dieser Grenzwert heifst Ableitung von f in xq.
Die Funktion f : I C R — R heifit differenzierbar, falls sie in jedem Punkt xzo € 1
differenzierbar ist. In diesem Fall heifit die Funktion

firICR—R

z — f(z)

1. Ableitung von f.

Geometrische Interpretation der Ableitung:

Sekante 9n

// OI zo: w0+ h

Sei f:I C R — R eine differenzierbare reelle Funktion. Dann beschreibt der Differen-
zenquotient M den Anstieg der Sekante g, durch die Punkte Py := (o, f(x0))
und P, := (x¢ + h, f(xo + h)) des Funktionsgraphen I'y. Die Gerade g, wird durch die

Funktion
f(xo + h) — f(z0)
h

Anstieg

Sp(z) = .z + c(h)

beschrieben (d.h. gy, ist der Graph von S},). Die Tangente an die Kurve I'y im Punkt P
ist die Grenzgerade der Sekanten gy fiir h — 0. Ihre Funktionsgleichung lautet daher:

Tyy(a) = lim flzo+ h;)l — f(x0)
= f(z0) -z + ¢(0).

-+ lim ¢(h)
h—0

Da die Tangente die Kurve I'y im Punkt Py beriihrt, gilt Ty, (z0) = f(zo) = f'(x0)zo+c(0).

Damit kann man ¢(0) bestimmen und erhélt als Funktionsgleichung fiir die Tangente
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To(x) = f'(0)(x — x0) + f(0).

Folglich beschreibt die Ableitung f’(zo) den Anstieg der Tangenten an die Kurve I'y im
Punkt Fy.

Satz 5.1 Ist eine Funktion f:I CR — R in zg € I differenzierbar, so ist sie in xg auch
stetig. Jede differenzierbare Funktion f: I CR — R ist somit auf I stetig.

Beweis. Wir benutzen das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit. Sei (x,) eine Folge in I, die

gegen g konvergiert. OBdA. sei x,, # x¢ fiir alle n € N. Dann gilt:
f(n) — f(zo)

In — 0

Fn) — F(0) = (n — 0) ( ) T 0 ) = 0.

Somit konvergert die Bildfolge (f(x,)) gegen f(z¢). Nach dem Folgenkriterium fiir die
Stetigkeit ist f deshalb in zg stetig. O

Bemerkung 1: Es gibt stetige Funktionen, die nicht differenzierbar sind. Z.B. ist die
Betragsfunktion f: R — R, f(z):=|z|, in zo = 0 stetig, aber nicht differenzierbar.

Es gibt sogar stetige Funktionen, die in keinem Punkt differenzierbar sindﬂ

Satz 5.2 (Ableitungsregeln)
Es seien f,g: 1 CR — R Funktionen, die in xg € I differenzierbar sind. Dann gilt:

1. Summenregel:

f+g:1—Ristin g differenzierbar und (f + g)'(zo) = f'(x0) + ¢'(x0)-
2. Produktregel:

f-g:1—Ristin xg differenzierbar und

(f - 9)(x0) = f'(x0) - g(z0) + f(w0) - ¢ (o).

3. Quotientenregel:

g habe auf I keine Nullstelle. Dann ist g : I — R in zg differenzierbar und

<f>l (z0) = f(@o)g(zo) — f(ﬂfo)gl(ﬂ?o)'

g 9%(0)

2 Ein Beispiel kénnen Sie sich im Buch von K. Kénigsberger: Analysis 1, 6. Auflage, Kapitel 9.11, oder
im Buch von O. Deiser: Analysis 1, S. 283, ansehen (Takagi-Funktion).
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(3) =5

Beweis. 1. Die Behauptung folgt durch Limesbildung aus
f(z) +9(x) = (f(z0) +9(x0)) _ f(x) = fz0) | 9(x) — g(wo)

r — X Tr — X0 Tr — X0

Insbesondere gilt auch

2. Die Behauptung folgt auch hier wieder durch Limesbildung aus

L@ 00 _ gy 90 sl SO ),

wobei wir auch die Stetigkeit von f in ¢ benutzen.

3. Die letztere Behauptung folgt durch Limesbildung aus

1 1
(é)(ﬂf) - (%)(»TO) 9@ 9o 9(xo) —g(x) 1 2—z0 , 1
= = : — —g (ﬂ?o) )
T — To T — Tg T — X g9(z)g(xo) 9°(z0)
Mit Hilfe der Produktregel erhélt man dann sofort die Quotientenregel. ad

Satz 5.3 (Kettenregel)
Es seien I, J C R Intervalle, die Funktion g :J — I in xq € J differenzierbar und die
Funktion f: 1 — R in g(xo) differenzierbar. Dann ist die Verknipfung fog:J — R in

xo differenzierbar und es gilt
(fog9)(z0) = f'(g9(x0)) - ¢ (x0).

Beweis. Fur g(z) # g(xp) gilt

(fog)(x) = (fog)(w) _ g(z) —g(z0) [flg(x)) — flg(z0)) ()

T — X0 T — Xo g(x) — g(z0)

Sei (z,,) eine gegen xy konvergente Folge mit x,, # x¢ fiir alle n € N.
1. Fall: Es existiert ein ng € N mit g(z,) # g(xo) fir alle n > ng. Da g in xq stetig ist,
konvergiert die Folge (g(zy)) gegen g(zp) und aus (*) folgt wegen der Differenzierbarkeit

von g in xg und f in g(z):

i 1 9(@n)) = f(g(w0))

n—oo In — 20

= ¢'(z0) - f'(9(x0))-

2. Fall: Es gelte g(x,) = g(xg) fir unendlich viele n € N. Wir betrachten die Teilfolge

(2n,) dieser Folgenglieder von (x,). Da g in z¢ differenzierbar ist, gilt dann

k—o0 Tn, — T0

=0.

Demnach ist

tim £9@E) = FO@0) 06— ) - Flglao).

k—o0 Tny, — L0 k—o0

Unter Benutzung des 1. Falles erhalten wir die erforderliche Konvergenz fiir die gesamte
Folge (zp,). O
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Satz 5.4 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f: I — J eine bijektive Funktion zwischen zwei Intervallen, xg € I und es gelte:

a) Die Funktion f ist in xg differenzierbar und f'(x¢) # 0,
b) Die Umkehrfunktion f=1:J — I istin yo:= f(x0) € J stetig.

Dann ist die Umkehrfunktion f~':J — I in yo differenzierbar und fiir ihre Ableitung

gilt:
1

o))
Beweis. Fiir y € J mit yo # y und z := f~(y) € I gilt:

') —ftw) x—xe 1 ()
Y — Yo - f@) = flag) L)

(f~1) (wo) =

Sei nun (y,) eine Folge in J mit 3, # 3o, die gegen o konvergiert. Da f~! in yq stetig ist,
konvergiert die Folge (z, := f~(yn)) gegen xo9 = f~(y0). Da f in xq differenzierbar ist,
folgt dann mit (**)

f yn) = f M (w0) 1 1

n—o0 Yn — Yo f'(wo)  f'(f~Hyo))

O

Bemerkung 2: Da jede differenzierbare Funktion auch stetig ist, ist die Voraussetzung
b) in Satz notwendig. Ist f in z( differenzierbar, so ist die Voraussetzung f’(zg) # 0
in a) ebenfalls notwendig. Sind némlich f in 2o und f~! in yo = f(x0) differenzierbar, so

gilt wegen f~!o f = Id; nach Kettenregel:

(1 (f(=o)) - f'(zo) =1,

und somit f’(xg) # 0.
Die letzte Bedingung ist fiir die Funktion f : R — R mit f(x) = 23 verletzt. f ist bijektiv
und differenzierbar, es gilt f(0) = 0 und f’(0) = 0. Die inverse Funktion f~1: R — R ist
gegeben durch
Yy falls y > 0,
) = 0 falls y = 0,
— {”/m falls y < 0.
f~list in O stetig, aber nicht differenzierbar. Z.B. existiert bereits der rechtsseitige Grenz-
wert des Differenzenquotienten von f~! fiir y gegen 0% nicht in R, da
fly) - f710) _ w1

= - = Y —: —+00.
Yy Yy Y y—0

Dieses Beispiel zeigt auch, dass die Umkehrfunktion einer nicht differenzierbaren Funktion

durchaus differenzierbar sein kann.
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Ableitungen elementarer Funktionen

1.

Polynome

Seien ag, ay, ..., a, reelle Zahlen und P(x) das Polynom

P(x) := apa™ + ap_12" ' + ... + a1z + ag. Dann ist die Funktion P : R — R
differenzierbar und fiir die Ableitung gilt:

P'(z) = napz" '+ (n — Dap_12" 2 + ...+ 2asx + a;.

Beweis. Wegen der Summen- und Produktregel fiir Ableitungen gentiigt es, die Poly-

nome der Form P(z) := z* fiir k¥ € N zu betrachten. Fiir den Differenzenquotienten

gilt:
A S C ) (P Va2 20+ 2B+ b2 4 xlg_l)
T — I T — o
=zF 1 4 xk72x0 + xki?’x% +...+x- xlg_Q + xlg_l.
Fiir x — zo konvergiert dies gegen k - xlgfl. a

. Die Ezxponentialfunktion

Die Exponentialfunktion exp : R — R, exp(x) := e”, ist differenzierbar und es gilt
exp’ = exp.

Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten eH};L_ew =e”- ehh_ L Nach Ubungs-

aufgabe 32 gilt Ilbirr%) ehT_l = 1. Folglich ist exp differenzierbar und fiir die Ableitung
—
im Punkt x € R gilt

ol 0) = Joy S =

ew-i-h e 6h -1

. Die Logarithmusfunktion

In: Rt — R ist differenzierbar und es gilt In'(z) = 1 fiir alle 2 € R*.

Beweis. Die Logarithmusfunktion In ist die Umkehrfunktion von exp : R — R™. Sie
ist stetig, die Exponentialfunktion exp ist differenzierbar mit exp’ = exp > 0. Somit
sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt und es folgt fiir alle x € R™:

111
exp/(In(z))  el@ 2’

In'(z) =

. Potenzfunktionen und Wurzelfunktionen

Sei a € R eine fixierte reelle Zahl. Wir betrachten die Potenzfunktion p, : Rt — R
mit dem Exponenten a:

a ln(x)~a.

pa(z) :=2%=¢e

pq ist differenzierbar und es gilt p/,(z) = a- 22! fiir alle z € RT.
(Der Spezialfall a = L fiir m € N, m > 2, liefert die Wurzelfunktionen).



5.1 Differenzierbare reelle Funktionen: Rechenregeln und Beispiele 113

Beweis. Nach der Kettenregel (Satz [5.3)) gilt:

1
ph(x) =exp'(In(z)-a)-a-In'(z) =@ . = = .qg=q. 277}
xr -
. Die trigonometrischen Funktionen
sin : R — R und cos : R — R sind differenzierbar und es gilt cos’ = —sin und
sin’ = cos.
Beweis. Aus Ubungsaufgabe 36 wissen wir, dass }lLir% % =1 und ;ILH% % =0.
— —
Aus den Additionstheoremen folgt daher fiir die Differenzenquotienten:
sin(x 4+ h) —sin(z)  sin(z)cos(h) + cos(z) sin(h) — sin(x)
h N h
in(h h)—1
= cos(x) - smh() + sin(z) - cos(h)
h—0
— cos(z)
und
cos(x + h) —cos(x)  cos(x)cos(h) — sin(z)sin(h) — cos(x)
h N h
1 ]
= cos(x) - COS(};L) —sin(z) - sm}Eh)
h—0 .
— —sin(x).
g

. Die Hyperbelfunktionen
sinh : R — R und cosh : R — R sind differenzierbar und es gilt sinh’ = cosh und

cosh’ = sinh.

Beweis. Nach Definition gilt sinh(z) =

Daraus folgt sofort

(e —e®) und cosh(z) = 3 (% +e72).

N[

(sinh)/(z) = %(ex + ™) = cosh(z),
(cosh)'(x) = %(ex — e %) = sinh(z).

. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

arcsin |(_171), arccos|(_1,1), arctan und arccot sind differenzierbar und es gilt:

1 1

arcsin’(z) = ——— arccos’ (r) = ————= fir x € (—1,1)
1 1
arctan’(z) = 1122 arccot/(z) = iz
T x

Beweis. Wir beweisen beispielhaft die Formel fiir arctan:

Die Funktion tan := St . (-2 7

= (—3,5) — R ist nach Quotientenregel differenzierbar und

es gilt
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cos?(x) + sin?(z)
cos?(x)

Die Funktion arctan ist stetig. Wir kdnnen also Satz anwenden und erhalten

tan’(x) = =1+ tan?(z) > 0.

1 1 1
tan’ (arctan(y)) 1+ tan? (arctan(y)) 1+y?

arctan’(y) =

Die hoheren Ableitungen einer Funktion

Wir definieren die héheren Ableitungen induktiv:

Definition 5.2. Sei f : I C R — R differenzierbar und f' : I — R ihre Ableitung. Ist f’

i xg € I differenzierbar, so heifit
d2
Fao) = F wo) = T (o) 1= (7' o)
die 2. Ableitung von f in xg. Ist f’ in jedem Punkt von I differenzierbar, so heifit f 2-mal
differenzierbar und die Funktion
f":I — R
z — f"(z)
die 2. Ableitung von f.
Sei f: I C R — R n-mal differenzierbar (n € N, n > 2) und f™ I — R ihre n-te
Ableitung. Ist f™ in zo € I differenzierbar, so nennt man

F ) = T () 1= (Y (a0)

dxnt1

die (n + 1)-te Ableitung von f in xqg. Ist £ in jedem Punkt von I differenzierbar, so
heifst f (n+ 1)-mal differenzierbar und die Funktion

fo T —R
T — f(n+1)(x)

die (n + 1)-te Ableitung on f.

Definition 5.3. Fine Funktion f : I C R — R heif$it stetig differenzierbar, wenn f diffe-
renzierbar und f': I — R stetig ist. f: I C R — R heifst n—mal stetig differenzierbar, falls
alle Ableitungen fO, f@ . ) existieren und stetig sind.

Eine Funktion f : I C R — R heift glatt, wenn sie beliebig oft differenzierbar ist, das

heift, wenn fir alle n € N die Ableitungen ) existieren (und somit stetig sind).

Bezeichnungen:

CO(I,R) := Vektorraum aller stetigen Funktionen von I nach R

C¥(I,R) := Vektorraum aller k-fach stetig differenzierbaren Funktionen von I nach R,
ke N.

C*(I,R) := Vektorraum aller glatten Funktionen von I nach R.
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Beispiel: Fine differenzierbare, aber nicht stetig differenzierbare Funktion.
Wir betrachten die Funktion f: R — R, defniert durch

z? sin (%) fir x # 0
0 fiir x = 0.

flz) =

Diese Funktion f ist differenzierbar, aber f’ ist in 0 nicht stetig. Um dies einzusehen,

betrachten wir zunéchst x # 0. Dann ist

f(x) =2z - sin (%) + 22 - cos (%) : (—%) = 2z - sin (%) — CoS (i)

Fir den Differenzenquotienten von f in z = 0 gilt

h) — f(0)  h?-sin(+ 1
i )hf(): S;n(h):h_ Sin(ﬁ) =
N——
beschrankt
somit ist f/(0) = 0. Die Funktion f : R —s R ist also differenzierbar. Da cos(2) fiir z — 0
keinen Grenzwert hat, hat auch f’ keinen Grenzwert in # = 0. Somit ist die Ableitung f’

in © = 0 nicht stetig. Insbesondere ist f auch nicht 2—-mal differenzierbar in x = 0.

5.2 Die Mittelwertsatze der Differentialrechnung und Anwendungen

In diesem Abschnitt werden wir die Mittelwertsétze der Differentialrechnung fiir reellwer-
tige differenzierbare Funktionen f : I C R — R beweisen und mit ihrer Hilfe Aussagen
iiber den Kurvenverlauf des durch f definierten Funktionsgraphen

I'y = {(z, f(z) | 2 € I} C R? machen.

Definition 5.4. Sei f: I CR — R.

a) Man sagt: f nimmt in xo € I ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) an, falls

ein € > 0 existiert, so dass

J) < flao) (bew. f(y) > f(x0)) fiir alle y € I mit [y —zo| <c. (%)

b) Falls Gleichheit in (*) nur fir x = xo eintrifft, so heifst das lokale Mazimum (Mini-
mum) isoliert (oder strikt).

c¢) Ein lokales Mazimum oder Minimum nennt man auch lokales Extremum.

Ry

lok. Maximum /\
f(x(]l) /—\ J |
f ($02)

\/ lok. Minimum

a  To, Zo, b R
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Satz 5.5 Sei f: I C R — R. Hat f in x¢ € (a,b) C I ein lokales Mazimum oder lokales

Minimum und ist f in xg differenzierbar, so gilt f'(xg) = 0.
Beweis. Sei f(x¢) ein lokales Maximum von f. Dann existiert ein € > 0, so dass
fiir alle x > xp mit |z — x| <e  und
[@=J@o) > g fiir alle 2 < zy mit |z — xo| < e.
Fiir die einseitigen Grenzwerte folgt daraus:
f(x) = f(@o)

lim @) = f(zo) <0, und lim —————~ > 0. (%)
ac—)aca' T — o T—T) T — X
f(z)=f(zo)
T—x0

Da der Grenzwert f'(zp) = lim nach Voraussetzung existiert, muss gelten

fwg) = tim LB =S@) oy S@) = F(@o)
:B—):Ea— T — X0 a—zg T — T
Aus (*) folgt dann f'(x¢) = 0. ]

Aus f'(x¢) = 0 folgt im Allgemeinen nicht, dass f in x ein lokales Maximum oder Mi-
nimum hat. Wir betrachten zum Beispiel f(x) = 23. Dann ist f/(0) = 0, aber 0 ist kein
lokaler Extremwert von f. Zu beachten ist auflerdem, dass die Aussage von Satz nicht
fiir die Randpunkte des Definitionsbereiches I von f gilt.

Satz 5.6 (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Wei-
terhin gelte f(a) = f(b). Dann existiert ein Punkt xo € (a,b) mit f'(x¢) = 0.

Beweis. Ist f konstant auf [a,b], so ist die Behauptung trivial. Ist f nicht konstant, so

existiert ein 1 € (a,b), so dass

f(x1) > fla) = f(b)  oder  f(z1) < f(a) = f(b).
Sei f(xz1) > f(a) = f(b). Da f : [a,b] — R stetig und [a, b] kompakt ist, nimmt f auf [a, b]

ein globales Maximum in einem Punkt zy € [a,b] an. Das Maximum wird wegen obiger
Annahme nicht auf den Randpunkten von [a, b] angenommen, d.h. zog € (a,b). Aus Satz
folgt dann f’(x¢) = 0. Der Beweis fiir den Fall f(z1) < f(a) = f(b) verlduft analog

mit Hilfe des globalen Minimums. ad

Satz 5.7 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz von Cauchy)
Seien f, g : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein £ € (a,b)
mit
(f(0) = f(a)) - g'(§) = (9(b) — g(a)) - £'(E). (%)
Ist ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b), so gilt auch g(a) # g(b), d.h. (%) ist dquivalent zu

f) = fla) _ (&)
g(b) —gla) g€
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Beweis. Die 2. Behauptung folgt aus dem Satz von Rolle. Zum Beweis der ersten Behaup-

tung betrachten wir die Funktion ¢ : [a,b] — R:

Satz 5.8 (Mittelwertsatz von Lagrange)
Sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein § € (a,b), so dass

f) = fla) _
T v —a J(©). R
Beweis. Folgt aus Satz mit g(z) :==2z. O

Geometrisch besagt dieser Mittelwertsatz, dass
ein £ € (a,b) existiert, so dass der Anstieg der
Tangente in (&, f(§)) gleich dem Anstieg der Se-
kante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) ist. a £ b

=y

Als erste Anwendung des Mittelwertsatzes erhalten wir

Satz 5.9 Jede differenzierbare Funktion f : I C R — R mit beschrinkter Ableitung ist
lipschitzstetig. Insbesondere ist jede stetig differenzierbare Funktion f : [a,b]) C R — R
lipschitzstetig.

Beweis. Sei f : I — R differenzierbar mit beschrénkter Ableitung. Dann existiert eine
Konstante C' € Rt mit |f'(z)| < C fiir alle z € I. Seien z1,79 € I mit x; < 9. Dann
folgt aus dem Mittelwertsatz dass ein & € (x1,x2) existiert, so dass

|f(z2) = flz)| = |F(E)] - |z2 — 21| < O - |wg — 21].

Dies aber bedeutet, dass f lipschitzstetig mit der Lipschitz-Konstanten C' ist. Sei nun
f i a,b] — R stetig differenzierbar. Dann ist f’ stetig. Da [a, b] kompakt ist, nimmt f" auf

[a,b] ein Maximum an, d.h. f’ ist beschrankt. 0

Wir werden den Mittelwertsatz von Lagrange jetzt anwenden, um Aussagen iiber den
Kurvenverlauf des durch f : I C R — R definierten Graphen I" = I'y C R? zu machen.
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Satz 5.10 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktiorﬂ. Dann gilt:

Ist f'(z) > 0 fiir alle z € (a,b), so ist f monoton wachsend.

(x) (a,b)
Ist f'(x) > 0 fiir alle z € (a,b), so ist [ streng monoton wachsend.
Ist f'(x) <0 fiir alle z € (a,b), so ist f monoton fallend.
Ist f'(x) <0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton fallend.

Ist f" =0 auf (a,b), so ist f konstant.

St o =

Beweis. Seien 1,22 € (a,b) und x1 < x2. Wir wenden den Mittelwertsatz von Lagrange

auf fliy, 2, an. Nach diesem Satz existiert ein £ € (21, 22), so dass

PO (Y]

T2 — I

Da x5 — x1 > 0, folgen die Behauptungen. a

Satz 5.11 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion, die in xg € (a,b) zweimal

differenzierbar ist. Es gelte

1. f'(z0)=0 und
2. f"(x0) <0 (bzw. f"(z¢) >0).

Dann hat f in xq ein isoliertes lokales Maximum (bzw. Minimum,).

Beweis. Wir beweisen nur den Fall f”(zg) < 0. Der Beweis fir f”(zg) > 0 verlauft analog.

Aus , ,
f//(x(]) — lim f(fl')—f(.fv()) <

T—T0 T — X0

0

folgt, dass ein § > 0 existiert, so dass

J'@) = o) _

T — X0

0
fir alle z € (a,b) mit 0 < |z — zg| < d. Da f/(xg) = 0, erhélt man

f(z) <0, fiir alle x > ¢ mit z — z9 < & und

f(z) >0, fiir alle z < x¢ mit g — z < 4.

Nach Satz ist daher f|(;,—sq,) Streng monoton wachsend, wéihrend f|(, z,+5) Streng

monoton fallend ist. Somit hat f in x( ein isoliertes lokales Maximum. a

Definition 5.5. Eine Funktion f : (a,b) — R heifst
o konver, falls fir alle x1,x2 € (a,b) und X € (0,1) gilt:

FOAz1 + (1= Nag) < Af(z1) + (1= N) f(x2).

3 Sofern nichts anderes gesagt wird, lassen wir im Folgenden bei offenen Intervallen (a,b) auch a,b € {£oo}

zu.
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o konkav, falls fir alle 1,22 € (a,b) und X € (0,1) gilt:
FOr1 + (1= N)wa) > Af(21) + (1= A) f(2).

Ist f konvex, so liegt der Graph von f, I't := {(z, f(z)) | z € (a,b)} C R? fiir beliebige
x1,x2 € (a,b) unterhalb der Geraden durch (x1, f(x1)) und (x2, f(x2)). Ist f konkav, so
liegt der Graph Iy fiir beliebige x1,22 € (a,b) oberhalb der Geraden durch (z1, f(x1))

und (z2, f(x2)).

f ist konkav f ist konvex
R (Rechtskrimmung) R (Linkskrimmung)
fa2) +
flx2) +
Flan) o | flay) o |
I I . I I >
T ) R x1 x2 R

Satz 5.12 Sei f : (a,b) = R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

1. f ist genau dann konvex, wenn f"(x) >0 fir alle x € (a,b).

2. f ist genau dann konkav, wenn f"(x) <0 fir alle x € (a,b).

Beweis. Wir zeigen nur die erste Behauptung. Der Beweis der zweiten Behauptung wird
analog gefiihrt.

(<) Sei f”(z) > 0 fiir alle = € (a,b). Nach Satz[5.10]ist f’ auf (a,b) monoton wachsend.
Seien x1,x9 € (a,b), 1 < x2 und A € (0,1). Wir setzen x := Az1 + (1 — \)ze. Dann ist

x1 < ¢ < x9. Nach dem Mittelwertsatz existieren ein & € (z1,2) und ein & € (z,x2), so

f(z) — f(x1) _ f/(fl) < f/(52) _ fxa) — f(l')

xr— I T2 —&

dass

Daz—x; = (1= X)(z2 — 1) und x9 — x = A(z2 — 1), erhalten wir

flx) = fla1) _ flz2) = f(2)
1—X - A '

Daraus folgt
f(@) < Af(z1) + (1= A) f(22).

Somit ist f konvex.
(=) Sei f konvex. Wir nehmen an, dass ein zy € (a,b) existiert mit f”(z¢) < 0. Sei
¢:= f'(xp) und ¢ : (a,b) — R die Funktion ¢(z) := f(z) — ¢(x — ). Dann ist ¢ zweimal
differenzierbar und es gilt ¢’(z9) = 0 und ¢”(xo) < 0. Nach Satz hat ¢ daher in z
ein isoliertes lokales Maximum, das heifit, es existiert ein A > 0 mit [xg—h, x9+h] C (a,b),
so dass p(zg — h) < p(zg) und (g + h) < p(zp). Deshalb gilt
1 1

F(wo) = p(z0) > 5 (p(z0 = h) + p(wo + h)) = 5 (f(zo — h) + f(zo + h)).

Mit A = %, x1 =x9 — h und x5 = o + h folgt, dass f nicht konvex ist.
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Definition 5.6. Sei f : (a,b) — R eine stetige Funktion. Der Punkt xo € (a,b) heifit
Wendepunkt von f, wenn ein Intervall (xg —e,xo+¢€) C (a,b) existiert, so dass entweder

Flizo—e,wo) Fonkav und f|(y) 2o+c) konvex ist oder Umgekehrtes gilt.

Satz 5.13 Sei f : (a,b) C R — R zweimal stetig differenzierbar. Ist xy € (a,b) ein
Wendepunkt von f, so gilt f"(xg) = 0.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz ad

Abschlieend beweisen wir mit Hilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes von Cauchy
die Regeln von L’Hospital. Diese Regeln liefern ein einfaches Verfahren, Grenzwerte von

Briichen zweier Funktionen zu bestimmen, wenn bei Limesbildung Ausdriicke der Form 8

oder % auftreten.

Satz 5.14 (Die Regeln von L’Hospital)
Seien f,q: (a,b) = R differenzierbare Funktionen mit den folgenden FEigenschaften:

a) lim f(z)= lim g(z) € {0,+o0},
z—at z—at
b) ¢ (x) #0 fir alle und x € (a,b),
¢) FEs existiert lim ng(x) =c € R U {#c0}.

z—a™t ()

s

/(@) 1) .

o ) S @) e @)
Dann ezistiert auch xligh 5@ € RU {*oo} und es gilt xlﬂii @) = :cligh e

Entsprechendes gilt fir x — b~.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir den Fall z — a™ € R mit a € R. Die Behauptung
fir x — b~ mit b € R wird analog gefiihrt. Die Aussage fiir + — 400 erhélt man durch
Substitution x := % aus der Aussage fiir y — 07. die Aussage fiir x — —oo durch
Substitution aus derjenigen fir y — 0.
1. Fall:  lim f(x) = lim g(x)=0.

z—at z—at
Wir setzen f und g in a durch f(a) := g(a) := 0 fort. Dann sind f, g : [a,b) — R stetig.
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz gibt es zu jedem z € (a,b) ein
&(z) € (a,z), so dass

f@) = fla) _ f(x) _ f'(¢(=))
g(x) —gla) glx) gE@)

x — at impliziert £(x) — a™, woraus sich die Behauptung ergibt.

2. Fall:  lim f(x)= lim g(x) =400 und lim @ _ceRr.
z—at z—at

z—at 9'(x)
Zu € > 0 wahlen wir ein > 0, so dass

f'(@) ’ £ L
—cl <= furalleté€ (a,a+56).
g'(t) ( )

2
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt dann fiir beliebige Punkte z,y € (a,a+0)
mit x # y:
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‘f(ﬂf)—f(y) _ C‘ <&
—9(y) 2
Durch Ausmultiplizieren priift man folgende Formel nach:

f@) _ f@) - fly) 158 .
g(x)  g(x)—g(y) _%’

Da f(x) und g(z) fir z — a' gegen +oo streben, konvergiert der 2. Faktor auf der
rechten Seite von (x) fiir # — a* gegen 1. Insbesondere gibt es ein §* > 0, so dass fiir alle
x € (a,a+ %) gilt:

fle) fl@) = fy)| _e

‘ 9(z) —9(y) ‘ )

Fiir z € (a,a + min{d, §*}) ergibt sich mit der Dreiecks-Ungleichung:
f(@) ‘ ‘f :E)—f(y)lJr‘f(ﬂf)—f(y)
g() () —g(y 9(x) = g(y)

—c| <e.

Dies zeigt die Behauptung im 2. Fall.

T—r c—at 9@
g'(x) 9(z)

Dann gllt hm f’ @) = 0 und aus dem 2. Fall folgt sofort lim ﬁ = 0. Nach Vorausetzung
lim

z—at z—at
fl@) _

7) “+o00.

sind f und g in einer Umgebung von a positiv. Folglich gilt
T—r

4. Fall: lim f(z) = lim g(r) = 400 und hm f@) _
r—at r—at g'(x) —
Dieser Fall kann nicht auftreten, da sonst f oder g in einer Umgebung von a monoton

fallend waren und somit nicht gegen 400 konvergieren wiirden. ad

Mit Hilfe der Regeln von L’Hospital kénnen wir Grenzwerte von Funktionen und damit
auch von Folgen in vielen Fallen leichter ausrechnen, als es mit den Methoden der vorigen

Kapitel moglich war.

Beispiele:
lim In(z)-x 1 In(z) , lim e

1. lim z*¥ = lim eln(x)’m — e =0t @ — e x0T 1w e z—0t 1/a?

z—0t z—07t

— lim =z
—e¢ a0t =¢0 =1,
2. Fir jede positive reelle Zahl « gilt:
. In(x
lim ( ) = lim — = lim =0,
r—o00 & =00 1 - a1 r—o00 %
er e* ex
lim — = lim =...= lim = 400
z—ro0 ¢ w00 a1 oo afa — 1) ...+ (a—[a] — 1) - o (lal+1) ’

wobei [a] die grofite ganze Zahl k mit k£ < « bezeichnet.

1
. 1 . lim
3. lim zz = lim eln(”") z =ewre = =l =1,
Tr—r00 Tr—r0o0
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4. lim P00 _ gy TE g

z—0 z z—0
. In(l+4x)
. 1 . (4o lim nte)
5. lim(1+2)r =lime = =e—0 * =el=e¢.
z—0 z—0
T _ T
6. lim =1 = lim &=
z—0 T —0
. l . 1 A
7. lim(cos x)% — lim o3 Ineos2) — ooy M) _ e tmone) 0
z—0 z—0
8. lim 32 — Jim cos(z) = 1
z—0 T z—0

5.3 Differenzierbarkeit von Potenzreihen

n

Jedes reelle Polynom P(x) = Y ag(x — x0)* ist differenzierbar mit der Ableitung

n
P'(z) = Y kap(z—z0)* " fiir alle z € R. Wir verallgemeinern dies jetzt auf Potenzreihen.

o0

Satz 5.15 Sei P(z) := Y. ap(x — x20)* eine reelld| Potenzreihe mit positivem Konver-
k=0

genzradius R > 0. Dann ist die Funktion P : (xqg— R,z + R) = R mit

) = Zak(ﬂﬁ — 2)"
k=0

differenzierbar und fir die Ableitung P’ : (zg — R,z9 + R) — R gilt
'(x) = Z kag(z — z0)F L.
k=1

oo
Beweis. Wir betrachten die Potenzreihe Q(z) := 3 kag(x — 20)* L.
k=1
1. Zunéchst iiberlegen wir uns, dass der Konvergenzradius R¢g von @Q(x) ebenfalls R ist:

Q(x) hat den gleichen Konvergenzradius wie die Potenzreihe Q(z) := 3 kay(z — x0)¥ .
k=1

Da limsup W = lim sup W , stimmen die Konvergenzradien von Q(:):) und P(z)
ﬁbere];; (Egiehe Satz ?Xlso gilt Rg = R.

2. Wir zeigen nun, dass P differenzierbar ist mit P’(x ) = Q(x) fiir allex € (;L‘o R, z0+R).
Wir setzen py(z) := ag(x — 2¢)*. Dann gilt P(x) = Z pr(z) und Q(x) = Z P(z).

Sei € € Ig(xp) := (xo— R, zo+R) fixiert und € > 0, so dass J-(&) :=[—¢ §+5] C IR(xo)
Die Polynome py, sind auf J.(£) stetig differenzierbar, also lipschitzstetig (siehe Satz[5.9)),
d.h. es gilt fiir alle z € J.(&):

k() — pr()|
|z —¢]

1 d.h. zo € R,ap,a1,... € R.

< Ly, :=max { [pp(y)| | y € J-(€) } = [pr(n)],
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wobei n € J.(§). Da Q(x) auf Ir(xg) absolut konvergent ist, konvergiert die Reihe
o0

> P ()] = >° Ly und es gilt
k=0 k=0

Y@ <@ <> <o Ve e (o).
k=0 k=1 k=0

Folglich existiert ein ng € N, so dass

Z Ly <5 und Z ()| < § Va e J(6).
k=ng+1 k=no+1

Wir konnen jetzt den Differenzenquotienten fiir P abschitzen:

P(z) - P(§) = (pe)r) — (6
e Q| = 3 (M= ko
1o o] e’}
pr(2) — pr(§
N R (G| D DIF R S 1G]
k=0 k=no+1 k=no+1
Die letzten beiden Summanden sind jeweils kleiner als 5. Da pp(&) = limE %:gk(&)?
T—r

existiert ein 6 > 0, so dass der 1. Summand ebenfalls kleiner als £ ist fiir alle x € I5(&).

3
Folglich gilt

P20 qe| <= vaen
und somit Q(¢) = lim =) — P'(¢). Da ¢ beliebig war, folgt P’ = Q. O

z—E

Insbesondere folgt aus dem letzten Satz, dass jede Potenzreihe auf ihrem Konvergenzin-

tervall auch stetig ist:

oo
Folgerung 5.1 Sei P(x) := Y ar(z — 20)* eine reelle Potenzreihe mit positivem Kon-

vergenzradius R > 0. Dann ist die durch die Potenzreihe definierte Funktion
P:(xog— R,z0+ R) — R stetig. 0

Fiir reelle Potenzreihen kénnen wir eine zuséatzliche Feststellung iiber das Verhalten der

Potenzreihe in den Randpunkten des Konvergenzintervalls machen.

Satz 5.16 (Abelscher Grenzwertsatz)
oo

Sei P(x) = 3 ap(x—x0)F eine reelle Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R > 0.
k=0

1. Ist P(zo + R) konvergent, so ist Pl(y,—pwo+r) i To + R stetig, d.h. es gilt
o0

lim  P(x) = P(zo+R) = Y. apRF.
z—(zo+R)~ k=0

2. Ist P(xo — R) konvergent, so ist Pllzo—Razo+R) i To — R stetig, d.h. es gilt
lim " P(z) = P(xg — R) = > (—1)ka,R*.

z—(zo—R k=0
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Beweis. Wir beweisen die erste Behauptungﬂ. Der Beweis der zweiten Behauptung erfolgt
m

analog. Nach Voraussetzung konvergiert die Folge der Partialsummen s, = > a,RF gegen
k=0

s = P(xg + R). Wir miissen zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass

|P(z) —s| <e fur alle = € (xg — R,20 + R) mit zp+ R—x <4 .

Wir setzen y := x —xg. Aus den Eigenschaften der geometrischen Reihe und dem Cauchy—

Produkt von Reihen folgt fiir alle y mit |y| < R:

o0

Py +x0) = apy

k=0 k=0
abs. konv.  abs. konv.
DS )
m=0 =0
SRS )

AuBerdem gilt

Folglich ist fir |y| < R

Ply+w0) — s = (1—%) i(sm—s) (%)m
m=0

Sei nun € > 0 gegeben. Da (s,,) gegen s konvergiert, existiert ein mp € N mit

|5m—8|<§ Vm > my.
mo—1
Wir setzen M := 3 |sp, —s| und 0 := min{R, &} . Fiir |y| < Rmit R —y < J gilt
m=0
y 0
0<l—5 <.
R R

Wegen § < R gilt aulerdem y > 0. Daraus folgt

5 Den Beweis dieses Satzes haben wir in der Vorlesung nicht gefiihrt.
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mo—1 m
IP(y+0) = 5| < (1= %) - (Z s =5l (%) + Y Jsm—sl- (%) )
m=0 m=mg
B S s+ (1-1)5 3 (4
R " R/ 2 & R
m=0 m=mg
4] €
<. M4+=
R + 2
-2 2 '
Somit ist die Funktion P im Punkt xg + R stetig. ad

Fiir Potenzreihen gilt sogar mehr. Sie sind immer unendlich oft differenzierbar.

o0

Satz 5.17 Sei P(x):= Y. ap(z—m0)* eine reelle Potenzreihe mit positivem Konvergenz-
k=0

radius R > 0. Dann ist die Funktion P : (zo—R,xzo+R) — R unendlich oft differenzierbar

und es gilt ap = M d.h.

< plk) (5
P(z) = Z Pk([O)<x — z0)k.
k=0

Beweis. Nach Satz ist P auf dem Konvergenzintervall Ir(zo) := (29 — R, 20 + R)

differenzierbar und es gilt
"(z) = Z kag(z — x0)F ! V€ Ig(xo).

P und P’ haben den gleichen Konvergenzradius. Wir konnen deshalb P’ erneut ableiten

und erhalten P” mit

0o
P// Zk —1 ak l‘—fL‘o)k 2 VIEIR(.T()).
k=2

Induktiv erhalten wir fiir jedes n € N: P ist n-mal differenzierbar und fiir die n-te
Ableitung gilt:

=Y k(k=1)...(k—(n—1D)ar(z —20)*"  Va € Ig(xo).

p()( 0)

Fir das Zentrum xy der Potenzreihe folgt pm (x9) = nlay, also a, = fur alle

n € N. O

Folgerung 5.2 (Identltatssatz fiir Potenzrelhen)

Es seien P(x) = Z ap(z—x0)* und Q(z) = Z br(z —x0)* 2wei reelle Potenzreihen mit
k=0

dem gleichen Zentrum xo und positivem Konvergenzmdzus Rp bzw. Rg.

Gibt es kleines offenes Intervall I.(z0) C Irp(20) Ry (70) um o, auf dem die Funktionen
P und Q dbereinstimmen, dann gilt ax = by, fir alle k € Ng, d.h. P = Q. O
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Anwendung: Berechnung von .
Als Anwendung berechnen wir die Zahl 7. Dazu betrachten wir die Funktion
arctan : R — (=%, %). Wegen tan (§) = 1 ist arctan(1) = . Wir zeigen nun, dass man

die Funktion arctan auf [—1,1] als eine Potenzreihe darstellen kann.

o0

arctanz = » (—1)
k=0

k $2k+1

St fralle [z < 1.

Beweis. Die Funktion arctan ist differenzierbar und es gilt arctan’(z) = w%ﬂ Aus den
2)k _ _1
T 1422

o0
Eigenschaften der geometrischen Reihe erhélt man andererseits ) (—z
k=0

oo
€ (—1,1). Folglich gilt arctan’(z) = 3 (—1)*2?* fiir alle z € (—1,1).
k=0

fir alle

Wir betrachten die Potenzreihe

Der Konvergenzradius von @ ist 1 und es gilt

Q) =) (~1)ka? fiir alle € (—1,1).
k=0

Folglich ist arctan’(z) = Q'(x) fur alle x € (—1,1). Da Q(0) = arctan(0) = 0, erhalten wir

arctan(z) = Q(z) fiir alle x € (—1,1) und somit

.752k+1

arctan(x) = Z(—l)ka 1

k=0

fur alle |z| < 1.

Es bleibt, die Randpunkte z = +1 des Konvergenzintervalls zu untersuchen. Nach dem

oo
Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen ist die Reihe Q(1) = > (—1)]‘3% konvergent.
k=0

AuBlerdem gilt Q(—1) = —Q(1). Nach dem Abelschen Grenzwertsatz ist damit (@ in
x = +1 stetig und

+1) = i = i t = arctan(%1).
Q(£1) x;rinlIQ(x) Iﬁlﬂxarcan(:c) arctan(+£1)

Wir erhalten zusammenfassend

o0 p2k+1
arctan x = kzo(—l)ka 1 fiir alle |x| < 1. ]

Da 7 = arctan(1), gilt fiir 7 die Leibnizformel

[e.o]
=1-3z+ .= Y (-)rgs

ol
Y=
=

s
4
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Diese Reihe konvergiert sehr langsam gegen 7. Man bendtigt etwa 1000 Summanden,
um 7 auf 3 Stellen genau zu erhalten. Wesentlich schneller konvergente Reihen mit dem
Grenzwert 7 erhélt man durch den folgenden Trick:

Durch Umkehrung der Additionstheoreme folgt fiir = -y # 1

arctan(z) + arctan(y) = arctan <11‘+y) :
— :L' . y

Wir setzen in diese Gleichung spezielle Werte fiir  und y ein und erhalten:

2 arctan (%) = arctan (%) (x=y= %)’
2arctan (33) = arctan (139) (r=y=13),
arctan(1) + arctan (g35) = arctan (%) (z=1y= 2:139)
Daraus folgt
% = arctan(l) = 4-arctan § — arctan 555 (%)
R G Vi <1)2’““ ERSNC (1>2’““ | o)
242k +1\5 £ 2k +1 \ 239

Die Formel findet man auch unter dem Namen Machinsche Formel. Der englische
Astronom John Machin (1680-1751) hat diese Formel 1706 gefunden und mit ihrer Hilfe
die erstenOgOO Nachkommastellen von 7 berechnet.

Ist s = > (—1)*a; eine alternierende Reihe mit monoton fallender Nullfolge positiver
k=0
reeller Zahlen (ag), so kann man den Fehler bei der Ndherungsrechnung nach Satz

folgendermafien abschétzen:

n

‘3 — Z(—l)kak’ < apy1-

k=0

Fiir den Fehler F; bei Addition von 8 Reihengliedern der ersten Reihe in gilt
4

<=

=T

=asg

e <4-1071

Fiir den Fehler F5 bei Addition von 2 Reihengliedern der zweiten Reihe in @ gilt

Fy<i-gs <3-10717
N——
az
Wir erhalten also bereits durch die Addition sehr weniger Reihenglieder in eine sehr

gute Niherung von 7, die weniger als 3 - 107!? vom wahren Wert abweicht. Die Addition

dieser ersten Reihenglieder ergibt z.B. fiir die ersten 10 Nachkommastellen von 7:

7 = 3.1415926535 + Rest, |Rest| < 107,
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5.4 Taylorpolynome und Extremwertprobleme

Fiir eine in zg € I differenzierbare Funktion f : I — R existiert die Tangente an den

Graphen I'y von f im Punkt Py = (xo, f(x0)). Sie wird durch die Funktionsgleichung

Ti(f, zo)(x) := f(xo) + f'(w0)(z — x0), =z €R,

beschrieben. Die Funktion 77 (f, ) kann man als lineare Approximation von f in der Ndhe
von xg verstehen. Je starker der Funktionsgraph I'y in Py gekriimmt ist, desto schlechter
ist diese lineare Approximation. Bessere Approximationen erhélt man, wenn man statt

linearer Funktionen Polynome benutzt.

Definition 5.7. Sei f : I — R in xg € I n—mal differenzierbar. Dann heifit

"R (g
To(f,m0)(x) = fk(!O)(g; — z)k
k=0
e (n) T
= f(zo) + f'(z0)(xz — z0) + ;! 0 (x —x0)> 4 ...+ fn('o)(x — x0)"

das n—te Taylorpolynom von f in xg.

Das Taylorpolynom fiir n = 1 ist gerade die Tangentenfunktion 7} (f, zo)(x).
Ist f"(zo) # 0, so beschreibt das Taylorpolynom fiir n = 2 eine Parabel, die sogenannte

Schmiegparabel an den Funktionsgraphen von f im Punkt (xo, f(xo)):

To(f,20)(@) = f(z0) + ' (20) & — o) + 3 " (@) (& — w0)°.

Ti(sin, 0)
Die Approximation von sin durch

Taylorpolynome nahe zg = 0:

Ty (sin, 0
s(in-0) T\ (sin, 0) () = «
4 T3(sin, 0)(x) = x — %x?’
T3(sin, 0) . _ 1,.3 1.5
T5(sin, 0)(z) = x — gz + 552"

Wir untersuchen jetzt, wie gut das n-te Taylorpolynom T, (f,z¢) die Funktion f in der

Nahe von xy approximiert.

Definition 5.8. Sei f : [ — R in z¢ € I n—-mal differenzierbar. Dann heifst R, (f,zo) mit

Ry (fswo)(@) = f(x) = T(f,20)(x), xel,

das n-te Restglied von f in xg.
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Das n-te Restglied R, (f,xo) beschreibt den Fehler, den wir bei der Approximation von

f durch das n-te Taylorpolynom machen. Wir wollen jetzt Aussagen iiber die Grofle die-

ses Fehlers machen. Fiir konkrete Abschiatzungen des Fehlers R, (f,zo) interessieren uns

explizite Formeln fiir das Restglied R, (f, zo).

Satz 5.18 (Explizite Formeln fiir das Restglied)

Sei f: I — R (n+1)-mal differenzierbar und R, (f,x0) := f—T,(f,x0) das n—te Restglied

von f in xg € I. Dann existiert fir jedes x € I ein & € I zwischen xg und x sowie eine

Zahl 0 € (0,1), so dass gilt:

FE)

Lagrange-Form,
Rn(f,wo)(x) = 7 (v —x i
(fszo)(z) (n+1)! ( 0) des Restgliedes

(n+1) O(x —
— f (330 + (1: LL‘())) (1 . a)n($ _ xo)?’LJrl .
n! des Restgliedes

Cauchy-Form

R (f, o) (x)

(¢ und 0 hdngen von x ab!!)

Eine weitere Darstellung fiir das Restglied R, (f, o), die Integraldarstellung, werden wir

in Kapitel 6 kennenlernen.

Beweis. Sei x € I ein fixierter Punkt mit x # zo.

1. Wir zeigen die Cauchy-Form fiir das Restglied.
Wir betrachten dazu die differenzierbare Funktion g : I — R mit

9(y) = (=) = Tu(f,y)().

n (k)
g - (S LW y)k>
k=0
n o p(k+1) n (k)
:_Zf o (y)(l,_y)k + Zf k!(y)k(z:—y)k_l
k=0 k=1
- n!y)nf " (y)

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert ein 6 € (0,1), so dass
=y

— N —
g(x) — g(x0) = ¢ (w0 + O(x — x0)) - (z — o)

- (x . xo)n;-!l(l — H)nf(n.:,_l)(xo + 9(1‘ — -TO))

Folglich ist

£ (20 + 0(x — 20))
n!

R (f, mo0)(2) = —(9(z) — g(20)) = (1= 0)"(x — @)™ .

Dies ist die Cauchy-Form des Restgliedes.
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2. Wir zeigen die Lagrange-Form fiir das Restglied.
Wir betrachten dazu zusatzlich die differenzierbare Funktion h : I — R, definiert durch
h(y) := (z — y)"*. Dann gilt h(z) =0, h(zo) = (z — 29)" ! und

W(y) =—(n+1)(x—y)"
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert ein & zwischen zg und z, so dass
(9(z) = g(=0)) - h'(€) = (A(x) — h(z0)) - g'(€).

Durch Einsetzen von R, (f,xo)(x) = —(g(x) — g(x0)) folgt

Ralf,20)(@) - (0 + )(a — &) = (& — o)1 E =L gl )

n!

und somit

A3 n+1
R (f,x0)(z) = m(x — )"
Dies ist die Lagrange-Form des Restgliedes. ad
Die Formel

f(2) = Talf,20) () + Lot (@ — o)™+

heifit Taylorformel fir f im Punkt xo. (Dabei konnte fiir das Restglied auch jede andere
konkrete Darstellung stehen). Fiir viele Anwendungen reicht auch die folgende qualitative

Beschreibung des Restgliedes:

Satz 5.19 (Qualitative Taylorformel)
Sei f: I — R n-mal stetig differenzierbar und xo € I. Dann gilt:

f@) = Tu(f,x0)(x) + (& — 20)" - r(2), (%)
—_—
=R (f,z0)(2)

wobei r : I — R eine stetige Funktion mit r(xg) = 0 ist. Insbesondere gilt

lim Rn(f, xo)(x)

z—zy (T — :L'())” =0,

d.h. das Restglied strebt fir x — xy schneller gegen Null als (x — x¢)™.

Beweis. Fiir © # xg definieren wir

_ Rulf,20)(@)

(a; — 1’0)"

r(z):

Dann ist 7 : I\ {zo} — R stetig. Um das Verhalten von r fiir x — xg zu bestimmen, be-
nutzen wir die Lagrange-Form des Restgliedes R,,—1(f,zo)(x): Es existiert ein £ zwischen

xo und z, so dass
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F(@) = Tu(f, 20) ()
(x — o)™
F(x) = T (f 0) () — L7420 (g — )

(z — x0)™

= () ~ FPa0).

r(z) =

Fiir  — xo gilt auch &€ — xo. Da f(" stetig ist, folgt lim r(x) = 0. r ist also durch 0

T—T0

stetig in xg fortsetzbar und es gilt (*). 0

Folgerung 5.3 Sei f : I — R eine n-mal differenzierbare Funktion und f™ () =0 fir

alle x € I. Dann ist f ein Polynom vom Grad <n — 1.

Beweis. Wir fixieren ein 2y € I und benutzen die Taylorformel fiir n — 1 mit der Lagrange-

Form des Restgliedes:
ARG

n!

f(@) =T (f, m0) () +

(x — x0)"™.

Dabei ist & eine geeignete Zahl zwischen zy und z. Da nach Voraussetzung f(™(¢) = 0,
stimmt f auf I mit dem Taylorpolynom T,,_1(f, zo) tiberein. Dieses hat den Grad < n —1.
g

Anwendung der Taylorformel auf Extremwertprobleme

Als weitere Anwendung der Taylorformel betrachten wir nochmal Extremwert-Probleme.
Zunachst beweisen wir ein weiteres notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen

Extremwertes:

Satz 5.20 (Notwendige Bedingung fiir einen lokalen Extremwert)
Sei f: (a,b) — R 2-mal stetig differenzierbar. Hat f in xo € (a,b) ein lokales Mazimum

(bzw. lokales Minumum), dann gilt:

a) f'(xo) =0 und
b) f"(x0) <0 (baw. f"(z0) > 0).

Beweis. Die erste Bedingung kennen wir bereits aus Satz Fiir den Beweis der 2.

Bedingung betrachten wir die qualitative Taylorformel fiir n = 2:
F(@) = f@o) + f'(xo)(z — x0) + 3" (wo) (& — 0)* + (& — x0)*r (),

mit lim r(z) = 0. Da f'(z0) = 0, gilt

f(@) = f(zo) = (3" (wo) +7(2)) (2 — 0)*.

Besitzt f in xg ein lokales Maximum, so folgt
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5f" (o) +r(z) <0

fiir « hinreichend nahe an zy. Der Grenziibergang = — x¢ liefert dann f”(z¢) < 0.

Analog behandelt man den Fall des lokalen Minimums. ad

In Satz [5.11] hatten wir bereits ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines loka-
len Extremwertes einer 2-mal differenzierbaren Funktion kennengelernt. Dieses Kriterium

konnen wir nun verallgemeineren.

Satz 5.21 (Hinreichende Bedingung fiir einen lokalen Extremwert)
Sei f: (a,b) — R eine n-mal differenzierbare Funktion, n > 2, und x¢ € (a,b) ein Punkt
mit fM(xg) = fO(z0) =... = fO D(xg) =0 und ™ (x9) # 0. Dann gilt:

1. Ist n ungerade, so hat f in xo keinen lokalen Extremwert.
2. Ist n gerade und f™(x0) > 0, so hat f in xq ein isoliertes lokales Minimum.

Ist n gerade und f™(x0) < 0, so hat f in xq ein isoliertes lokales Mazimum.
Beweis. Sei zunichst £ (z¢) > 0. Dann gilt

F™) (29) = lim F V(@) — f0 D (a0) = lim V(@)

T—T0 xr — X T=To T — X0

> 0.

Deshalb gibt es ein § > 0, so dass f(Z:lx)O(x) > 0 fiir alle z mit 0 < |z — 9| < J. Daraus
folgt

Fr (@) <0 auf (zg—6,x),
FO (@) >0 auf (zo,20 + 6).

Wir approximieren f durch das (n—2)—te Taylorpolynom und benutzen die Lagrange-Form

des Restgliedes:

f(x) = Tho(f,20)(x) + Rn—2(f, x0)(2)
"L £ (20) +

O — )

fiir ein geeignetes ¢ zwischen z¢ und . Ist n gerade, so ist f("~D(¢)(x — 2¢)" ! > 0 fiir
alle z mit 0 < |z — x| < 6. Somit ist f(z) > f(xo) fiir alle x mit 0 < |z — zo| < J, d.h. f
hat in zg ein isoliertes lokales Minimum.

Ist n ungerade, so gilt

>0 auf (zg,z9+90)
<0 auf (:CO — 0, l‘o).

FODE) (@ = 2o)" ! {

Folglich hat f in x( keinen lokalen Extremwert. Mit analogen Argumenten behandelt man

den Fall £ (z4) < 0. 0
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Ist f in o € (a,b) unendlich oft differenzierbar und gilt f(™(xq) = 0 fiir alle n, so kann
man keine allgemeinen Aussagen iiber das Vorliegen eines lokalen Extremwertes machen.
Sollen die Extrema von f auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] bestimmt werden,
so sind aufler den Stellen zy € (a,b) mit f'(zg) = 0 auch noch die Intervallenden zu
untersuchen. In diesen Intervallenden gilt das Kriterium aus Satz nicht!

5.5 Taylorreihen und reell-analytische Funktionen

Wir kennen aus Kapitel 4 bereits einige Funktionen, die durch Potenzreihen definiert sind.

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen man eine Funktion f : I — R

nahe zo € I als Potenzreihe darstellen kann. Nach Satz muf f dazu in o unendlich
o0

oft differenzierbar sein und als Potenzreihe kommt nur die Reihe Y aj(x — x0)* mit
k=0

(k)
ap = % in Frage.

Definition 5.9. Sei f : I — R in x9 € I unendlich oft differenzierbar. Dann heifst die
Reihe

Taylorreihe von f in xq.

Definition 5.10. Fine Funktion f : I — R heifit in o € I reell-analytisch, falls ein In-
o0
tervall (zo—r, zo+r) C I und eine reelle Potenzreihe Y ax(x—x0)* mit Konvergenzradius

k=0
R > 0 existieren, so dass

flx) = Z ap(x — z0)k fiir alle © € (xg — min{r, R}, xo + min{r, R}).
k=0

Man sagt in diesem Fall auch, dass f in einer Umgebung von xg in eine Potenzreihe
entwickelbar ist. xo heifst dann der Entwicklungspunkt.
Fine auf einem offenen Intervall (a,b) definierte Funktion f : (a,b) — R heifst reell-

analytisch, wenn f in jedem Punkt von (a,b) reell-analytisch ist.

C“((a,b),R) bezeichnet den Vektorraum der reell-analytischen Funktionen auf (a,b) C R.

Beispiele fiir reell-analytische Funktionen:

o0
1. Jede reelle Potenzreihe f(z) := 3 ax(z —20)* mit positivem Konvergenzradius R > 0
k=0
definiert eine in x( reell-analytische Funktion f auf dem Konvergenzintervall.

2. Die Funktionen exp, sin, cos, sinh und cosh sind reell-analytisch auf R.

3. Die Funktion arctan ist in xy = 0 reell-analytisch (siehe Kapitel 5.3).

Aus Satz folgt
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Satz 5.22 Sei f : I — R reell-analytisch in xq € I. Dann ist f in einem offenen Intervall

(a,b) um xg unendlich oft differenzierbar und es gilt:
— /¥ (o)
f(ff):ZT'(fU—l‘o)k Va € (a,b).
k=0

Nach Satz hat die Taylorreihe T'(f, z¢)(x) einer in z( reell-analytischen Funktion f
einen positiven Konvergenzradius. Des Weiteren stimmt f in einer Umgebung von xg mit
ihrer Taylorreihe iiberein. Beide Eigenschaften sind fiir C'°°-Funktionen i.a. nicht erfiillt,
wie die folgenden beiden Beispiele zeigen. Es gibt also C'°°~Funktionen, die nicht reell-

analytisch sind:

Beispiel 1: Die Taylorreihe einer C°—Funktion kann den Konvergenzradius R = 0 ha-
ben:

Wir zitieren dazu einen Satz von Borel: Seien cg, c1, co, . .. beliebig vorgegebene reelle Zah-
len. Dann existiert eine C™~Funktion f : R — R mit f*)(0) = k! - ¢, d.h. so dass

T(f,0)(z) = chxk.
k=0

o0

Wir wihlen nun die Koeffizienten ¢, so, dass die Potenzreihe 3 crak Konvergenzradius
n=0

R = 0 hat. Den Beweis des Satzes von Borel kann man z.B. in R. Narasimham: Analysis

on real and complex manifolds, Nord Holland 1968 nachlesen.

Beispiel 2: Fine glatte Funktionen mit uberall konvergenter Taylorreihe, die nicht mit
threr Taylorreihe tbereinstimmt:
Sei f: R — R die Funktion

1
e 22 fur x> 0,

0 fuir =z <0.

f ist auf R\ {0} unendlich oft differenzierbar. Fiir die k-ten Ableitungen in x > 0 gilt:

_1 qrlzx
FO)(z) = a2 f;gk)

wobei gi(x) ein Polynom ist z ist (Beweis durch vollstdndige Induktion iiber k£ € N).
Daraus kann man wiederum durch vollstandige Induktion zeigen, dass f auch in zg =0

unendlich oft differenzierbar ist, wobei fiir die k-ten Ableitungen in zo = 0 gilt
fBoy=0 VkeN.

Fiir die Taylorreihe von f in xy = 0 erhalten wir damit 7'(f,0)(z) = 0 fiir alle z € R.
Nach Definition ist aber f(x) # 0 fiir alle > 0.
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Satz 5.23 Sei f: I — R in xg € I unendlich oft differenzierbar. Dann gilt:
Die Taylorreihe T(f,x0)(x) konvergiert fir x € I genau dann gegen f(x), wenn fir die
Restglieder in der Taylorformel gilt:

nlg]go R, (f,z0)(z) =0.

Beweis. Nach Definition ist das Taylorpolynom T),(f, zo)(z) die n-te Partialsumme der
Taylorreihe T'(f, zo)(z), d.h. T(f, zo)(z) konvergiert genau dann, wenn der Grenzwert

T(f,20)() = lim Ty(f.20)(@)
existiert. Da T, (f,zo)(z) = f(z) — Ru(f,x0)(z) folgt
flx)=T(f,x0)(x) = nlg& R, (f,z0)(x) = 0.
Beispiel 3: Die Taylorentwicklung von f(x) =1In(1+x) in xo = 0.

Die Funktion f(x) = In(z+1) ist in zy = 0 reell-analytisch und fiir ihre Taylorentwicklung
gilt:

(1t

In(l+z)= Y “——aF fir alle z € (—1,1].
k=1

Insbesondere gilt fiir die alternierende harmonische Reihe (z = 1)

m2) =3 E 114 £....

Wl
Ll

Beweis. Die Funktion f(z) := In(z + 1) ist auf (=1, 00) beliebig oft differenzierbar und es
gilt f(0) = 0 sowie

(k — 1)!(—=1)k+1

0+ fir alle £k € N.

fO(w) =

Fiir die Taylorreihe von f(z) = In(z + 1) in z¢p = 0 folgt
e -1 k+1
7(s.0)@) = Y T

Wir zeigen, dass diese Reihe fiir alle z € (—1,1) gegen f(z) konvergiert. Dazu betrachten
wir die Cauchy—Form des Restgliedes: Es existiert ein 6 € (0, 1) mit

f1 (9z) +1 (=" +1
n 5 - 1 — T = — 1 i n..n .
Ra(f.0)(w) = T B 1= oyra = i (s
Ist |z] < 1,s0gilt 1-0<1—0|z| und 1+6z>1—0|x|] >1—|z|>0. Daraus folgt fiir

xz € (—=1,1)

_ g (10" e (L= 02 ™ (1 =6l \"
‘Rn(f,O)(.%'” —|l” (1—|—(9[13)n+1 < ’$| (1+H.%')n+1 < 1_‘.%,’ 1+9m

|x’n+1

_1_‘$|7
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und somit lim R, (f,0)(z) = 0. Also konvergiert die Taylorreihe T'(f,0)(z) fir |z| < 1
n—oo

gegen f(z):
0 k+1
n(l+x) Z fir alle |z| < 1.

k=1
Es bleibt die Konvergenz in = = 1 zu untersuchen. Nach dem Leibnizkriterium (Satz|3.23)
konvergiert die alternierende harmonische Reihe T'(f,0)(1) = 1— 3+ 3 +... . Wir wenden
nun den Abelschen Grenzwertsatz (Satz[5.16]) an und erhalten wegen der Stetlgkelt von In
In(2) = lim In(1+x) = lim T(f,0)(x) =T(f,0)(1).

r—1— r—1—

Somit gilt In(1 4+ x) = T(f,0)(z) auch in x = 1. 0

Beispiel 4: Die Taylorentwicklung von f(z) :=In (Hx) .

1-z
Die Reihe In(2) = > (_1]);”1 konvergiert sehr langsam, eignet sich also nicht zur Be-
k=1
rechnung von In(2). Fiir die numerische Berechnung von Werten der Logarithmusfunktion

1+x)

eignet sich die Taylorentwicklung von In (1 -

Die Funktion In (H'ﬁ ) ist in xg = 0 reell-analytisch und fiir ihre Taylorentwicklung gilt

o0
in(12) = £ g2 firallow e (-L1) |

Fiir den Beweis konnen wir die Taylorentwickung aus Beispiel 3 benutzen. Fiir alle x € R

mit |z| < 1 gilt

1—|—x>
1—z

f(z) = In (

k=1 k=1
00 \k+1
D (RSP
k=1
_ i 2 o
= 20+1

Wir bestimmen damit jetzt In(2) mit einer Genauigkeit von 4 Stellen nach dem Komma:
Es gilt In(2) = f(%) =T(f, 0)(%) Wir benutzen das Lagrange-Restglied, um den Fehler
)

bei der Approximation von In(2) durch das n-te Taylorpolynom abzuschétzen:

(n+1) .
I = (7,00 () + Ru(£0)(3) = Tlr0)(d) + Lo ()7

wobei 0 < & < % Fiir die Ableitung berechnet man

. —1)” 1
f( +1)(§) :”!<(1(+§§n+1 + (1_€)n+1).

Fir0 < ¢ < % kann man das Restglied somit abschatzen durch
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0 <Rt 00 < i (g ) (5) < (e )

Fir n = 10 erhalt man:
0 < Rio(f,0)(5) <5-107°.
Fiir die Ndherung von In(2) durch das 10. Taylorpolynom T¢(f, 0)(%) gilt:
1 1 1 1 1
n(2) = Tio(f,0)((L)) = 2<7
n2)~To(h0((G) =23+t st 5 T T g
Somit approximiert das 10. Taylorpolynom die Zahl In(2) auf vier Stellen genau.

) — 0,693146047 . .. .

Beispiel 5: Die Taylorentwicklung von f(z) := (1 +x)* in zo=0.
Sei @ € R. Die Funktion f(z) := (1 + z)® ist in z9 = 0 reell-analytisch und fiir ihre
Taylorentwicklung gilt:

(I4z)* =Y (9)a" fir alle z € (—1,1).
k=0

Fiir « = m € N ist diese Reihe endlich und beschreibt gerade die binomische Formel

m

(142" =37 (P)at,

k=0
Die Taylorentwicklung von (1+ x)® verallgemeinert also die binomische Formel. Die Reihe

Bo(z) := > (})a" heit Binomialreihe. (Vergleiche auch Ubungsaufgabe 26).

Beweis. Wir bestimmen zunéchst wieder die Taylorreihe von f in g = 0. f(z) = (1+x)“

ist auf (—1, 00) beliebig oft differenzierbar und es gilt f(0) = 1 sowie
@) =afa—1)-... - (a—k+1)(14z)*7*
und daher

k! k!
Die Taylorreihe von f(x) = (1 + z)® in o = 0 ist damit

T(f,0)(z) = i <Z> 2% = By(z).

k=0

f®0) ala=1)-...-(a—k+1) = (Z)

Wir wissen bereits, dass die Binomialreihe B, (z) fiir |z| < 1 konvergiert (siche Ubungs-
aufgabe 26). Wir zeigen nun, dass ihr Grenzwert f(x) = (1+x)® ist. Wir betrachten dazu
wieder die Cauchy—Form des Restgliedes

(n+1) (g
Rn(f, 0)(33) = f+n'(9)(1 _ e)nl_nJrl
_afa—=1)-...-(a—n)

n!

-1
=a- (a > (1—0)"z" (1 + ga)> 1
n

_ a—1 1—-6 " n+1 a—1
—oz‘< . ><1+«9x> " (14 ).
—_———

<1 fir |z|<1

(1 + 02)°~ "L (1 — g)rznt!
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Daher gilt fiir |z| < 1

Jax (1 +02)*7 Y.

Rar0@) < (1)

=M unabh. von n

Da die Binomialreihe B,_1(z) fiir |z| < 1 konvergiert, ist (] (agl)x"‘)zozo eine Nullfolge
und wir erhalten

lim R,(f,0)(z)=0 fir alle |z| < 1.

n—oo

Damit konvergiert die Binomialreihe B, (x) = T'(f,0)(z) fir x € (—1,1) gegen (1 + x)°.
g
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