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1. Einleitung

1. Einleitung

In der Literatur wird der Aufbau des Zahlensystems als eine in Jahrtausenden gewachsene
Kulturleistung von hochster Perfektion bezeichnet. Die Schilerinnen und Schiler sollten die-
se Kulturleistung zumindest teilweise nachvollziehen kdnnen und daher ist sie aus dem schu-
lischen Lehrplan nicht mehr wegzudenken. Die Zahlbereichserweiterungen sind eines der
Kernthemen in der Mittelstufe aller Schularten und stellen fur die Schilerinnen und Schiler
eine grofle Herausforderung dar. Zahlbereiche werden immer dann erweitert, wenn die An-
spruche an die Genauigkeit und Reichhaltigkeit der Beschreibungsmittel steigen und die alte
Zahlenmenge diese Aufgabe nicht mehr erflllen kann.

In dieser Arbeit werden wir uns genauer mit den Zahlbereichserweiterungen von den natirli-
chen Zahlen zu den positiven rationalen Zahlen und von diesen zu der Menge aller rationaler
Zahlen beschaftigen. Zunéchst werden in Kapitel 2 die Zahlbereichserweiterungen auf univer-
sitdrem Niveau vorgestellt. Anschliefend werden wir in Kapitel 3 genauer auf die jeweiligen
Zahlbereichserweiterungen eingehen, uns genauer mit Grinden fir die Einfihrung, den Prob-
lemen, die in der Schule im Umgang mit den ,,neuen® Zahlen auftreten konnen, und den
Wandlungen, die in den Kopfen der Schilerinnen und Schuler vonstatten gehen miissen, be-
schaftigen. Mdglichkeiten und Modelle, wie man die Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division in der Schule einfiihren und den Schilerinnen und Schiilern veranschaulichen
kann werden in Kapitel 4 vorgestellt und erklart. Danach werden wir in Kapitel 5 eine Unter-
richtseinheit zur Einfuhrung der Addition der rationalen Zahlen vorstellen. Fir die Kapitel 4
und 5 wird die allgemeine Einfiihrung der ganzen Zahlen vorausgesetzt. Weiterhin wird ange-
nommen, dass Begriffe wie ,,Gegenzahl* und ,,Betrag® bekannt sind, und die Anordnung der
ganzen Zahlen auf der Zahlengerade veranschaulicht wurde. Selbstredend wird auRerdem
vorausgesetzt, dass die vier Grundrechenoperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division) auf den natirlichen Zahlen wie auch die Assoziativ-, Kommutativ- und Distri-
butivgesetze bekannt sind. Sollte es bei einzelnen Beispielen, die in dieser Arbeit vorgestellt
werden, weitere VVoraussetzungen geben, so werden diese an gegebener Stelle genannt.

Um einen kurzen Uberblick tiber einige Mathematikbicher, die in den Schulen genutzt wer-
den, zu geben, wird deren Vorgehensweise im Bezug auf die Zahlbereichserweiterung von
den positiven rationalen Zahlen zur Menge aller rationaler Zahlen in Kapitel 6 vorgestellt und
bewertet. AbschlieBend werden wir im Kapitel 7 dieser Arbeit einen kurzen Uberblick tber
die Thesendiskussion, welche im Plenum stattgefunden hat, geben und ein im 8. Kapitel ein

Fazit ziehen.



2. Zahlbereichserweiterungen in der Universitét

2. Zahlbereichserweiterungen in der Universitat

In dieser Ausarbeitung wollen wir uns zunéchst damit beschaftigen, wie die Zahlbereichser-
weiterungen in der Uni vollzogen und eingefiihrt werden. In der Fachliteratur findet man zu-
nachst die Erweiterung von den natlrlichen Zahlen zu den negativen Zahlen.

Die negativen Zahlen werden in der Literatur wie folgt definiert:
Als negative Zahl bezeichnen wir jedes geordnete Paar (—,n) mit n € N. Statt
(=, n) schreiben wir - n. Die Menge aller negativen Zahlen bezeichnen wir mit N~

also N~ := {—n|n € N}. Furdie Zahl 0 gilt0 # nund 0 # —nVvn € N. Als

Menge Z aller negativen Zahlen bezeichnen wir die Vereinigungsmenge von N, {0}
und N7, ,alsoZ:= N U {0} U N™.
Bei dieser Art der Erweiterung spricht man von einem Anbau, da die neue Zahlenmenge an
die alte angebaut wird und die Rechenregeln somit nur fur den neuen Teil der Zahlenmenge
uberpruft werden muss. Fir den alten Anteil, also die Teilmenge der nattrlichen Zahlen, gel-

ten die Rechengesetze und Regeln weiterhin.

Fur die zweite Zahlbereichserweiterung von den negativen Zahlen Z zu den rationalen Zahlen

Q wird das Prinzip des Neubaus verwendet. Bei einem Neubau missen alle Rechenregeln fur

die neue Zahlenmenge neu uberlegt und bewiesen werde.

Die Menge Q wird wie folgt definiert:
Als rationale Zahl bezeichnen wir jedes geordnete Paar (a,b) mit a,b € Z. Statt

(a,b) schreiben wir a/b. Die Menge aller rationalen Zahlen bezeichnen wir mit Q,
also: Q:={a/b|ab € Z}.
Zwei rationale Zahlen a/b und c/d stehen in einer Relation zueinander, genau dann wenn
a-d = c-bqgilt. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation.
Der Begriff ,,Bruchzahl“ wird dabei fiir eine Klasse der Aquivalenzrelation verwendet, meis-
tens benutzt man den komplett gekiirzten Bruch als Bezeichnung fir die Aquivalenzklasse.
Bei dem Begriff ,,Bruch® spricht man von einem Repridsentanten einer Bruchzahl. In der
Schule sollte die Unterscheidung zwischen Bruchzahl und Bruch jedoch vermieden werden,

da dies nur zu Verwirrungen der Schillerinnen und Schiler fihrt.
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3. Zahlbereichserweiterungen in der Schule

Die Erweiterung der Zahlbereiche kann Irritationen bei den Schilerinnen und Schiilern auslo-
sen, da Gewohnheiten iiber die ,,normalen Zahlen®, also die vertrauten natiirlichen Zahlen,
plotzlich in Frage gestellt werden und ihre Vorstellungen von Zahlen nicht mehr passen. Un-
terschiedliche empirische Forschungen haben gezeigt, dass die erforderlichen Wandlungen in
den Vorstellungen eine bedeutende Fehlerquelle sind und Zahlbereichserweiterungen eine
grol3e Herausforderung fir die Schilerinnen und Schiiler darstellen. Daher bedirfen die Zahl-
bereichserweiterungen einer besonderen didaktischen Aufmerksamkeit und sollten von den
Lehrkraften gut vorbereitet und durchdacht werden (Hefendehl-Hebeker; Prediger 2006, S.
1f).

Im Schulunterricht ist laut Padberg, Danckwerts und Stein (1995) im Gegensatz zur Hoch-
schulmathematik die Abfolge von den natirlichen Zahlen tber die positiven rationalen Zahlen
zu allen rationalen Zahlen tblich. Angeblich beruht diese Abfolge auf der einen Seite auf der
historischen Entwicklung und auf der anderen Seite auf der unterschiedlichen Bedeutsamkeit
der jeweiligen Zahlbereiche fur das alltagliche Leben. Des Weiteren wird angefihrt, dass die
Bruchzahlen und die dazugehdrigen Rechenoperationen von der Vorstellung her deutlich ein-

facher waren als die negativen Zahlen mit ihren Rechenregeln.

Im folgenden Kapitel sollen die Anlasse, Probleme und notwenigen Wandlungen der Zahlbe-
reichserweiterungen von den natirrlichen Zahlen zu den positiven rationalen Zahlen, und von

ebendiesen zu den rationalen Zahlen genauer untersucht und erlautert werden.

3.1 Die Zahlbereichserweiterung von den nattirlichen Zahlen zu den positi-

ven rationalen Zahlen
Die erste systematische Zahlbereichserweiterung, die in der Schule durch einen Neubau ge-
wonnen wird, erleben die Schilerinnen und Schiler in der Doppeljahrgangsstufe 5/6. Nach
dem Berliner Rahmenlehrplan fiir die Grundschule sollen sie im Themenfeld ,,Zahlen und
Operationen®

¢ die Notwendigkeit fur die Zahlbereichserweiterung begrinden,

e gebrochene Zahlen identifizieren und realisieren, lesen, schreiben und ordnen und

3
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e Rechenoperationen und deren Verknipfungen im Bereich der gebrochenen Zahlen
ausfuhren und verbalisieren
kénnen (Rahmenlehrplan fur die Grundschule 2006, S. 40).

Die Anlasse fir die Einflihrung der positiven rationalen Zahlen, die Probleme, die im Schul-
alltag im Umgang mit ihnen auftreten und die Wandlungsprozesse, die in den Kdpfen der

Schlerinnen und Schiiler vonstatten gehen miissen, sollen nachfolgend dargelegt werden.

3.1.1 Anlé&sse

Nachdem die Schilerinnen und Schuler die natlrlichen Zahlen griindlich kennengelernt ha-
ben, werden die positiven rationalen Zahlen eingefthrt. Ein wichtiger Anlass dafir liegt na-
tirlich darin, dass die Schilerinnen und Schiler die Bruchzahlen schon aus ihrer Umwelt her
kennen. So kommen positive rationale Zahlen in Alltagssituationen, wie z.B. dem Lesen der
Uhr oder dem Nachkochen von Rezepten vor und sind den meisten Kindern daher schon be-
kannt.

Auf der mathematischen Ebene liegen Griinde fir die Einfihrung darin, dass die natirlichen
Zahlen zwar vielfdltig einsetzbar sind, aber zur ,.knappen Beschreibung bzw. Losung schon
vieler elementarer Sachverhalte“ (Padberg, Danckwerts, Stein 1995, S. 62) nicht mehr ausrei-
chen. So erhoht die Einfuhrung der positiven rationalen Zahlen z.B. die Genauigkeit beim
Zahlen und Messen. So werden, wenn die verfligbaren Zahlen ihre ,,Aufgabe, quantitative
Angaben zu prazisieren, nicht mehr zufriedenstellend erfiillen* (Hefendehl-Hebeker; Prediger
2006, S. 2), neue Zahlen benétigt und missen im Mathematikunterricht eingefuhrt werden.
Briche sind fur genaue Langenmessungen, aber auch fir die Bestimmung von Flacheninhal-
ten, Volumina, Geldwerten, Zeitspannen und ganz allgemein fir Messungen von Grofien
wichtig. Ebenso sind Bruchzahlen nétig, um bei beliebigen Verteilsituationen, wie z.B. dem
Verteilen von vier gleichgrofRen Pizzen auf sechs Personen, ein prazises Ergebnis angeben zu
konnen. Bei solchen Verteilsituationen war es bis zur Einfuhrung der positiven rationalen
Zahlen nur maglich, ein genaues Ergebnis anzugeben, wenn dieses eine natrliche Zahl war.
Ein weiterer Anlass zur Einfuhrung dieses neuen Zahlenbereichs ist, dass im Bereich der na-
tirlichen Zahlen eine Divisionsaufgabe nur dann ldsbar ist, wenn der Dividend ein Vielfaches
des Divisors ist, und so einfache Aufgaben wie 2 : 3 =  nicht l6sbar bzw. nur durch die

Angabe eines Restes losbar waren. Mit Hilfe der positiven rationalen Zahlen kénnen die

Schilerinnen und Schiler jetzt uneingeschrankt dividieren und als Ergebnis dieser Aufgabe %
4
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angeben. Ebenso waren vor der Einflihrung der positiv rationalen Zahlen in der Gleichungs-
lehre nicht alle Gleichungen und Divisionsaufgaben der Form ax = b l6sbar, sondern nur
solche, bei denen b ein Vielfaches von a ist. Das bedeutet, dass beim Lésen von komplexen
Gleichungen und linearen Gleichungssystemen, den dazugehérigen Aquivalenzumformungen
und der Angabe der Losungsmenge hdaufig Bruchzahlen gebraucht werden (Padberg,
Danckwerts, Stein 1995, S. 63f).

3.1.2 Wandlungen und Probleme

Die Notwenigkeit der Zahlbereichserweiterung wird haufig akzeptiert und verstanden, aber
die eigentlichen Herausforderungen beginnen im Umgang mit den Zahlen und den dazugeho-
rigen Operationen. Schwierigkeiten beim Umgang mit den neuen Zahlen sind dabei keine
Defizite der Schiilerinnen und Schiiler, sondern sind ,,in der Stoffstruktur selbst begriindet™
(Hefendehl-Hebeker; Prediger 2006, S. 3). Daher muss den Schilerinnen und Schuler ver-
deutlicht werden, dass die alten Rechenregeln nicht beliebig beibehalten werden konnen.
Stattdessen muss eine Verdnderung in ihrer Gedankenwelt stattfinden, die verschiedenen
Wandlungen unterliegt. Dabei miissen alle wesentlichen Gesichtspunkte, die zur Charakteris-
tik der Zahlen gehdren, erweitert und modifiziert werden (Hefendehl-Hebeker; Prediger 2006,
S. 3).

Die erste Zahlbereichserweiterung macht also einen griindlichen Wandel der Zahlenvorstel-
lung notwendig. Dabei muss den Schilerinnen und Schiilern klar werden, dass die Interpreta-
tion von Zahlen vielféltiger wird. Briiche beschreiben nicht nur Anzahl und Ordnungszahlen
wie die natirlichen Zahlen, sondern, wie schon beschrieben, auch Anteile, Verhaltnisse,
Verteilsituationen und vieles mehr. Des Weiteren missen die Kinder begreifen, dass sich auch
die Zahlendarstellung verandert. Im Gegensatz zu nattrrlichen Zahlen, die sich eindeutig dar-
stellen lassen haben, gibt es unterschiedlichste Bruchdarstellungen. So wird zun&chst ein
Bruch durch zwei ganze Zahlen, einer im Z&hler und einer im Nenner, dargestellt, was fur die
Schilerinnen und Schiler neu ist. Ebenso schwierig zu verstehen ist, dass sich jede Bruchzahl
durch unendlich viele représentative Briiche, aber auch in Dezimalschreibweise darstellen
lasst (Hefendehl-Hebeker; Prediger 2006, S. 3).

Auch die Ubertragung der Ordnung von N auf den Bereich der Bruchzahlen ist ein haufiger

Fehler im Mathematikunterricht. Wahrend diese Ubertragung bei gleichnamigen Briichen
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zum richtigen Ergebnis fiihrt (Bsp. % < %), flihrt dies bei Brichen mit gleichen Zahlern haufig

zu Fehlern (§ < %; falsche Begriindung:3 < 4), und auch bei beliebigen Briichen kommt es oft

bei der Ordnung auf dem Zahlenstrahl zu Fehlern. Weiterhin unklar ist den Schilerinnen und
Schilern oft, warum es keinen kleinsten Bruch gibt und zwischen zwei Briichen immer un-
endlich viele andere Bruchzahlen liegen (Dichtheit der Bruchzahlen).

Die Rechenoperationen und —regeln sind einer der Hauptfehlerschwerpunkte bei der Einflh-
rung neuer Zahlbereiche, und so wenden Schulerinnen und Schiiler h&ufig ihnen schon be-
kannte und vertraute Rechenregeln auch auf die neuen Zahlbereiche an oder sie verwechseln
die giltigen Rechenregeln. Im Folgenden einige Beispielfehler:

a , ¢ _ atc

o Lto=2 Hierbei wird der Bruch nicht als eine Zahl, sondern als zwei voneinander

unabhéngige Zahlen angesehen, oder die Multiplikationsregel auf die Addition ange-

wendet.

n+a

. n+%= el Die Ursachen fiir diese Fehlerart liegt auch hier in der fehlerhaften

Ubertragung der Multiplikation auf die Addition.

Auch die alte intuitive und grundlegende Vorstellung, dass beim Multiplizieren etwas vergro-
Rert und beim Dividieren etwas verkleinert wird, verliert beispielsweise beim Rechnen mit
Brichen ihre Giiltigkeit. Deswegen sollte man den Schulerinnen und Schiilern eine inhaltliche
Vorstellung der Multiplikation von Briichen durch den ,,von““-Ansatz plausibel machen. Bei
diesem wird das Multiplizieren von Briichen als das ,,Anteile-Bilden von Anteilen verstan-
den, und so koénnen die Kinder die intuitive Regel von den Auswirkungen einer Multiplikation
wandeln und einsehen, dass eine Multiplikation nicht zwangslaufig zu einer VergréRerung
fuhren muss (Hefendehl-Hebeker; Prediger 2006, S. 4).

In hoheren Klassenstufen sollte man mit den Schilerinnen und Schilern die Machtigkeit der
Bruchzahlen thematisieren. Die Frage, ob die Menge der natlrlichen Zahlen und die der posi-
tiven rationalen Zahlen gleichmdchtig sind, ob also eine bijektive Abbildung zwischen ihnen
existiert, scheint auf den ersten Blick auf Grund der Dichtheit der Bruchzahlen leicht beant-
wortbar zu sein. Eine Durchnummerierung der Bruchzahlen, so wie bei den natirlichen Zah-
len, scheint wegen der Dichtheit nicht moglich zu sein, und um so tberraschender ist es fir

die Schulerinnen und Schuler oft, dass dieses doch auf Grund des ,,Cantorschen Diagonalver-
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fahrens® moglich ist (Padberg, Danckwerts, Stein 1995, S.91f). Dieses sollte natiirlich im Un-
terricht behandelt werden, wird an dieser Stelle aber nicht weiter thematisiert.

3.1.3 Wiedererkennung der ,,alten* in den ,,neuen* Zahlen

Trotz des Neubaus des Zahlenbereichs sollen die Schiilerinnen und Schiiler die ,,alten* Zahlen
weiter im Hinterkopf behalten und mit diesen weiterhin rechnen kénnen. Des Weiteren kon-
nen sie diese auch in den ,,neuen* Zahlen wiedererkennen. Zum Beispiel wird jeder Bruch
durch zwei natirliche Zahlen dargestellt, bei dem eine im Nenner und eine im Zéhler steht.
Allerdings sollte hier trotzdem darauf geachtet werden, dass die Schilerinnen und Schuler die
Bruchzahl als eine Zahl und nicht als zwei voneinander unabhéngige natirliche Zahlen anse-

hen. Ebenso sollte ihnen bewusst sein, dass sich jede naturliche Zahl durch unendlich viele

représentative Briiche darstellen lasst (Bsp.: 2 = % = % = % =),

Mit Hilfe der Wiedererkennung der ,,alten* in den ,,neuen Zahlen kdnnen auch Rechenregeln
erarbeitet werden, indem man beispielsweise sagt, dass das Ergebnis einer Rechenaufgabe ja
auch weiterhin stimmen muss, auch wenn die natlrliche Zahl durch einen reprasentativen

Bruch dargestellt ist.

3.2. Zahlbereichserweiterung von den positiven rationalen Zahlen zur

Menge aller rationaler Zahlen
In der Doppeljahrgangsstufe 7/8 erfahren die Schilerinnen und Schiler die zweite systemati-
sche Zahlbereichserweiterung, nach der ihnen der Zahlenraum der rationalen Zahlen vollstén-
dig zu Verfugung steht. Dieser Zahlenbereich wird dieses Mal durch einen Anbau an die posi-
tiven rationalen Zahlen gewonnen, indem zu jeder positiven rationalen Zahl ein entsprechen-
des negatives Element konstruiert und die Null hinzugefiigt wird. Damit wird ein Zahlenbe-
reich erschlossen, in dem die Schilerinnen und Schuler vielféltige Probleme ihrer Umwelt
I6sen konnen. Laut Rahmenlehrplan fir die Sekundarstufe | sollen die Schilerinnen und
Schuler nach dem Modul P3 , Negative Zahlen verstehen und verwenden®, welches zur Leit-
idee Zahl gehort, zu Folgendem in der Lage sein:

e Verwenden von nattrlichen, ganzen und gebrochenen Zahlen zur Darstellung mathe-

matischer Situationen und zur L6sung von Problemen.
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e Durchfiihren einfacher Rechnungen und Uberschlagsrechnungen im Kopf und Nutzen
der Rechengesetze zum vorteilhaften Rechnen.

e Erlautern der Verwendungsweisen von negativen Zahlen an Beispielen (Rahmenlehr-
plan fiir die Sekundarstufe I 2006, S.28).

Die Vorstellungen von negativen Zahlen und den Operationen mit ihnen werden im Schulun-
terricht oft mit Hilfe von Modellen gebildet, auf die wir spater noch genauer eingehen wer-

den.

Auch fiir die Zahlbereichserweiterung von den positiven rationalen Zahlen zu der Menge aller
rationalen Zahlen gibt es vielfaltige Grinde und Anlésse zur Einfiihrung des neuen Zahlbe-

reichs, die wiederum zu neuen Probleme im Umgang mit ihnen fihren.

3.2.1 Anlasse
Auch wenn die Bruchzahlen schon vielseitiger einsetzbar sind als die natirlichen Zahlen, gibt
es noch eine Anzahl von Situationen in der Umwelt der Schilerinnen und Schiler und auch

innerhalb der Mathematik, in denen die positiven rationalen Zahlen nicht zur Angabe oder

Losung der Situationen ausreichen. Und so gibt es viele Anlasse zur Einfihrung der Menge Q

aller rationalen Zahlen.

Die Kinder wissen aus ihrem alltdglichen Leben, dass im Winter die Temperaturen durchaus
mal unter Null Grad Celsius fallen kdnnen, dass das Konto ihrer Eltern auch mal im Minus
steht oder dass Meerestiere in Tiefen leben, die tiefer als Normalnull (NN) sind. Das heif3t, die
Schulerinnen und Schiler begegnen negativen Zahlen schon zu einem friihen Zeitpunkt in
ihrer Umwelt und begreifen, dass viele GrolRen fr ihre einfache Beschreibung Skalen ben6ti-
gen, die auch unter die Null gehen. Daher sollten diese Zahlen auch im Mathematikunterricht
mitsamt ihrer Rechenoperationen eingefiihrt werden. Dabei sollte auch thematisiert werden,
dass der Nullpunkt je nach Kontext unterschiedliche Bedeutungen haben kann. Bei Konto-
stdnden und Temperaturen ist der Nullpunkt auch die Null, und der von den positiven rationa-
len Zahlen vertraute Zahlenstrahl wird symmetrisch zum Anfangspunkt (Nullpunkt) zur Zah-
lengerade erweitert, wodurch sich viele symmetrische Skalen geometrisch veranschaulichen

lassen. Der Nullpunkt kann aber auch ein frei gewahlter Zeitpunkt sein, wie z.B. das Normal-
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null oder die Geburt Christi in der christlichen Zeitrechnung (Padberg, Danckwerts, Stein
1995, S.117 / Hefendehl-Hebeker; Prediger 2006, S. 4).

Neben den Begegnungen der Schilerinnen und Schiler mit negativen Zahlen in ihrer Umwelt
erweitern diese, in gleicher Weise wie die positiven rationalen Zahlen, noch einmal die Mog-
lichkeiten beim Messen, um beispielsweise eine Grole relativ zu einer gewahlten Vergleichs-
marke zu bestimmen. Durch rationale Zahlen lassen sich also gerichtete GroRen beschreiben.
Ebenso werden sie flir eine knappe und einheitliche Beschreibung von Zustandsanderungen
genutzt, wie die Ein- und Auszahlungen auf ein Konto oder die Anderung der Temperatur zu
zwei unterschiedlichen Zeitpunkten. Eine Verknlpfung kann durch mehrere Zustandsande-
rungen, die hintereinander ausgefuhrt werden, eingefiihrt werden.

Ein weiterer Grund fur die Einflhrung der positiven rationalen Zahlen ist, dass eine Subtrak-

tion im Bereich der positiven rationalen Zahlen nur dann mdglich ist, wenn der Minuend gro-

Rer ist als der Subtrahend. Die Menge Q aller rationalen Zahlen brauchen wir also, um unein-

geschrankt subtrahieren zu kénnen und so einfache Aufgaben wie 4 — 5 = —1 l6sen zu kon-
nen. Dadurch koénnen die Schilerinnen und Schiller nach der zweiten Zahlbereichserweite-
rung dann auch alle Gleichungen der Form a + x = b l6sen, was bei den positiven rationalen
Zahlen nur méglich wére, wenn a < b gilt. Generell sind negative rationale Zahlen und deren
Rechenoperationen wichtig fir die systematische Gleichungslehre (Padberg, Danck-werts,
Stein 1995, S.117f).

3.2.2 Wandlungen und Probleme

Wie bei jeder Zahlbereichserweiterung mussen sich die Lehrkréfte der Schwierigkeiten und
h&ufigen Probleme der Schilerinnen und Schiler im Umgang mit den neuen Zahlen bewusst
sein, sodass sie in ihrem Unterricht auf diese Problematik ein besonderes Augenmerk legen
kénnen. Zundchst sollte die Lehrperson den Unterschied zwischen Vorzeichen und Rechen-
zeichen behandeln und schulergerecht aufarbeiten. Eine klare Deklarierung und das Einsetzen
von Klammern kénnen am Anfang hilfreich sein, um den Schilerinnen und Schilern den
Umgang zu erleichtern. Im spéteren Unterrichtsverlauf sollten sie aber dahin gefuhrt werden,
dass sie der Einfachheit halber die Klammern und das Pluszeichen bei Zahlen mit positiven
Vorzeichen weglassen.

Eine weitere Wandlung in den Kopfen der Kinder muss sich hinsichtlich der Ordnungsrelati-

on vollziehen, da Probleme mit dieser auch hier wieder eine grolRe Rolle spielen. Daher sollte,
9



3. Zahlbereichserweiterungen in der Schule

wie im vorherigen Kapitel schon angedeutet, viel Wert darauf gelegt werden, dass die negati-
ven Zahlen als relative Zahlen beziiglich einer Vergleichsmarke (Normalnull) angesehen wer-
den, und die positiven und negativen Zahlen sollten auf einer gemeinsam orientierten Zahlen-
geraden angeordnet werden. Andernfalls kann es zu der Gefahr kommen, dass auf Grund der
Symmetrie der Zahlengeraden eine spiegelbildliche Ubertragung der Ordnungsrelationen vor-
kommt und félschlicherweise gesagt wird, dass beispielsweise —4 > —3 ist.

Neben Loslosung von der Annahme Uber die gewohnten Ordnungsrelationen missen die
Schilerinnen und Schiiler auch von der Annahme, dass eine Subtraktion immer verkleinert,
wie es sich auf Grund von Erfahrungen mit den positiven rationalen Zahlen eingeprégt hat,
weggefuhrt werden. Es sollte ihnen klar gemacht werden, dass die Subtraktion mit einer nega-
tiven Zahl sogar immer zu einer VergroRerung fuhrt.

Gerade bei den negativen Zahlen und den Operationen mit ihnen scheint es enorm wichtig zu
sein, dass die Schulerinnen und Schuler ein sicheres inhaltliches Verstandnis aufbauen, da im
Umgang mit diesen Zahlen doch haufig Irritationen auftreten kdnnen, wie beispielsweise bei
der Aufgabe (—5)— (—7) = 2. Hier konnen sich die Kinder oft schwer vorstellen, wie lauter
Minuszeichen auf der linken Seite zu einem positiven Rechenergebnis auf der rechten Seite
fiihren kdnnen. Dies bedeutet in der Konsequenz, dass die Schillerinnen und Schler erst ein-
mal eine gewisse Zeit brauchen, um sich an die negativen Zahlen und ihre internen Gesetze zu
gewdhnen (Hefendehl-Hebeker; Prediger 2006, S. 5).
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4. Anschauliche Modelle zur Einflihrung der Rechenregeln

In diesem Kapitel werden verschiedene Modelle zur Herleitung und Veranschaulichung der
Rechenregeln fir das Rechnen mit negativen Zahlen vorgestellt. Modelle bieten durch ihre
Anschaulichkeit den Vorteil, dass die Schilerinnen und Schiiler sich spielerisch, visuell oder
enaktiv mit den Rechenregeln beschaftigen, wodurch der Lernprozess eine nachhaltigere Wir-
kung hat. Bei einzelnen Modellen wird des Weiteren ein Bezug zum Alltag und damit die
direkte Verbindung von Mathematik und dem Leben hergestellt. Besonders fur lernschwache
Schilerinnen und Schiler, denen abstrakte Einflihrungen schwer fallen, sind solche Veran-
schaulichungen hilfreich.

Wir werden versuchen in diesem Kapitel und auch in der Thesendiskussion auf Vor- und
Nachteile einiger Modelle einzugehen. Durch konkrete Klassensituationen kénnen naturlich
weitere Vor- und Nachteile entstehen, weshalb wir in dieser Ausarbeitung nur einige Anre-

gungen geben mdéchten.

4.1 Modelle fiir die Addition und Subtraktion

In diesem Unterkapitel werden Modelle fiir die Addition und Subtraktion vorgestellt. Sie die-
nen als Anregung und kdnnen je nach Klasse angewendet oder auch variiert werden. In Kapi-
tel 5 wird dann eine Unterrichtseinheit beschrieben, in der alle drei Modelle verwendet wer-

den.

Zunéchst werden die Rechenregeln genannt, so wie sie in den meisten Schulblchern zu finden

sind.

Rechenregeln fur die Addition und Subtraktion

Addition
Mit gleichem Vorzeichen (VZ):
- Addiere die Betrége.

- Gib dem Ergebnis das gemeinsame VZ.

Mit verschiedenem VZ:

- Subtrahiere den kleineren vom grofReren Betrag.

- Gib dem Ergebnis das VVZ der Zahl mit dem grol3eren Betrag.

11
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Subtraktion
Eine rationale Zahl wird subtrahiert, indem die Gegenzahl addiert wird.

4.1.1 Das Additionsnomogramm

Das Additionsnomogramm besteht aus 3 parallelen Leitern, die jeweils den gleichen Abstand
zueinander haben. Jede der Geraden ist eine Zahlengerade, wobei der Nullpunkt aller drei
Geraden auf einer Hohe ist.

Der Mal3stab auf der mittleren Leiter ist halb so grol} gewahlt wie auf den &ufleren Leitern.
Mit diesem Nomogramm ldsst sich die Summe zweier Zahlen a und b dadurch ermitteln, dass
man ein Lineal gemaR Abbildung 1 anlegt. Eine Begriindung dieses Verfahrens ergibt sich
daraus, dass, wie man direkt sieht, c = 2a*= a* +ax*istund a*—a = b— a * gilt.

Aus beidem zusammen folgt c = 2a*= a + b.

Abbildung 1: Additionsnomogramm

Wie der Name schon sagt ist das Additionsnomogramm fir die Subtraktion von negativen
Zahlen eher ungeeignet. Es lasst sich in dem Sinne dafur verwenden, dass bekannt ist, dass

die Subtraktion das riickgangig macht, was die Addition gemacht hat.

4.1.2 Das Doppelturmmodell

Bei diesem Modell werden aus schwarzen und weil3en Steinen Doppeltiirme gebaut, wobei es
sich um eine positive Zahl handelt, wenn die schwarzen Steine Uberwiegen und um eine nega-
tive, wenn der Turm mehr weil3e Steine hat. Der Betrag der Zahl ergibt sich aus der Differenz

der Betrdge der beiden Tirme (siehe Abbildung 2).
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+2 + 4 = .

b

Abbildung 2: Doppelturmmodell

Bei diesem Modell sollte mit den Schiilern thematisiert werden, dass es zu jeder Zahl unend-
lich viele Représentanten gibt.

Wichtig: Fir eine Subtraktionsaufgabe ist es notwendig, dass der Turm, der den Minuenden
reprasentiert grof3 genug ist, damit der Turm des Subtrahenden von dem Minuenden wegge-

nommen werden kann.

4.1.3 Das Schrittmodell
Bei diesem Modell kénnen die Schilerinnen und Schiiler die Rechenaufgaben selber ablaufen
und so zu dem richtigen Ergebnis kommen. Dazu wird auf dem FulRboden eine Zahlengerade
mit Tesakreppband aufgeklebt wobei die Markierung von -10 bis +10 gehen.
Eine Schilerin oder ein Schiler steht an Position ,,Null* mit Blickrichtung zu den positiven
Zahlen.
Es gibt 2 VVorgehensweisen: 1. Bei einer positiven Zahl geht man vorwarts,

2. bei einer negativen Zahl 1auft man rickwaérts.
Bei der Addition wird beides einfach hintereinander ausgefuihrt.
Das Ergebnis ist die Zahl an derer Position die Schilerin oder der Schuler am Ende steht (sie-
he Abbildung 3).

Abbildung 3: Schrittmodell
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4. Anschauliche Modelle zur Einfiihrung der Rechenregeln

Bei der Subtraktion wird nach der Ausfuhrung der ersten Zahl eine 180° Drehung durchge-
fihrt und danach die zweite Zahl ausgefihrt.

Mithilfe des Schrittmodells lasst sich leicht veranschaulichen, dass eine negative Zahl subtra-
hiert wird, indem die Gegenzahl addiert wird. Dies flihrt man durch, indem man beide Aufga-
ben parallel durchfiihrt. Einmal die Aufgabe als Summe und einmal als Differenz. Das Ergeb-

nis ist das Gleiche.

4.2 Modelle fiir die Multiplikation und Division
Nachdem nun die Rechenregeln und Modelle fir die Addition und Subtraktion mit rationalen
Zahlen vorgestellt wurden, werden im Folgenden Rechenregeln und Modelle fir die Multipli-

kation aufgefuhrt und erklart.

Rechenregeln fur die Multiplikation und Division

Mit gleichem VZ:

- Multipliziere/ Dividiere die Betrage.
- Das Ergebnis ist positiv.

Mit verschiedenem VZ:

- Multipliziere /Dividiere die Betrage.

- Das Ergebnis ist negativ.

4.2.1 Das Schuldscheinspiel

(Winter 1991, S.146f)

Das Schuldscheinspiel kann individuell gestaltet werden. Ein Beispiel wére: man bendtigt
eine Schilerin oder einen Schiler, der den Bankhalter spielt. Dieser erhalt Schuldscheine und
Gutscheine von je 50€ Wert (Spielgeld etc.). Des Weiteren bereitet man zwei Urnen vor. In
der ersten befinden sich 10 griine Kugel mit der Aufschrift ,,+1 bis +10, 10 rote Kugeln mit
der Aufschrift ,,-1 bis -10* sowie eine weille Kugel mit der Aufschrift ,,0“. In der zweiten Ur-
ne befinden sich zwei Kugeln, eine mit der Aufschrift ,,50€ Gutschrift und die andere mit der
Aufschrift ,,50€ Lastschrift®.
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4. Anschauliche Modelle zur Einfiihrung der Rechenregeln

Nun kann partnerweise gespielt werden, oder die eine Hélfte der Klasse gegen die andere. Je
Gruppe sollte aber ein Bankhalter vorhanden sein, um ein flieBenden Spielverlauf zu garantie-
ren. Im Folgenden wird nun von den Parteien A und B gesprochen. Beide starten mit einem
ausgeglichenen Konto, der Kontostand betréigt also 0€. Abwechselnd kann nun jeder je eine
Kugel aus beiden Urnen ziehen, welche wieder zuriickgemischt werden missen. Folgendes

wird sich dann beispielsweise ergeben:

(+3)(+50€) Du bekommst (vom Bankhalter) 3 Gutscheine von je 50€,
du wirst um 150€ reicher.

(=3)(+50€) Du gibst 3 Gutscheine von je 50€ (an den Bankhalter) ab,
du wirst um 150€ drmer.

(+3)(—=50€) Du bekommst (vom Bankhalter) 3 Schuldscheine von je 50€,
du wirst um 150€ drmer.

(=3)(—50€) Du gibst 3 Schuldscheine von je 50€ (an den Bankhalter) ab,

du wirst um 150€ reicher.

Wer nun nach einer vereinbarten Anzahl von Spielziigen am meisten Geld hat, hat gewonnen.
Wer zufallig noch keine Scheine hat aber welche abgeben muss, muss sich vom Bankhalter
welche geben lassen. Dabei gilt aber die ,,Entgegengesetztheit”. Er bekommt in der Anzahl

gleich viele Schuld- und Gutscheine, z.B.: 3 - (+50€) + 3-(=50€) = 0.

Die bisherige Vorstellung des Addierens als eines Nehmens und des Subtrahierens als eines
Abgebens kann hier in gewisser Weise erhalten bleiben, die Andeutung einer Doppelbezie-

hung als ein Produkt kdnnte entdeckt werden, wobei wie bisher der erste Faktor

(-3) (=50€) = (+150€)
abgeben, Schuldschein Ergebnis:
3 Stick von 50€ reicher werden um 150€

als Multiplikator die aktive Rolle spielt, die Kontostandsadnderung handgreiflich vollzogen
und ihre Ergebnisse mit leiblichen Augen geschaut werden.

Das Spiel sollte nicht nur gespielt, (das auf jeden Fall zuerst), sondern auch durchdacht wer-

den: Wie kann es fur A nach einem Zug, nach zwei Ziigen stehen? Findest du alle Mdglich-
15



4. Anschauliche Modelle zur Einfiihrung der Rechenregeln

keiten? - Kann man in drei Ziigen um 1000€ drmer/reicher werden? Wie? — Wie kann man
nach zwei Zigen wieder beim selben Stand sein? — Welcher Zug macht (-9), (+50€) riickgan-
gig, welcher Zug bewirkt dasselbe? — usw.

4.2.2 Flacheninhalte und mathematische Drehsinne
(Wurl 2006)
Weitere Voraussetzungen flr dieses Model:

Flachenberechnung eines Rechtecks; Mathematische Drehsinne; Koordinatensystem

Aus friiherem Unterricht wissen die Schilerinnen und Schiler, dass bei der Bezeichnung ei-
nes Punktes in einem Koordinatensystem zuerst der x-Wert, dann der y-Wert angegeben wird.
Wir betrachten das Produkt a - b zweier ganzer Zahlen als ein Punktepaar (a ; b). Der erste
Faktor wird also an der x-Achse und der zweite an der y-Achse abgetragen. Das Ergebnis des
Produkts hat als Betrag den Wert des Flacheninhalts des daraus entstehenden Rechtecks. Die
Frage des Vorzeichens wird geklart, indem man (berlegt, ob man den Umfang im mathema-

tisch positiven (+) oder negativen (-) Sinne ablauft (siehe Abbildung 4).

(12) - (+8) (+12) - (+8)
15
| ! I |
10 -5 5 10
15
(-12) - (-8) (+12) - (-8)

Abbildung 4: Der mathematische Drehsinn
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Dieses Modell ist fur die direkte Erklarung der Rechenregeln sehr wertvoll, da fir die Be-
rechnung des Flacheninhalts die Betrage der Zahlen multipliziert werden. Die VVorgabe des
Vorzeichens wird dann durch den Drehsinn erklart. Genau nach diesem Prinzip werden die
Rechenregeln, die am Anfang dieses Kapitels dargelegt sind, in den meisten Schulbiichern
beschrieben.

4.2.3 Die Hilbert’sche Streckenmultiplikation
(Faktor 7 2006, S.75)
Weitere Voraussetzungen fir dieses Model:

Koordinatensystem; Zeichnen von Parallelen; Strahlensétze fir den Beweis

Berechnung des Produktes a - b mit Hilfe der Hilbert’schen Streckenmultiplikation:
1. Markiere den Punkt B = (b; 0) auf der x-Achse
2. Verbinde den markierten Punkt mit der Stelle 1 auf der y-Achse. Die Strecke heif3t s.
3. Markiere die Stelle A = (0; a) auf der y-Achse.
4. Zeichne durch den markierten Punkt die Parallele g zu s.
5. g schneidet die x-Achse an der Stelle a - b.

Dies gilt fr alle ganzen Zahlen a und b. (Siehe Abbildung 5 erstellt mit Cinderella)

EREN

Abbildung 5: Hilbert'sche Streckenmultiplikation
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Begrundung:
Dass der Punkt 5. wirklich gilt, lasst sich leicht beweisen. Als Hilfsmittel verwendet man den

Strahlensatz. Es gilt:

b ?
1 a
(a - b)

1 =
a-b=?

Analog gilt dies natrlich fir a - (=b); (—a) - bund (—=a) - (=b).

?

4.2.4 Pfeilmodell
(Elemente der Mathematik 2006, S. 128-131)

Bei dem Pfeilmodell missen unterschiedliche Falle erklart werden.

Fall 1: Der zweite Faktor ist positiv oder null

Ein Einfuhrungsbeispiel: Frau Muller muss fir eine Feuerversicherung vierteljahrig einen
Betrag von 57€ zahlen, der von ihrem Konto abgebucht wird. Wie viel Euro betragt die Ab-
buchung in einem Jahr? In einem Jahr werden also insgesamt 228€ abgebucht.

Wie bei den natirlichen Zahlen wollen wir das wiederholte Addieren einer Zahl als Verviel-

fachen dieser Zahl mit einer natiirlichen Zahl auffassen:

(=57) + (=57) + (=57) + (=57) = (-57) - 4

Auf der Zahlengeraden kénnen wir ein Produkt wie 4 - 3 = 4 + 4 + 4 auf zwei Weisen

deuten:
Der erste Faktorvon d - 3
wird als Pfeil dargestellt |
r r r r —
+4 _ +4 _ +4 - +4
+ + _

| i b | | | | b
0 4 8 iz | ) 3 8 T

v -
—
Der zweite Faktor gibt die
Veranderung des Ffeiles
an

Die Lange des Pfeils wird verdreifacht.
Wir sagen auch: Der Pfeil fiir 4 wird mit
dem Faktor 3 gestreckt.

3 Pfeile flr 4 werden aneinandergelegt

Abbildung 6: Pfeilmodell a)
18
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Aufgabe: (—4) - 3 = (=4) + (—4) + (=4) = —12

-+ + [ . E—
"2 ) "2
3 Pfeile fir -4 werden aneinandergelegt Der Pfeil fur -4 wird mit dem Faktor 3 ge-

streckt. Die Pfeilrichtung bleibt bestehen.

Abbildung 7: Pfeilmodell b)

Fall 2: Der zweite Faktor ist negativ
Einfuhrung: Es gilt: (=2) - (+3) = —6. Was aber bedeutet (+3) - (—2)? Dazu vereinba-

ren wir: Das Kommutativgesetz soll auch fiir die Multiplikation ganzer Zahlen gelten:

(+3) - (-2) = (=2) - (+3) = -6.
Auch bei der Multiplikationsaufgabe (+3) - (—2) wollen wir den ersten Faktor (+3) als
Pfeil darstellen und den zweiten Faktor (—2) als Veranderung des Pfeils. Wie erhalt man

dann am Zahlenstrahl aus dem Pfeil fir +3 den Pfeil fir —6? Das kann auf zwei Weisen ge-

schehen:
Erst strecken, Erst spiegeln,
dann spiegeln
v 3
L4 Ls 1 L 1 a 4 ) T g T > L4 ::' L ? L U‘ { ) T 5 T %
L h' Ld h

1. Weg: Der Pfeil fur +3 wird zunéchst 2. Weg: Der Pfeil fiir +3 wird zunéchst

mit dem Faktor 2 gestreckt und dann am am Nullpunkt gespiegelt (umgewendet)

Nullpunkt gespiegelt (umgewendet). und dann mit dem Faktor 2 gestreckt.

Abbildung 8: Pfeilmodell c)

Wir sagen kurz: Es wird ein Strecken am Nullpunkt mit Richtungsumkehrung durchgefunhrt.
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Aufgabe: (=3) - (=2) =

by ..'3_ ..3_ o
b +3
SRS ; ) S 53 ] 5 i
" .6 " 6
1. Weg: Strecken mit dem Faktor 2, 2. Weg: Spiegeln am Nullpunkt, dann
dann Spiegeln am Nullpunkt. Strecken mit dem Faktor 2.

Abbildung 9: Pfeilmodell d)

4.2.5 Permanenzreihen

Wozu noch
weiterdrehon? 5
4 ‘
2
0

Abbildung 10: Permanenzreihen (Quelle: Faktor 7 2006, S.75)

Eine weitere mathematische Methode, den Schilerinnen und Schiilern die Rechenregeln der
ganzen Zahlen naher zu bringen, sind die Permanenzreihen. Sie basieren, wie der Name schon
sagt, auf dem Permanenzprinzip, welches besagt dass bei Erweiterungen eines Zahlbereiches
die formalen Rechengesetze des Ausgangsbereiches nach Mdglichkeit auch im erweiterten
Bereich gelten sollen. Dieses Prinzip von der Erhaltung der Rechengesetze wurde explizit

1867 von Hermann Hankel formuliert.

Den Schulerinnen und Schlern ist die Multiplikation der natiirlichen Zahlen bekannt. Daher
konnen sie Aufgaben, wie 3 - 3 rechnen. Mit Hilfe dieses Wissens und dem
Permanenzprinzip werden nun auch Aufgaben wie (=2) - 3, 3 - (=2) und (=3) - (=2)

erklart.
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3.3= 9
2.3=6 38
1.3=3 2
0.3=0 ?

1) -3=-3 2 @

(-2)-3=-6 © @

Auch hier gilt nattrlich das Kommutativgesetz und somit gilt:
(=2) -3 =3-(-2) = —6.
Den Schilerinnen und Schilern ist nun das Multiplizieren mit einem negativen Faktor be-

kannt.

Im Folgenden wird die Regel fur das Multiplizieren mit zwei negativen Faktoren hergeleitet.

3.-(-2)=-6
2-(-2):-4§%
1.(-2)=-2 2
O(-Z):O ?
()-(2)=2 2
(2)-(2=4 2
(3 (=6 2 @
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5. Die Unterrichtseinheit

Dieses Kapitel stellt eine Unterrichtseinheit vor, die die Einfihrung der Rechenregeln fiir die
Addition thematisiert. Die hier beschriebene Unterrichtseinheit ist eine Kurzfassung des Stun-
denentwurfes von Jenni Radermacher, der im Zusammenhang mit dem Seminar Planung, Ge-
staltung und Analyse von Mathematikunterricht im WS 2006/2007 bei Frau Risse entstanden
ist.

Fur die Unterrichtseinheit, die eine Doppelstunde bildet, werden die drei Modelle benutzt, die
im Kapitel 4.1 vorgestellt wurden. Die Klasse wird in Gruppen von maximal 5 Schulerinnen
und Schulern eingeteilt, was bei 30 Schulerinnen und Schilern 6 Gruppen ergibt. Da nur drei
Modelle zur Verfligung stehen, bearbeiten stets zwei Gruppen das gleiche Modell. Die Ar-
beitsbdgen, die den einzelnen Gruppen ausgeteilt werden, befinden sich im Anhang. Jede
Gruppe erarbeitet sich das Modell, das ihnen zugeteilt wurde mit Hilfe des Arbeitsbogens.
Am Ende der Gruppenarbeit werden alle Modelle von den Schulerinnen und Schiilern in der
Klasse vorgestellt. Dies soll in einem Stuhlhalbkreis erfolgen, dem gegenulber die Gruppe
steht, die ihr Modell vorstellt. In der Vorstellungsphase sollen die anderen Schilerinnen und
Schiler Fragen zu den Modellen stellen und diese verstehen. Dies ist wichtig, da unterschied-
liche Schilerinnen und Schiler verschiede Auffassungsgaben haben und somit das Modell
herausgreifen konnen, welches ihnen am Besten liegt. Des Weiteren ist das Verstehen aller
Modelle wichtig, da alle Kinder fiir die Hausaufgabe alle Modelle verstanden haben mdassen.
Um dies zu gewadbhrleisten, sollen Schilerinnen und Schiler der anderen Gruppen Beispiel-
aufgaben mit Hilfe des Modells vorrechnen und erklaren kénnen.

Um das Wissen der Klasse zu sichern, abzufragen und zu Uberprifen, werden zum Schluss
der Stunde Hausaufgaben aufgegeben, die mit allen drei Modellen bearbeitet werden missen
(siehe Anhang).
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6. Schulbuchvergleich

In diesem Kapitel werden die Struktur und die Reihenfolge der einzelnen Themenbereiche der
negativen Zahlen von drei Buchern gegenubergestellt und kritisch analysiert.

Dieses Kapitel soll vor allem den Leser motivieren Schulbticher kritisch zu begutachten und
nicht einfach ein Schulbuch zu wahlen, welches dann im Unterricht genutzt und dessen The-
menstruktur strikt abgehandelt wird. In der heutigen Zeit, in der Schulbiicher von den Eltern
selbst gekauft werden mussen, sollte der Lehrer in der Lage sein, seine Wahl fir ein Schul-
buch zu begriinden und rechtfertigen zu kdnnen. Es ist demnach wichtig, dass die Lehrkraft
bei der Wahl eines Schulbuches den Aufbau jeden Buches kritisch betrachtet und demnach
das passendste auswahlt.

Far unseren Schulbuchvergleich haben wir uns fur die Biicher Mathematik Plus (2007), Fak-
tor 7 (2001) und Schnittpunkt (2006) entschieden.

Auf den ersten Blick scheint die Struktur aller drei Biicher &hnlich zu sein, es gibt jedoch
kleine, aber relevante Unterschiede, auf die wir genauer eingehen wollen.
Die grobe Struktur aller drei Buicher sieht wie folgt aus:

e Einflihrung mit Beispielen

e Zahlengerade

e Gegenzahl, Betrag, Ordnung, Koordinatensystem

e Addition/Subtraktion

e Multiplikation/Division

In dem fett markierten Teil Gegenzahl, Betrag, Ordnung, Koordinatensystem unterschei-
den sich die Biicher immens.

Zunachst wird die Einordnung des Begriffes ,,Ordnung® in den ganzen Themenbereich dis-
kutiert. Dazu betrachten wir alle drei Biicher, wobei die Bilcher Faktor 7 und Schnittpunkt
den gleichen Aufbau haben. In dem Buch Mathematik Plus werden nach der Zahlengeraden
zundachst die Begriffe Gegenzahl, das Koordinatensystem und der Betrag eingefiihrt. Diese
Reihenfolge ist in unseren Augen nicht sinnvoll, da die Ordnung unmittelbar mit der Zahlen-
geraden zusammenhéngt und demnach in Verbindung mit dieser thematisiert werden sollte.

Dies wird in den Bichern Faktor 7 und Schnittpunkt umgesetzt.
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6. Schulbuchvergleich

Als néchsten Punkt betrachten wir die Einfihrung des ,,Koordinatensystems*.

Im Buch Mathematik Plus wird das Koordinatensystem eingefiihrt, bevor der Begriff der
Ordnung besprochen wurde. Diese Reihenfolge ist natiirlich ebenfalls ungtinstig, da die Ord-
nung sowohl fir das Koordinatensystem eine Rolle spielt als auch fiir die Zahlengerade. Im
Mathematikbuch Schnittpunkt wird das Koordinatensystem ohne Zusammenhang ganz ans
Ende der Einheit der negativen Zahlen gestellt. Im Buch Faktor 7 wirkt die gewahlte Reihen-
folge sinnvoll. Zunachst werden die Begriffe Ordnung, Betrag und Gegenzahl eingefiihrt.
Direkt im Anschluss und vor den Rechenregeln wird in diesem Schulbuch das Koordinaten-
system eingefihrt.

Zum Schluss ist uns vor allem im Buch Mathematik Plus die Reihenfolge der Begriffe ,,Ge-
genzahl“ und ,,Betrag® aufgefallen. In diesem Mathematikbuch werden die Begriffe durch
zwei Unterkapitel getrennt. Da jedoch ein unmittelbarer Zusammenhang zwischen Gegenzahl
und Betrag besteht - denn laut Definition ist die Gegenzahl die Zahl, die den gleichen Betrag
hat - erachten wir diese gewéhlte Reihenfolge als kritisch.

Da die Bicher nur in Bezug auf den Aufbau des Themenbereiches negative Zahlen und nicht
in Bezug auf andere Themen oder auch auf die Auswahl von Aufgaben und Veranschauli-
chungen untersucht wurde, sollen die oben abgegebene Wertung nicht das ganze Buch flr gut
oder schlecht erklaren. Es wird lediglich deutlich, dass eine genauere Betrachtung des Inhaltes
eines Mathematikbuches notwendig ist, bevor dieses fur eine bestimmte Klasse ausgewahlt

wird.
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7. Thesendiskussion

7. Thesendiskussion

Im Folgenden, werden wir die Ergebnisse der Thesendiskussion, die nach unserem Vortrag im

Plenum stattgefunden hat kurz zusammenfassen.

These 1: In der Schule sollten so wie im Studium die negativen Zahlen vor den Briichen be-

handelt werden.

Diese These wurde von den Studentinnen und Studenten stark diskutiert und die Meinungen
gingen teilweise stark auseinander. Als Argumente fur die jetzige Vorgehensweise, die zu-
néchst die Einfuhrung der positiven rationalen Zahlen vorsieht, haben einige Kommilitonen
genannt, das der Bezug zu Bruchzahlen in der Lebenswelt der Schiillerinnen und Schiiler gro-
Rer ist und diese demnach auch als erstes eingefiihrt werden sollten. Des Weiteren ware es
schwer die Rahmenlehrpléne aller Bundeslander zu andern, alle Schulbiicher neu zu konzipie-
ren und zu drucken und auch den jetzigen Lehrkréften eine VVorgehensweise vorzugeben. Fur
die Einfuhrung der negativen ganzen Zahlen vor der Einfuhrung der Bruchzahlen spricht laut
einiger Studentinnen und Studenten, dass die negativen Zahlen als Gegenzahlen zu den nattir-
lichen Zahlen naheliegender und verstandlicher fur die Schilerinnen und Schuler sind. Des
Weiteren wurde genannt, dass die Rechneregeln und die Ordnung der negativen Zahlen fir
die Kinder leichter zu verstehen waren, und generell bei deren Einfuhrung auch bei der jetzi-
gen Vorgehensweise meist ganze Zahlen und selten Bruchzahlen genutzt werden. Dies wirde
wieder fiir die Einfuhrung der negativen Zahlen vor den Bruchzahlen sprechen. Ein letztes
Argument fir diese Vorgehensweise war, dass die uneingeschrankte Subtraktion zundchst
wichtiger wére, als die uneingeschrankte Division, da den Schiilerinnen und Schilern zur Not
auch das Teilen mit Rest zur Verfligung steht. Dies spiegelt auch die Diskussionen der Fach-
didaktiker wider, die sich ebenfalls Uber die Reihenfolge der Zahlbereichserweiterungen in

der Schule nicht ganz einig sind.

These 2: Alle Modelle spiegeln die mathematischen Operationen korrekt wider.

Einig waren sich die Studentinnen und Studenten, dass die Modelle generell sehr anschauli-
chen sind und ein grofRer Pool von Modellen fur die Lehrkrafte sehr wertvoll ist, sodass man

sich jederzeit fur seine Lerngruppe das oder die geeigneten Modelle herausgreifen kann. An-
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7. Thesendiskussion

gemerkt wurde, dass zum Beispiel das Additionsnomogramm zwar sehr schon waére, das
Zeichnen aber zu aufwendig ware und es schwierig ware, den Beweis mit den Schulerinnen
und Schilern zu machen. Es wurde vorgeschlagen, dass man in den hoheren Klassenstufen
noch einmal auf den Beweis des Additionsnomogramms und ebenso auf den der Hil-
bert’schen Streckenmultiplikation zuriick kommen konnte und so den Schiilerinnen und Schu-
lern zeigen konnte, dass die in der VVergangenheit angewendeten Modelle auch ihre mathema-
tische Richtigkeit haben. Wie vielleicht schon an diesen Ausfiihrungen deutlich wird, war die
These eventuell nicht deutlich genug gestellt, so dass nur durch Hinweise unsererseits das
Plenum auf die Widerspieglung der mathematischen Operationen eingegangen ist. Dabei kam
heraus, dass einige Modelle, wie beispielsweise das Schuldscheinspiel und das Pfeilmodell
auf einer hoheren Ebene nicht die mathematischen Operationen wiederspiegeln. Beim Schuld-
schein spiel wird durch die zwei Zahlen (-3) und (-50€) nicht die Rechenaufgabe (-3)-(-50)
widergespiegelt, sondern durch das Abgeben von drei Schuldscheinen entspricht dies eher der
Aufgabe -(3:(-50)).

These 3: Die Modelle sind den Permanenzreihen vorzuziehen, da sie die Schiler spielerisch

an das Thema heranfiihren.

Hier war der Konsens des Plenums, dass man weder auf die anschaulichen Modelle noch auf
die Permanenzreihen verzichten sollte, da jede Schilerinnen und jeder Schuler auf eine andere
Art und Weise lernt und man durch ein breites Angebot mehr Kinder erreichen kann. Jedoch
muss man natirlich die jeweilige Klassensituation in seine Stundenplanungen genau mit ein-
beziehen. Man sollte beachten, was die Schilerinnen und Schiler vielleicht schon kennen
oder wie sie generell auf spielerische Elemente und Modelle in der Vergangenheit reagiert
haben, und dann die Modelle der jeweiligen Situation anpassen. Dies scheint besonders vor
dem Hintergrund, dass zu viele Modelle die Schilerinnen und Schuler auch tberfordern kénn-

ten, wichtig zu sein.
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8. Fazit

8. Fazit

Durch die Beschaftigung mit diesem Thema ist uns klar geworden, dass Zahlbereichserweite-
rungen Kernthemen in der Schulmathematik darstellen, welche fir die Schulerinnen und
Schiler eine enorme Herausforderung bedeuten. Fir die Einflhrung der jeweiligen Zahlberei-
che gibt es eine Reihe von Griinden, die sowohl in der Mathematik selbst als auch in der Le-
bensumwelt der Schiilerinnen und Schiler liegen. Jedoch ist auch auffallig, dass jede Zahlbe-
reichserweiterung Anderungen mit sich bringt, da jeder Zahlbereich seinen eigenen Gesetzen
und Rechenregeln unterliegt. Dadurch treten im Umgang mit ihnen hdufig Probleme auf, die
es gilt, durch eine anschauliche und intensive Behandlung mit den ,,neuen* Zahlen und ihren
Rechenoperationen, zu beseitigen. Dafir ist es von enormer Bedeutung, dass die Lehrkréfte
sich den h&aufigen Fehlerquellen und Problemen der Schilerinnen und Schiler bewusst wer-
den und sich dadurch ad&quat und gewissenhaft auf die Probleme einstellen konnen. Eine
anschauliche Vorstellung von den Rechenoperationen der negativen Zahlen scheint eine weit-
reichende Bedeutung fir das Verstandnis der Schilerinnen und Schiler zu haben und kann
durch eine Anzahl von Modellen erreicht werden. Dabei sollte die Lehrkraft jedoch jedes
Modell auch kritisch hinterfragen und das passende Modell bzw. die passenden Modelle fur
ihre Klasse herausgreifen.

Der Schulbuchvergleich hat uns des Weiteren verdeutlicht, dass wir als angehende Lehrerin-
nen und Lehrer jedes Schulbuch, was uns eventuell von der Schulleitung bzw. der Fachbe-
reichsleitung vorgegeben wird, kritisch auf seine Tauglichkeit untersuchen sollten. Auch
wenn die grobe Struktur der Schulblcher oft gleich ist, sind doch relevante Unterschiede in
der Feingliederung aufzufinden. Das heif3t jede Lehrkraft sollte sich dartiber Gedanken ma-
chen, ob die jeweilige Reihenfolge im Schulbuch logisch aufgebaut ist und tbernommen wer-
den kann, oder ob man sie andern sollte.

Insgesamt scheint eine intensive Beschéaftigung der Lehrkrafte mit dem Thema der Zahlbe-
reichserweiterungen von enormer Bedeutung zu sein, um den Schilerinnen und Schilern die

Beschiftigung mit den ,,neuen® Zahlen méglichst logisch und einfach zu machen.
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Anhang

Anhang
(Arbeitsbogen 1)

Gruppe 1: Das Schrittmodell

Eure Aufgabe ist es mit Hilfe des Schrittmodells Additionsaufgaben mit negativen Zahlen zu
I6sen. Dazu habe ich euch mit Tesakrepp eine Zahlengerade auf den FulRboden geklebt, mit
der ihr arbeiten sollt.

Guckt euch dazu zunachst die Beispielaufgaben an, probiert selbst 2 Aufgaben pro Person,
fullt den Liickentext und I6st anschlieBend mit Hilfe des Schrittmodells unten stehende Auf-
gaben.

AnschlielRend soll das Modell euren Klassenkameraden vorgestellt werden.

I. Beispiele:
Aufgabe 1: (+3) + (+5) =

Avrbeitsauftrag:
Starte bei der ,,0° mit Blickrichtung zu den positiven Zahlen.
Fur die positive Zahl +3 laufe 3 Schritte vorwarts, fur die positive Zahl +5 gehe an-
schlieBend 5 Schritte vorwarts.
Wo stehst du jetzt?

10 9 8 7 -6 5 4 3 2 1 10
(+3) + (+5) =
Aufgabe 2:  (-5) + (+2) =
Arbeitsauftrag:
Starte bei der ,,0° mit Blickrichtung zu den positiven Zahlen.
Fur die negative Zahl -5 lauf 5 Schritte ruckwarts, fir die positive Zahl +2 geh an-
schlielend 2 Schritte vorwarts.
Wo stehst du jetzt?
1.
4—
I I N N S A I N O (N B
T o
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 - -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 10
%
2.
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Anhang

I1. Ausprobieren:

Jedes Gruppenmitglied 16st nun durch gleiches Verfahren 2 unterschiedliche Aufgaben:

(+5) +(+2) = (+4) + (+4) = (+8) + (+1) = (+2) + (+7) =
(+1) + (-3) = (+5) + (-3) = (-8) + (+5) = (-6) + (+9) =
I11. Regeln:

Fullt die Licken richtig aus.

1. Wir starten immer bei der Zahl . Mit Blick zu den Zahlen.
2. Fur positive Zahlen laufen wir immer
3. Fir negative Zahlen laufen wir immer

1. Aufgaben:

Rechnet nun folgende Aufgaben mit Hilfe des Schrittmodells.

(-2) + (+3) = (-1)+(-9)= (1) +(-2)= (-3)+(-5) =
(+4) + (-6) = (-3) + (+7) = (-2) + (+1) = (-1)+(-1) =
(-5) +(-2) = (+5) +(-1) = (+8) +(-9) = (-8) + (+2) =

V. Vorbereitung fiir den VVortrag:

Uberlegt euch, wie ihr das Modell den anderen Mitschiilern am Besten erklaren konnt, so dass
diese anschlieRend in der Lage sind Aufgaben mit Hilfe dieses Modells zu l6sen.
Wihlt einen Gruppenleiter, der eure Lésung den Mitschillern préasentiert.
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Anhang

(Arbeitsbogen 2)

Gruppe 2: Das Doppelturmmodell

Eure Aufgabe ist es mit Hilfe des Doppelturmmodells Additionsaufgaben mit negativen Zah-
len zu 16sen. Dazu bekommt ihr schwarze und weil3e Steine, mit denen ihr arbeiten sollt. Die
Doppeltirme sind euch ja bereits von der letzten Schulstunde bekannt.

Guckt euch dazu zunachst die Beispielaufgabe an, und 16st anschlieBend mit Hilfe des Dop-
pelturmmodells unten stehende Aufgaben.

Nach der Gruppenarbeit soll das Modell euren Klassenkameraden vorgestellt werden.

I. Beispiel:
Aufgabe: (+3) + (+5) =
1. Schritt: Erstelle 2 Doppelturmchen fir die Zahlen +3 und +5.

2. Schritt: Stelle nun jeweils die schwarzen und die weien Steine der beiden Doppel-
tlrme Ubereinander.

3. Schritt: Welche Zahl représentiert der neue Doppelturm?

x B

= +8

Wiederhole die Schritte 2 und 3, indem du andere Doppeltiirme fir die Zahlen +3 und +5
baust.
Erhéltst du das gleiche Ergebnis?

1l. Aufgaben:

Rechnet nun folgende Aufgaben mit Hilfe des Doppelturmmodells.

(-2) + (+3) = (-1)+(-9) = (1) +(-2) = (-3)+(-5) =
(+4) + (-6) = (-3)+(+7) = (-2)+(+1) = (D+(1=
(-5) +(-2) = (+5) + (-1) = (+8) +(-9) = (-8) + (+2) =

I11. Vorbereitung fiir den VVortrag:

Uberlegt euch, wie ihr das Modell den anderen Mitschiilern am Besten erklaren konnt, so dass
diese anschlieBend in der Lage sind Aufgaben mit Hilfe dieses Modells zu 16sen.
Wihlt einen Gruppenleiter, der eure Lésung den Mitschilern préasentiert.
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(Arbeitsbogen 3)
Gruppe 3: Das Additionshomogramm

Dieser 1m lange Pappstreifen heil3t Additionsnomogramm. Als Hilfsmittel braucht ihr ein
Tafellineal.

Eure Aufgabe ist es mit Hilfe des Additionsnomogramms Additionsaufgaben mit negativen
Zahlen zu l6sen.

Guckt euch dazu zunachst die Beispielaufgabe an, 16st mit Hilfe des Additionsnomogramms
unten stehende Aufgaben und beantwortet anschliel3end die Fragen.

Am Ende der Gruppenarbeit soll das Modell euren Klassenkameraden vorgestellt werden.

|. Beispiel:
Aufgabe: (+3) + (+5) =
Mit dem Nomogramm rechnet man folgendermafen:

Suche die 3 auf der oberen Geraden, die 5 auf der unteren Geraden. Verbinde beide mit dem
Lineal. Das Ergebnis der Aufgabe liest du auf der mittleren Gerade ab.

1l. Aufgaben:

Rechnet nun folgende Aufgaben mit Hilfe des Additionsnomogramm.

(-2) + (+3) = (-1) +(-9) = (-7)+(-2) = (-3) +(-5) =
(+4) + (-6) = (-3) +(+7) = (-2) + (+1) = (D +(-1)=
(-5) +(-2) = (+5) + (-1) = (+8) + (-9) = (-8) + (+2) =

I11. Beantwortet folgende Frage:

Welche Zahlengeraden sind gleich und was fallt euch bei der dritten auf?

Nehmt ein kariertes DinA4 Blatt quer und zeichnet das Additionsnomogramm in euer Heft.
Wihlt dazu fur die gleichen Zahlengeraden als Mafstab 1cm = 1 LE.

1V. Vorbereitung fur den VVortrag:

Uberlegt euch, wie ihr das Modell den anderen Mitschiilern am Besten erklaren konnt, so dass
diese anschlieRend in der Lage sind Aufgaben mit Hilfe dieses Modells zu l6sen.
Wabhlt einen Gruppenleiter, der eure Losung den Mitschiilern prasentiert.
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Hausaufgaben
Aufgabel: Schrittmodell
Fulle den Lickentext.
1. Beim Schrittmodell starten wir immer bei der Zahl . Mit Blick zu den

Zahlen.
2. Fur positive Zahlen laufen wir immer
3. Fir negative Zahlen laufen wir immer

Lose folgende Aufgaben mit Hilfe des Schrittmodells. Trage deine Ergebnisse wie im Bei-
spiel graphisch in das Diagramm unten ein.

Beispiel:
1.
4—
I N N N I N N A A A
LT o
10 7 6 5 -4 ,/@8w 2 a1 o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
%
2.
(5) +(+2) =
a) (N+(2)=

Aufageb?2: Doppelturmmodell
Lose folgende Aufgaben mit Hilfe des Doppelturmmodells.

a) () + ()=

jL -
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by  (3)+(2)=

+

Aufgabe 3: Additionsnomogramm

Lose folgende Aufgaben mit Hilfe des Additionsnomogramms, indem du die Verbindungslinie

wie im Beispiel auf den Extrazettel einzeichnest.

a) (+4)+(7n)=

by  (6)+(1)=

(Das Additionsnomogramm sollten den Schiilern in einer gréBeren Kopie als DinA 4 zur Verfligung

gestellt werden.)

Beispiel: a+b=c

*

N

a* b
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