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1. Lineare Rekursionen in der Praxis 1

Im Programm folgenl werden die ersten Glieder einer rekursiv definierten Folge be-
rechnet und geplottet.

(a) Lasse das Programm folgen1 ablaufen und vollziche den Programmablauf Zeile fiir
Zeile nach. Wie lautet der Anfangswert, wie die Rekursionsvorschrift? Beschreibe
das langfristige Verhalten der Folge.

(b) Andere den Code so ab, dass die Folge mit einem anderen Startwert beginnt. Un-
tersuche dann das Verhalten der Folge fiir verschiedene Startwerte.

(c) Verdndere den Code so, dass das Programm den Folgenverlauf fiir verschiedene
Startwerte (z.B. g = —10,—-9,...,,19,20 ) in ein Bild plottet.

2. Lineare Rekursionen in der Praxis I1

(a) Finde fiir die Folge aus Aufgabe 1 alle Startwerte, die bei der Anwendung der Re-
kursionsvorschrift unverandert bleiben (die so genannten Fixpunkte der Rekursion).

(b) Die Folge aus Aufgabe 1 ist ein Spezialfall einer linearen rekursiven Folge
Tpi1 = Q- Ty +b.

Untersuche mit Hilfe des Programms fiir verschiedene Werte von a, b (auch negativ,
nicht ganzzahlig,...) und verschiedene Startwerte x(, wie sich die Folge verhélt, d.h.,
ob sie konvergiert oder divergiert und ob du im Fall der Konvergenz erkennen kannst,
wie der Grenzwert mit den Parametern a,b und xy zusammenhéngt.

3. Lineare Rekursionen in der Theorie

In dieser Aufgabe wollen wir die Eigenschaften allgemeiner linearer rekursiver Folgen
Tpy1 = Q- Ty + b ()
mit Startwert o € R und Parametern a,b € R rechnerisch untersuchen.

(a) Bestimme die Fixpunkte der linearen Rekursion (x).

(b) Finde eine explizite Darstellung fiir die Glieder der Folge (x,,)nen = (20, 21, 22, . . .),
also eine Darstellung, aus der sich x, direkt ohne Kenntnis von x,_; bestimmen
lasst (zo darf eingehen!). Hierbei ist moglicherweise die geometrische Summenformel

doiod = 1_1‘1_";1 hilfreich.

(c) Treffe mit Hilfe der der Ergebnisse aus (a) und (b) eine Aussage dariiber, fiir welche

a,b,ry € R die Folge konvergiert und fiir welche sie divergiert (d.h. nicht konver-
giert).

(d) Beweise: Wenn man in der Rekursionsvorschrift @ = 2 wihlt, ist jede Iterierte x,,
mit n > 2 das arithmetische Mittel seiner beiden Vorgénger, d.h.

1

Tpy2 = é(xn + xn—l)-

(e) Wie ldsst sich das Ergebnis aus (c¢) fiir den Fall verallgemeinern, dass a # 2 ist?



4. Rekursionen mit Reziproken

(a) Untersuche fiir die Rekursionsvorschriften

1 1
an+1:——|—2, xn+1:3__7 xn-l-l:l__?
n n Tn
3 1
Ty =2 — 2 g =2 —
n T

das Verhalten der Folgenglieder zugehoriger Folgen. Teste verschiedene Startwerte
und halte deine Beobachtungen fest.

(b) Bestimme die Fixpunkte von Rekursionen der allgemeinen Form

a
Tp+1 = — +b
Tn

und versuche, Aussagen iiber ihre Konvergenz in Abhéngigkeit von a,b und zy zu
treffen.

(c) Beschreibe das Verhalten der Folgenglieder der dritten Folge aus (a). Kannst du ihr
Verhalten rechnerisch ausdriicken?

1
(d) Die Folge x,,,1 = 2—— aus (a) ist anscheinend konvergent. Beweise ihre Konvergenz
x

n
rechnerisch.

5. Riickwirts gedacht

In Aufgabe 4 haben wir uns iiberlegt, dass eine Rekursionen der Form

Tpt1 = 2y (%)

n

im Fall der Konvergenz gegen einen Grenzwert der Form z* = m + y/n konvergiert.
Konstruiere umgekehrt zu vorgegebenen Zahlen m,n € N eine Iteration der Form (x),
die gegen x* = m + /n konvergiert.

6. Rekursionen mit Wurzeln
Untersuche die Rekursionsvorschriften

Tpt1 = /Tp T A, Tpp1 = G — /Ty

fiir verschiedene a € R auf ihr Konvergenzverhalten. Bestimme insbesondere wieder die
Fixpunkte der Rekursionen.



7.

8.
(a)
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Chaotische Rekursionen

In dieser Aufgabe betrachten wir die Rekursionsvorschrift
Tpy1 =72 —C ()
mit Startwert zo = 0 fiir verschiedene Werte von c.
(a) Bestimme die Fixpunkte der Rekursionsvorschrift und eine notwendige Bedingung

dafiir, dass die Rekursion (x) iiberhaupt konvergieren kann.

(b) Untersuche das Verhalten der entstehenden Folgen fiir einige Werte fiir ¢ und be-
schreiben ihr Verhalten. Untersuche insbesondere die Félle

- 0<c<0,75,
-0,7<c< 1,2,
—c=1,3,
—c=1,75,

- 1,8<c<?2.

(c) In (b) ergeben sich in einigen Féllen Folgen, die konvergente Teilfolgen besitzen.
Formuliere fiir diese Teilfolgen eine Rekursionsvorschrift und ihre zugehorige Fix-
punktgleichung.

Nullstellen von komplizierteren Funktionen

Im Gegensatz zu quadratischen Funktion/Gleichungen sind die Nullstellen eines Poly-
noms dritten Grades, also einer Funktion der Form

f@y=a-2*+b-2*+c-2+d

(mit festen Koeffizienten a,b,c,d € R) nicht mehr so einfach bestimmbar. Untersuche
mit Hilfe der Plotfunktion von GeoGebra, wie viele Nullstellen ein Polynom 3. Grades
haben kann. Schieberegler fiir a, b, c und d sind hierbei niitzlich.

Bestimme fiir das Polynom
flz) =a® 32+ 1

mit Hilfe von GeoGebra Nédherungen fiir die Nullstellen von f.
Schreibe die zugehorige Gleichung
? =32 +1=0

zu einer Fixpunktgleichung = = ¢(x) um. Plotte mit Hilfe von GeoGebra den Verlauf
von ¢. Wie verhilt sich die Steigung von ¢ in der Néhe der jeweiligen Fixpunkte?

Teste die Konvergenz der Fixpunktiterationen x, 1 = ¢(x,). Wahle dazu die Schatzwer-
te aus (b) als Startwerte fiir eine Fixpunktiteration und erklédre deine Beobachtungen.



9. Vier verschiedene Fixpunktiterationen

In Aufgabe 8 wurde die Polynomgleichung f(x) = 23 — 32z? + 1 = 0 in eine Fixpunkt-
gleichung verwandelt. Hier sind vier Moglichkeiten:

(i) ¢1(2) =3 (iii) ¢3(r) =2° =32+ +1
(i) ¢a(a) = =5 (v) da(a) = £/5%5

(a) Uberpriife rechnerisch, dass die Fixpunkte der Funktionen ¢, . .., ¢, genau die Null-
stellen des Polynoms f sind.

(b) Plotte die Graphen von ¢y, ..., ¢4. Versuche anhand der Steigung der jeweiligen
Graphen zu entscheiden, welche Fixpunkte anziehend, welche abstoflend sind.

(c) Teste die Iterationen mit geeigneten Startwerten und verifiziere deine Vermutungen

aus (b).

10. Dreieinhalb Probleme — Gleichungen aufstellen

(a) Eine Leiter von 4 Meter Lénge wird an eine senkrechte Wand gelehnt. An der Wand
steht eine wiirfelférmige Kiste mit 1m langen Seiten. Wie weit ist die Leiter von der
Wand entfernt, wenn sie die Kiste beriihrt?

(d) Ein Auto verliert im Laufe seines ,Lebens® an Wert — nur wie, dariiber ldsst sich
treflich steiten. Vergleichen wir fiir ein konkretes Auto vom Neuwert 20.000 € zwei
Modelle:

e pro Jahr fillt der Wert um 1.000 €(bis er Null ist, lineare Wertabnahme)
e pro Jahr féllt der Wert um 15 % (exponentielle Wertabnahme)

Ermittle mit Hilfe einer Gleichung die Zeitpunkte, zu denen das Auto nach beiden
Modellen den gleichen Wert hat.

(c¢) Aus einem DIN-A4-Blatt werden an den vier Ecken gleich grofle Quadrate der Sei-
tenldnge x ausgeschnitten, die Restfigur wird zu einer Schachtel gefaltet. Fiir welche
x hat die Schachtel ein Volumen von 1 Liter?

(d) Gibt es auch fiir ein Volumen von 1,1 Liter eine Antwort auf die Frage in (c)?

11. Dreieinhalb Probleme — Computerhilfe I

Bestimme mit Hilfe der Plotfunktion von GeoGebra Néherungslosungen fiir die Proble-
me aus Aufgabe 1.

Stelle dann die Gleichung aus (a) auf verschiedene Arten in eine Fixpunktgleichung
x = ¢(x) um. Findest du eine, die fiir die genaue Berechnug der Losung mit einem Ite-
rationsverfahren geeignet ist? (Zur Beantwortung dieser Frage kannst du auch GeoGebra
nutzen, um ¢ zu plotten und die Steigung im Fixpunkt zu analysieren.)

12. Dreieinhalb Probleme — Computerhilfe 11

(a) Erstelle einen Pseudocode fiir das Bisektionsverfahren und das Sekantenverfahren.
Ermittle dabei insbesondere Auswertungsvorschriften fiir die benotigten Grofen.

(b) Setze beide Verfahren in Python um und teste sie gegeneinander anhand der Pro-
bleme aus Aufgabe 1.



