MSG Aufzeichnungen vom 21.07.2017 Zirkel 8c

1 Vollstandige Induktion

1.1 Summenformeln

Beispiel Zu zeigen ist, dass fiir alle positiven ganzen Zahlen n gilt

1)(n + 2
124234 +n-(nt1) =0t ?2(7” ),

Beweis

Induktionsanfang Sei n = 1. Es gilt direkt die Behauptung mit 1-2 = %

Induktionsschritt

Induktionsvoraussetzung Es gelte 1-2+2-3+...+n-(n+1) = w

Induktionsbehauptung Es gilt auch 1-2+2-3+...+n-(n+ 1)+ (n+
_ (n+1)(n+2)(n+3)
1)-(n+2) = 3 .

Induktionsbeweis Durch das Ersetzen des bekannten Teils der Summe er-
halten wir
1-242-34+...4n-(n+1)+(n+1)-(n+2)
~_nn+1)(n+2)

+(n+1)-(n+2)

3
. (n+1)?)(n+2)+3_ (n+1)3(n—|—2)
_ (n+1)(n+2)(n+3)
3

1.2 Teilbarkeit

Bemerkung Fir ,a teilt b schreiben wir im Folgenden auch a | b.

3

Beispiel Wir wollen zeigen, dass n® — n fiir alle positiven ganzen n durch 3 teilbar ist.

Beweis

Induktionsanfang Sei n = 1. Daher folgt n* —n = 1> — 1 = 0 und wegen 3 | 0
auch insbesondere 3 | (n® — n).

Induktionsschritt

Induktionsvoraussetzung Es gelte 3 | (n® —n).

Induktionsbehauptung Es gilt auch 3 | ((n +1)® — (n + 1)).

1
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Induktionsbeweis Ausmultiplizieren und geschicktes Zusammenfassen er-
gibt
n+1)P—m+1)=0*+3n"+3n+1)— (n+1)
=n3+3n*+2n
=n®—n+3n*+3n
= (n® —n) +3(n* +n)
Nach Voraussetzung gilt 3 | (n® — n). Offensichtlich teilt 3 jedoch auch

3(n%+n). Also muss auch die Summe (n3—n)+3(n*+n) = (n+1)>*—(n+1)
durch 3 teilbar sein.

® — n fiir alle positiven ganzen n durch 5 teilbar ist.

Beispiel Es gilt, dass n
Beweis
Induktionsanfang Sei n = 1. Daher folgt n® —n = 15 —1 = 0 und wegen 5 | 0
auch insbesondere 5 | (n® — n).

Induktionsschritt

Induktionsvoraussetzung Es gelte 5 | (n® — n).
Induktionsbehauptung Es gilt auch 5 | ((n+1)° — (n + 1)).

Induktionsbeweis Wieder multiplizieren wir aus und fassen geschickt zu-
sammen. Wir erhalten

(n+1P°—m+1)= " +5n*+10n* +10n* +5n+ 1) — (n + 1)
=n’+5n* + 10n* + 10n? + 4n
=n® —n+5n* +10n® + 10 + 5n
= (n° —n) +5(n* + 2n° + 2n* + n)

Nach Voraussetzung gilt 5 | (n® —n). Natiirlich teilt 5 jedoch auch 5(n*+
2n3 + 2n% + n). Wieder folgt daraus, dass auch die Summe (n® — n) +
5(n* +2n3 +2n? +n) = (n+1)° — (n + 1) durch 5 teilbar ist.

Beispiel Fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen n gilt 4 | (3n* 4+ n?).

Beweis Die Details bleiben als Hausaufgabe dem geneigten Leser iiberlassen. [ |
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