Kapitel 1

Mal3theorie

Der Bereich ist MalStheorie beschiftigt sich grundsétzlich
mit einer besonderen Art von Abbildungen, den MaRen.
Ein MaR ordnet einer Menge eine nichtnegative Zahl zu.
Dieser Wert kann als die ,GréR8e“ der Menge gedeutet wer-
den, eine oft bessere Vorstellung ist aber die, der ,Masse*
der Menge. Beispiele von MaR3en sind:

1. Lange, Flicheninhalt, Volumen, etc.
2. WahrscheinlichkeitsmaRe.
3. Das Zahlmal (die Anzahl der Elemente einer Menge).

4. Winkelmalle.

Zdhlmalle sind sehr einfache Beispiele und werden des-
halb nicht stirker betrachtet. Es ist einfach die Machtigkeit
einer Menge. Winkelmal3e sind Spezialfille fiir die Geo-
metrie und ebenfalls nicht von fundamentaler Bedeutung.

Wir konzentrieren und hauptsédchlich auf die ersten beiden

Beispiele.

1.1 Das Lebesgue-MaRR

Die Bezeichnung , Lebesgue-Malk“ ist technisch gesehen
etwas irrefithrend, weil damit eigentlich eine ganze Fa-
milie von Mallen gemeint ist. Ein Quadrat mit Seitenlén-
ge a im R? mag einen Flidcheninhalt von a? haben, aber
ein Volumen von 0. Die Dimension hat einen Einfluss und
deshalb ist es sinnvoll fiir jede Dimension 7 ein gesonder-
ten Lebesgue-Mal zu haben. Wir schreiben A" (A) fiir eine
Menge A < R", um die n-dimensionale Masse der Men-
ge A zu bezeichnen. In niedrigen Dimensionen haben wir
speziellere Bezeichnungen.

« Alist die Gesamtlinge.
* A2 ist der Gesamtflicheninhalt.

o A3 ist das Gesamtvolumen.

Stell dir dabei vor, dass die Menge A uniform aus irgend-
einem Material besteht, Metall zum Beispiel. Es ist fiir die
Vorstellung egal was fiir ein Material es ist, aber es ist wich-
tig, dass es eine gleichmalig verteilte Dichte aufweist.

1.1.1 Der Satz von Vitali

Ein solches Mall wie das Lebesgue-MaR sollte selbstver-
stdndlich einige intuitive Eigenschaften besitzen. Unter
anderem die folgenden:

I Die leere Menge hat Masse 0. Das bedeutet 1" (@) = 0.

II Masse ist translationsinvariant. Das heifSt, wenn wir
ein Objekt im Raum verschieben, dann &ndert sich
dessen Masse nicht. Fiir v € R” und A < R” gilt dann

A A+v)=A"(A),
wobei A+v={a+v:aec A}

III Masse ist o-additiv. Das heil3t fiir eine hochstens ab-
zdhlbare Familie von paarweise disjunkten Mengen
Ap,Ay,...cR" gilt

A" =) AYA).

j=1

o0
L14;
j=1

IV Die Masse bzw. das n-dimensionale Volumen eines
Quaders ist das Produkt der Seitenldngen. Konkret

heillt das
n
Alak, b)) = ] (bx — ax).
k=1
Warum ITII? Die Eigenschaften I, I und IV sind wahr-

scheinlich leicht zu motivieren. Eigenschaft III wirkt je-
doch vergleichsweise méchtig, da es auch fiir unendliche
viele Mengen gelten soll. Zu diesem Punkt gibt es eine Auf-
gabe.



Aufgabe 1.1.1 Bestimme den Flicheninhalt des Dreiecks
moglichst genau mithilfe der Abbildung 1.1.1. Erklédre wie
wir beliebig nahe an das korrekte Ergebnis gelangen kénn-
ten und warum wir dafiir Eigenschaft III bendtigen.

Die Zielstellung kénnte nun lauten ein solches Mal$ zu
finden, sodass die Eigenschaften I-1V erfiillt sind. Zerschla-
gend kommt dann allerdings der Satz von Vitali daher, wel-
cher besagt, dass genau das nicht moglich ist.

Satzvon Vitali Es gibt keine Abbildung 1" : 28" — [0,00],
die I-1V erfiillt.

Wir beweisen diesen Satz im Fall n = 1 (der allgemeine Fall
geht exakt genauso) durch folgende Aufgaben.

Aufgabe 1.1.2 Beweise, dass x ~ y © x— y € Q eine Aqui-
valenzrelation ist.

Aufgabe 1.1.3 Sei R < [0, 1] eine Menge von Représen-
tanten bzgl. der vorigen Aquivalenzrelation. Betrachte die
Menge

a= (]

qeQn[-1,1]

(R+¢q).

Bestimme A!(A) in den Féllen
1. AY(R)=0.

2. AY(R)>0.

Aufgabe 1.1.4 Beweise, dass aus III die folgende Eigen-
schaft folgt: Wenn A € B, dann 1"(A) < A" (B).

Aufgabe 1.1.5 Begriinde [0,1] € A < [-1,2]. Wo liegt der
Widerspruch?

Aufgabe 1.1.6 Welche Voraussetzung des Satzes von Vitali
ist deiner Meinung nach zu stark?

Antwort Der Definitionsbereich 2®".

1.1.2 Einschub: Mengensysteme

Ein Mengensystem ist eine Menge von Mengen. Wir nen-
nen ein Mengensystem .4

e U-stabil, wenn AUB€e .«

e N-stabil, wenn AnBe .«

¢ \-stabil, wenn A\ B € .4 und

¢ o’_stabil, wenn A¢ € .«

fiir jeweils alle A,Be /.

Beispiele Die Potenzmenge einer Menge erfiillt offen-
bar alle diese Eigenschaften. Die Leere Menge ebenso. Die
Menge {{1,2}, {1}, {2}, @} (bzgl. der Grundmenge {1,2}) ist U-
und «¢-stabil, aber weder Nn- noch \-stabil. Bemerke, dass
fiir die Komplementbildung die Angabe der Grundmenge
wichtig ist.

Aufgabe 1.1.7 Wir haben 4 Eigenschaften an Mengen-
systeme. Welche Implikationen gelten zwischen diesen?
Welche Kombinationen sind alles moglich? Tipp: Es gibt
insgesamt 8. Finde zu jedem ein Beispiel

Ein Mengensystem .4 heil3t

¢ Verband, wenn es U- und n-stabil ist.
* Ring, wenn es U- und \-stabil ist.

e Algebra, wenn es U- und «°-stabil ist.

In einer Algebra sind endliche Vereinigungen kein Pro-
blem. Aber fiir unser Maliproblem werden wir auch ab-
zdhlbare Vereinigungen betrachten. Aus diesem Grund
betrachten wir eine Verschiarfung der Begriffe. Ein Men-
gensystem heif3t

e g-U-stabil, wenn U‘]’c":1 Ay € 4 und

* o-n-stabil, wenn 72, Ay € M

fiir alle Ay, Ay, ... € 4. Ist es 0-U- und «°-stabil und enthilt
die leere Menge, dann nennen wir es eine o-Algebra.

Aufgabe 1.1.8 Begriinde, dass eine o-Algebra alle in die-
sem Kapitel eingefiihrten Eigenschaften besitzt.

1.1.3 Das Prinzip der guten Mengen
In diesem Kapitel lernen wir eines der zwei Schliisselwerk-

zeuge der Malstheorie kennen. Dafiir miissen wir zundchst
zwei weitere Begriffe einfiihren.

Dynkin-Systeme Ein Mengensystem 2 < 2 heiRt Dyn-
kin-System, wenn es die folgenden 3 Eigenschaften besitzt:

D1 Qe



Abbildung 1.1: Ein gleichschenkliges Dreieck mit Schenkellénge 16.



D2 A\BeZfir ABe2mitBC A

D3 |_|2°:1 Ay € 2 fiir paarweise disjunkte Ay, Az,...€ 2.

Aufgabe 1.1.9 Zeige, dass ein N-stabiles Dynkin-System
eine o-Algebra ist.

Fiir ein beliebiges Mengensystem & < 2 bezeichnen wir

mit

* (&) das kleinste Dynkin-System, welches & enthilt
und

* 0(&) die kleinste g-Algebra, welche & enthilt.

In diesem Fillen bezeichnen wir & als Erzeuger.

Dynkin-Lemma Ist der Erzeuger & n-stabil, dann gilt
6(&8) =0a(&).

Beweis Da jede o-Algebra auch ein Dynkin-System ist,
gilt 6(&) < g(&). Es geniigt nun zu zeigen, dass (&) eine
o-Algebra bildet.

Wir wollen nun zeigen, dass AN B € §(&) fiir A,B € 6(8).
Dafiir zeigen wir aber zuerst AN E € §(&) fiir A€ 6(&) und
Ecé.

Wir betrachten nun

PD={A€d(E):VEEE:ANE€H(E)}

Aufgabe 1.1.10 Zeige, dass 2 ein Dynkin-System ist, wel-
ches & enthilt.

Offenbar gilt 2 < §(&). Da 2 aber auch ein Dynkin-System
ist, welches & enthélt und 6 (&) das kleinste Dynkin-System
ist, welches & enthilt, gilt auch § (&) € 2. Damit folgt 2 =
6(&). Und das ist gleichbedeutend mit AN E € §(&) fiir alle
Aed(E)und E € & (x).

Definiere nun

D" ={A€bB):VYDebS(&E):AnDe &)}

Aufgabe 1.1.11 Zeige nun, dass 6 (&) n-stabil ist. Gehe
dabei wie in voriger Aufgabe vor.

Wie funktioniert das Prinzip? Gegeben sei eine Aussage
¢(A) tiber Mengen und eine o-Algebra <f .

Ziel: Zeige ¢p(A) ist wahr fiir alle A€ of.

Trick: Zeige nur ¢(A) ist wahr fiir alle A € & fiir einen N-
stabilen Erzeuger von </ (0(&) = «f). Betrachte nun

9 ={Ae o :p(A) ist wahr}

(Das System der guten Mengen). Zeige nun 2 ist ein
Dynkin-System. Daraus folgt nun der Rest.

Wieso funktioniert das? Wir haben§ <2 co(&8) und 2
ist ein Dynkin-System. Damit folgt per Definition §(&) <

9 < 0(&). Aber nach dem Dynkinlemma gilt §(&) = o (8).
Damit folgt 2 = 0 (&) = «, also ist ¢(A) fiir alle A € of wahr.

Aufgabe 1.1.12 Beweise: Fiir eine beliebige Abbildung
f: X — Y und einem N-stabilen Erzeuger & < 2V gilt

flo@)=a(f 1 &).

1.1.4 Male

In diesem Kapitel werfen wir einen Blick auf das Ziel. Un-
ser Vorhaben war es, ein geeignetes Mal? fiir ein Mengen-
system im R” zu finden, das so groR ist wie maoglich. Was
genau ist ein Mal$?

Definition Sei o eine o-Algebra. Ein Mal ist eine Abbil-
dung u: o/ — [0,00], die folgende 2 Eigenschaften erfiillt.

M1 Es gilt u(@) =0.

M2 Fiir alle A, Ay, ... paarweise disjunkt gilt

=) pAR)
k=1

U

o0
LI Ax
k=1

Die Eigenschaft (M2) wird auch als o-Additivitét bezeich-
net.

Aufgabe 1.1.13 Eine Funktion &/ — [0, 00] heif3t additiv,
wenn fiir disjunkte A, B < of gilt u(Au B) = p(A) + u(B).
Zeige, dass Mal3e additiv sind.

Aufgabe 1.1.14 Eine Funktion &« — [0,00] heilt o-subad-
ditiv, wenn fiir A;, Ay, ... S o gilt

o0 o0
p| U Ak| = Y u(Ap).
k=1 k=1

Zeige, dass Malle o-subadditiv sind.



Aufgabe 1.1.15 Angenommen wir hétten bereits ein funk-
tionierendes Mal$ i auf den reellen Zahlen gefunden, so-
dass

* u((a,b)) =b-afiralle a, beR.

Wir nehmen nun auch an, dass Q < R messbar ist, also
1(Q) existiert. Zeige, dass p(Q) = 0 sein muss.

Tipp: Nutze die Abzdihlbarkeit von Q und die Subadditivitit
von .

Wir zeigen nun eine Art Stetigkeit von MaBen. Dazu zwei
Notationen:

e FirAjcAy)cAz3c...und A= Ule Ay schreiben wir
Ap T A.

e FirAj2A,2A32...und A= ﬂ%"zl Ay schreiben wir
Ap | A.

Falls nun Ay 1 A, dann gilt p(Ag) — p(A) fiir k — oco.
Beweis dazu Also offenbar haben wir zundchst p(Ag) <
w(A) fiir alle k und damit

lim pu(Ag) < p(A).

k—o00

Es bleibt die andere Ungleichung zu zeigen. Wir nehmen
dabei an, dass p(Ag) < oo fiir alle k. (Warum?)

Definiere Ag = @ und By = A\ Ap_;1.

Aufgabe 1.1.16 Zeige u(By) = u(Ag) — p(Ag-1).

Nun rechnen wir

u(A) =p| U Ak | = u UBk)s Y (B
k=1 k=1 k=1
=) (A — (A1)
k=1
= lim p(Ak) — p(Ao)
= lim p(Ar)

Aufgabe 1.1.17 Begriinde, warum aus Ay | A nicht auto-
matisch limy_ o, t(Agx) = u(A) folgt.

Aufgabe 1.1.18 Betrachte nun Ay | A mit u(A;) < oo.
Zeige, dass nun p(Ag) — p(A) fiir k — oo gilt. Begriinde
dafiir zundchst (A1 \ Ap) 1 (A1 \ A).

Das Highlight dieses Kapitels ist der Eindeutigkeitssatz fiir
Male. Angenommen du héttest ein MaRl i : of — [0,00]

und kennst die Werte von p bereits auf & < /. Unter wel-
chen Voraussetzungen kennst du nun das gesamte MaR?
Hier ist ein Beispiel.

Sei Q ={1,2,3} und P : 2 — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeits-
mal (das heilSt IP(Q) = 1) mit

e P({1}) =1/2,
e P({2))=1/3und

o P({3}) =1/6.

Reichen diese Angaben, um P vollstdndig festzulegen? Ja,
denn alle Teilmengen in 2 lassen sich als Vereinigung von
diesen drei Mengen schreiben und die MaRe sind dann
durch die Additivitit festgelegt. Zum Beispiel ist

1 1 5

PdL,2h =P +P{2}) = 2 + 37§
Um ein Wahrscheinlichkeitsmald auf Q < N festzulegen,
scheint es zu geniigen, die einelementigen Teilmengen zu
bestimmen. Tatséchlich wird fiir die Binomialverteilung
auf {0, ..., n} oder der Gleichverteilung oft eine sogenannte
»Zdhldichte“ gegeben, welche dann gentigt, um alles {iber
die Wahrscheinlichkeiten auszusagen. Aber dazu spiter
vielleicht mehr.

Wir sehen also, dass es nicht nétig zu sein scheint, ein Mal§
fiir alle Mengen zu definieren, die messbar sind. Es reicht
eine hinreichend grole erzeugende Klasse zu finden. Das
werden die N-stabilen Erzeuger sein, die wir letztes Kapitel
kennengelernt haben.

Eindeutigkeitssatz fiir endliche MaRe Seien y,u' : of —
[0,00) Male mit u(Q) = u'(Q) < cound & ein N-stabiler
Erzeuger von /. Falls nun u(E) = ¢/ (E) fiir alle E € &, dann
folgt u=y'.

Beweis Betrachte
D ={Ae u(A) = (A)}.

Offenbar ist & < 2. Es bleibt zu zeigen, dass 2 ein Dynkin-
System ist, da dann aus dem Prinzip der guten Mengen
folgt, dass p(A) = u'(A) fiir alle A € of, und damit u = p'.

Aufgabe 1.1.19 Zeige, dass 2 ein Dynkin-System ist.

Wir wollen uns nun jedoch nicht nur mit endlichen Ma-
Ben, also u(Q) < oo, beschiftigen, sondern eine groRere
Klasse von MaRen betrachten. Als Motivation dafiir neh-
men wir das Zdhlmald (M) = |M| zur Hand, bei welchem
wir einfach die Anzahl der Elemente einer Menge zdhlen.



Betrachten wir also zum Beispiel Q = {1,...,10}, so gilt
1(Q) = 10. Genauso stellen wir fest, dass p({1,5,7,8}) =4
und p({2,3}) = 2. Interessanterweise wiirde dies auch
stimmen, wenn wir u stattdessen als ZghlmaR auf Q' =
{1,...,100} oder sogar {1,...,1000} definiert hitten. Daher
liegt es nahe, dass wir p direkt auf allen Teilmengen 2N von
IN definieren wollen, was jedoch nicht mit einem endli-
chen Mal3 geht, da N (abzédhlbar) unendliche viele Zahlen
enthilt, und damit p(N) = co gelten muss.

Warum ist dies jetzt aber tiberhaupt ein Problem? Wenn
wir anfangen, dass Zdhlma@ auf N zu definieren, so haben
wir folgende Konstruktion: fiir jede endliche Teilmenge

A < N setzen wir p1(A) = |Al. Jetzt stellt sich die Frage, ob
dies das Mal$ i auf N bereits eindeutig definiert, und ob
daraus fiir unendliche Mengen auch direkt A € N auch
1(A) = oo folgt. Um beide Fragen zu beantworten, brau-
chen wir zuerst folgende Definition, welche zu unserer
Idee der verschiedenen Q von vorher zusammenpasst.

Definition Sei o/ eine o-Algebra auf Q und p: of — [0,00]
ein Mafd mit mit ¢(Q) = co. Wir nennen p g-endlich, wenn
es eine Folge von Mengen (Ay) gibt, so dass Ax 1 Q und
1(Ag) < oo fiir alle k € N. Die Folge (Ag) wird auch Aus-
schépfung von Q genannt.

Wir sehen direkt, dass unser p, welches wir fiir alle end-
lichen Mengen definiert haben, o-endlich ist, indem wir
A ={1,...,k} und damit p(Ag) = |Ax| = k wihlen. Dass
dies unser MaR p auf ganz 2V eindeutig charakterisiert,
folgt nun aus dem folgendem verallgemeinerten Eindeu-
tigkeitssatz.

Eindeutigkeitssatz fiir o-endliche MaRe Seien y, ' :
o/ — [0,00) Mal3e, & ein N-stabiler Erzeuger von < und
Er 1 Q eine Ausschdpfung von Q mit Ey € &. Falls nun
w(E) = /' (E) fir alle E € & und insbesondere u(Ey) =
' (Ex) < oo, dann folgt u = /.

Beweis Wir betrachten fiir alle k € N die Einschrankun-
gen g, und p'|g, der MaRe pund p' auf die Menge Ey.
Dies bedeutet, dass wir statt A das Mengensystem

oy ={ANEy: Acof}

betrachten. Insbesondere sind die MaRe |z, und /|,
endlich, da plg, = p'|g, < oco. Zusitzlich betrachten wir
auch die folgenden Einschrdnkungen unseres N-stabilen
Erzeugers &

&, ={ENE;:E€é}.

Aufgabe 1.1.20 Zeige, dass & ein Nn-stabiler Erzeuger
von & ist. Leite daraus ab, dass p|g, und Wl £, als Malle

auf o7} zusammen mit dem N-stabilen Erzeuger & die
Voraussetzungen des Eindeutigkeitssatzes fiir endliche
Male erfiillen, und folgere daraus ulg, = T4 Ep-

Aufgabe 1.1.21 Zeige, dass daraus auch p = p' folgt, in-
dem du fiir beliebige Mengen A € «f die Ausschépfung
AN Ex 1 Abetrachtest, und dann tiber die Stetigkeit von u
und p’ argumentierst.

1.1.5 Von Inhalten zu Mallen

Wir sind nun bereit das Lebesgue-MaR zu konstruieren.
Die Konstruktion basiert auf den Arbeiten des Mathema-
tikers Constantin Carathéodory (*1873 Berlin, 11950 Miin-
chen).

Definition Eine Abbildung u* : 2 — [0,00] heift duReres
Maf3, wenn

I p*(A) =0 firalle Ae 22,
II ASB= pu*(A) <u*(B) fiiralle A, B €29 und
I p* (U2,) S %2, 1*(Ag) fiir alle Ay, Ay, ... € 22

Konstruktion von duleren MaRen Sei & < 2 eine Alge-
braund p : & — [0,00] eine Funktion mit p(®) = 0. Dann
ist

©(A) = inf{ Y pEj):Ac|JE} Ej eg}
j=1 j=1

ein dulleres Mal3.

Aufgabe 1.1.22 Weise I und I nach.

Tipp zu II: Begriinde, dass jede Uberdeckung von B auch
eine Uberdeckung von A ist.

Beweis von III Seien A, As,... € 2% und € > 0 belie-
big. Fiir jedes k gibt es dann eine Kollektion von Mengen

Eik), Eék), ...€&,s0dass Ay < U‘j?‘;l E;.k) und

(o)

Y p(Ej.’c’) <p*(Ap) +e-27F

j=1

Jetzt ist UZ"ZI A cU®

00 (k) . e
e Ui Ej und damit per Definition

o0
U Ax
k=1

IJ*

oo o0 k (e ¢} (e 0]
<Y Y ENsY pAnre) 27
k=1j=1 k=1 k=1

(e
=) w(Ap +e.
k=1



Da € > 0 beliebig klein gew@hlt werden kann, muss die o-
Subadditivitét folgen.

Erweiterung Falls p sogar o-additiv ist (wo es moglich
ist), dann gilt u*(E) = p(E) firalle E€ &.

Beweis Sei E € & beliebig. Offenbar ist E eine Uberde-
ckung von sich selbst, also gilt u* (E) < p(E). Es bleibt die
andere Richtung zu zeigen. Sei E < U2 | Ex mit Ex € £. Es
gibt nun eine Uberdeckung durch Mengen Ej, B, ... sodass
diese paarweise disjunkt sind und E = U3 | Ey.

Aufgabe 1.1.23 Begriinde den letzten Satz und beende
den Beweis.

Wir kdnnen nun also sogenannte o -Inhalte (Abbildungen
p : & — [0,00] mit p(®) = 0 und o-additiv) zu dulleren
MaRen auf der gesamten Potenzmenge erweitern.

Messbare Mengen nach Carathéodory Wir bezeichnen
nun eine Menge A € 2% als u* -messbar, wenn fiir jede Teil-
menge O € 2 gilt

1 (0) = " (0N A) +pu* (O\ A).

Diese Definition ist &ullerst genial, denn sie ermoglicht
alles, was wir uns erhoffen konnen.

Erweiterungssatz von Carathéodory Es sei & < 29 eine
Algebraund p : & — [0,00] ein o-Inhalt. Dann gibt es eine
o-Algebra «f und ein vollstindiges Mall u : o — [0,00] mit
p(E) = p(E) firalle E€ &.

Was vollstindig bedeutet, kldren wir am Ende des Bewei-
ses. Nimmt man zusétzlich an, dass p auch o-endlich ist,
dann erhalten wir durch den Eindeutigkeitssatz, dass die
hier gefundene Erweiterung ebenfalls eindeutig ist.



