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Funktionalgleichungen I11

In diesem Brief wollen wir das Thema der Funktionalgleichungen abschlieen. Wir star-
ten mit Aufgabe 3 aus dem letzten Brief. Wir suchen also alle stetigen Funktionen
f:(0,00) = (0,00), welche

f(zy)

f(x) + fy) + 2vyf(zy) = Tty

(1)

fiir alle x,y > 0 erfiillen.

Am Anfang ist es sinnvoll zu versuchen, spezielle Funktionswerte auszurechnen und damit
ein Gefiihl fiir die mégliche Form der Losung zu bekommen. Wir starten damit, in
x =y = 1 einzusetzen und erhalten

_ @) 1
f(1)+f(1)+2f(1)—m e f2)= (2)
Setzen wir hingegen x =y =2 in , so erhalten wir
F@+ 1) +sfn =4 8 g g

Es scheint also, als wire f(z) = w—lg, doch wie kénnte man dies beweisen? In der Aufgabe ist
spezifisch von stetigen Funktionen die Rede. Daher bietet sich also der Ansatz an, zuerst
f(x) = =% fiir alle natiirlichen Zahlen, dann fiir alle rationalen Zahlen und am Ende, durch
Ausnutzen der Stetigkeit, den Zusammenhang fiir alle reellen Zahlen zu beweisen.

Das héufig gewdhlte Mittel, um eine solche Gleichung fiir alle natiirlichen Zahlen zu
beweisen, ist die vollstéandige Induktion. Wir brauchen also sowohl den Startwert f(1) als
auch einen Weg von f(n) auf f(n+1) zu schliefen. Wir wollen nun zuerst f(1) bestimmen.
Dazu setzen wir in (1)) z :== 1 und y := 2 und erhalten

2 1
FO)+ 1) +470) = 5 B 470 +5 = o (4)
Setzen wir hingegen x =1, y == 3 in , so erhalten wir
F(1)+ 1(3) +67(3) = % F(1) = 9£(3) (5)

Aus () und () folgt nun 4f(1)+5 = % bzw. 4f(1)>+5f(1) = 9. Es gibt also die beiden

Losungen f(1) = =% und f(1) = 1. Da jedoch nach Aufgabenstellen f nur positive Werte
annimmt, folgt also f(1) = 1 und mit (f]) auch f(3) = 5. Damit haben wir also unseren
Induktionsanfang.

Als néchstes bendtigen wir jedoch noch eine Méglichkeit von f(n) auf f(n+1) zu schlieflen.
Dazu setzen wir y :=1 in und erhalten

f(z) 1

F@) + 1) +20f(@) = S0 & s = f(lx)

2241 (6)
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1 _ 1
n2+2n+1 = (n+1)2’

Wenn wir also induktiv annehmen, dass f(n) = 25, so folgt f(n+1) =
was unsere Aussage fiir alle n € N* beweist.

Der néchste Schritt ist es nun f(x) = ?12 fiir alle rationalen Zahlen zu beweisen. Dazu
stellen wir zuerst fest, dass aus @ sogar folgende stérkere Aussage folgt

1 1 , 11
e R e R D gl eyl R GO

Sei nun § € Q, eine rationale Zahl, d.h. p,q € N*. Dann kénnen wir in (1) z := ¢ und

y = § einsetzen und erhalten

f(p)
f(a+2)

Nutzen wir nun (7)) und zusétzlich, dass wir wegen p € N* bereits wissen, dass f(p) = z%
gilt, so folgt

@)+ f (g) + 1) =

e rwr(7) 455 @*q(”gﬂ)

P 1 1 7> 1
<:>f(_)__2'—:_2__2'q_2
a) P g (2) I
Daraus folgt dann f <§> = Z—z, wenn wir wieder nutzen, dass f nur positive Werte an-
nimmt, wodurch der Beweis fiir die rationalen Zahlen abgeschlossen ist.

Sei € Ry nun eine reelle Zahl. Dann kénnen wir immer eine Folge rationaler Zahlen
(rn)n € Q finden, so dass r,, — x. Da wir f(r,) jedoch schon kennen, folgt mit Stetigkeit

fa) =7 (tm r) = lm fr,) = lm 5 =

n—o0 n—oo n—00 T% 1‘2

Damit folgt, dass wenn f eine Losung ist, sie die Form f(z) = ;712 fiir alle z € R, hat. Als
letztes ist nur noch zu zeigen, dass dies auch wirklich eine Losung unserer Funktionalglei-

chung ist

1 1 1 242y + 1yt f(zy)
( ) ( ) ( ) 72 y2 ;pzyQ m2y2 (x_:y)z f(ZL‘ + y)

Folgende Aufgabe eignet sich gut, um dieses Losungsprinzip nochmal zu iiben

Aufgabe 1 Finde alle Funktionen f : Q — Q, welche die Bedingung f(1) = 2 und die
Identitat

fley) = f(@)f(y) — flx+y)+1

fiir alle z,y € Q erfiillen.
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Aufgabe 2 (Zusatz) Zeige, dass alle Funktionen f : R — R mit f(1) =2 und
flzy) = f(@)f(y) — fle+y)+1

fiir alle x, y € R, notwendigerweise stetig sind.

Tipp: Aus Aufgabe 1 wissen wir, wie f auf den rationalen Zahlen aussieht. Versuche dar-
aus dann mit Hilfe der Funktionalgleichung die Funktion f auch fiir alle nicht-rationalen
x zu bestimmen.

Als unser letztes Beispiel zu Funktionalgleichungen suchen wir alle Funktionen f : R — R,
welche

f@®+ f(y) =y + f(z)* (8)
fiir alle x,y € R erfiillen.

Zuerst stellen wir fest, dass f(x) = x die Gleichung lésen wiirde. Aber wir versuchen
vorher wieder moglichst viel iber f herauszufinden, indem wir spezielle Werte einsetzen.

So lieft x == 0 in
F W) =y + f(0)

Aus dieser Gleichung konnen wir sogar eine sehr starke Eigenschaft von f folgern: f ist
bijektiv. Es gilt ndmlich zum einen, dass fiir jedes z € R, f(f(z — f(0)?)) = 2, d.h. 2
wird an der Stelle f(z — f(0)?) angenommen und zum anderen, dass fiir z,y € R mit

f(x) = f(y) auch = + £(0)* = f(f(z)) = f(f(y)) = y+ f(0)* und damit = = y gilt.

Als néchstes setzten wir y := 0 in ()

fl@® + £(0)) = f(x)® (9)
Setzen wir nun z := —x in (9)), so folgt auch f(z? + f(0)) = f(—2)? und damit

f@)? = f(~2)?

Da f jedoch injektiv ist, gilt f(x) # f(—x) fiir z # 0. Also folgt f(z) = —f(x), d.h. f ist
ungerade. Gleichzeitig folgt aus der Bijektivitiat, dass es genau ein € R mit f(x) = 0
gibt. Da f ungerade ist, erhalten wir damit, dass f(0) = 0. Setzen wir dies nun in ein,
so vereinfacht sich diese Gleichung zu

Insbesondere gilt fiir jedes ¢ > 0, dass f(t) = f(\/?) = f(v/t)?> > 0 und gleichzeitig
f(=t) =—f(t) <O0.

Wir wissen bereits, dass f(x) = z eine Losung der Gleichung wére und wollen nun
zeigen, dass dies auch die einzige Losung ist. Dazu betrachten wir g(t) = > — f(¢*) und
stellen fest, dass g(t) = 0 fiir alle t > 0 dquivalent zu f(x) = z fir alle z € R ist. Fiir
t = 0 gilt f(0) = 0 und daher auch g(0) = 0. Sei also t > 0. Jetzt nutzen wir mit
x =t und y := —t? und erhalten

FE+F(=)) ==+ () & flot) = f(&* = f(7) = (" = f(t")) = —g(t)
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Erinnern wir uns jedoch, dass f(x) > 0 fiir x > 0 und f(x) < 0 fiir x < 0, so folgt daraus,
dass g(t) = 0 fur alle t. Also haben wir gezeigt, dass f(x) = x fiir alle z € R die einzige
Losung ist.

Wieder gibt es eine dhnliche Aufgabe zum Uben

Aufgabe 3 Ermittle alle Funktionen f : R — R, welche

flf(z) + f(y) =y + (f(2))*

fiir alle z,y € R erfiillen.

Zum Abschluss noch eine Knobelaufgabe, welche nicht direkt etwas mit den hier vorge-
stellten Losungsmethoden fiir Funktionalgleichungen zu tun hat.

Aufgabe 4 Finde eine Funktion f : N — N, so dass

f(f(n)) =n*

fiir alle n € N gilt.



