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Graphentheorie 111

In den nachsten beiden Brief wollen wir uns mit dem 5-Farbensatz auseinandersetzen.
Eine iibliche Formulierung ist

Jede Landkarte kann mit 5 Farben so eingefirbt werden, dass keine zwei angrenzenden
Lénder die gleiche Farbe besitzen.

Landkarte mogliche Farbung mit 5 Farben

Dieser Satz gilt sogar mit nur 4 Farben, aber der Beweis ist ungleich schwerer, weshalb
wir uns an dieser Stelle mit der schwicheren Version begniigen. Unser erstes Ziel ist es,
diesen Satz mathematisch zu formulieren. Dazu brauchen wir folgende Definition:

Ein Graph heifit planar, wenn er in der Ebene so gezeichnet (bzw. eingebettet) werden
kann, wobei die Knoten durch Punkte und die Kanten durch Kurven zwischen diesen
Punkten représentiert werden, dass keine Kanten sich schneiden. Interessanterweise gilt
laut einem Satz von Wagner und Fray sogar, dass es man jeden planaren Graphen derart
einbetten kann, dass jede Kante als gerade Strecke dargestellt wird.

Aufgabe 1 Sind folgende Graphen planar?
(a) (b) (c)

Wie héngen nun planare Graphen mit Landkarten zusammen? Wir stellen jede Landkarte
als Graph dar, indem wir jedem Land einen Knoten zuordnen. Falls zwei Lénder angren-
zen, so verbinden wir die entsprechenden Knoten. Die Frage ist nun, ob dieser Graph
notwendigerweise planar ist.



MSG 17.09.2020 Robert Denkert, Rainer Lang

AN

V

Landkarte Konstruktion des entsprechenden Graphen

Aufgabe 2 Zeige, dass jeder Graph, der aus einer solchen Landkarte entsteht, planar
18t.

Aufgabe 3 Beweise, dass andersherum fiir jeden gegebenen planaren Graphen auch eine
entsprechende Landkarte existiert.

Da nun jedes Land durch genau einen Knoten modelliert wird, entspricht eine Féarbung
der Landkarte also einer Knotenfarbung es entsprechenden planaren Graphen. Das heifit,
dass wir den 5-Farbensatz mathematisch also wie folgt formulieren kénnen

Jeder planare Graph ist 5-fdarbbar.

Der Beweis dieses Satzes nutzt den FEulerschen Polyedersatz fiir planare Graphen. Dieser
besagt, dass fiir zusammenhéngende, planare Graphen v — e + f = 2 gilt, wobei v die
Knotenzahl, e die Kantenzahl und f die Anzahl der Flichen ist, die durch die Kanten
aufgespannt wird. Dabei zdhlen das duflere Gebiet mit.

Graph mit v —e+ f=6—-9+5=2
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Aufgabe 4 Beweise den Eulerschen Polyedersatz fiir planare Graphen durch strukturelle
Induktion, d.h. indem du dir iiberlegst, was passiert, wenn du einen neuen verbundenen
Knoten oder eine Kante zwischen zwei bestehenden Knoten hinzufiigst.

Wir wollen diesen Satz nun auf unseren Graphen anwenden, welcher aus der Landkarte
entstanden ist. Es gilt also auch hier v — e + f = 2. Bemerken wir zusétzlich, dass jedes
Gebiet durch mindestens 3 Kanten begrenzt werden, wobei jede Kante an maximal zwei
Kanten angrenzt, so erhalten wir 2e > 3f und damit 6 = 3v — 3e + 3f < 3v — e, d.h.
e < 3v — 6. Insbesondere folgt, dass es einen Knoten U € V geben muss, dessen Grad
hochstens 5 ist, da wir sonst mindestens 3v Kanten brauchten.

Aufgabe 5 Nutze diesem Umstand um eine schwdchere Version, den 6-Farbensatz, zu
beweisen.

Tipp: Fiihre eine vollstindige Induktion tber die Anzahl der Knoten.

Néchste Woche werden wir den Beweis dann erweitern um den 5-Farbensatz zu zeigen.



