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Graphentheorie IV

Der 5-Farbensatz

Nachdem wir letzte Woche den Beweis des 5-Farbensatzes begonnen haben, wollen ihn in
dieser Serie abschlieBen. Dazu wollen wir den Beweis des 6-Farbensatzes aus den Haus-
aufgaben nun erweitern. Zur Erinnerung, wir hatten eine gegebene Landkarte durch einen
planaren Graphen dargestellt und im ersten Schritt gezeigt, dass dieser immer mindestens
einen Knoten mit Grad hochstens 5 besitzen muss. Um nun zu beweisen, dass jeder solche
planare Graph 6-farbbar ist, fithren wir eine vollstindige Induktion iiber die Anzahl der
Knoten im Graphen durch.

Da der Induktionsanfang trivial ist, gehen wir gleich zum Induktionsschritt iiber. Gegeben
sei ein planarer Graph mit n Knoten, von welchem wir nun zeigen wollen, dass dieser 6-
farbbar ist. Dabei wissen wir schon, dass dies fiir alle Graphen mit weniger als n Knoten
zutrifft. Wir haben letzte Woche gezeigt, dass einer der Knoten den Grad hochstens 5
besitzt. Der Trick ist nun, diesen Knoten und alle seine Kanten zu entfernen.
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Knoten mit 5 Nachbarn Nach Entfernen des Knotens

Dadurch erhalten wir einen planaren Graphen mit n — 1 Knoten. Dieser ist jedoch nach
Induktionsannahme mit 6 Farben farbbar. Um daraus eine Féarbung fiir unseren originalen
Graphen zu erhalten, miissen wir uns nur noch iiberlegen, warum wir den zuvor entfernten
Knoten auch so farben konnen, dass sich keine zwei Farben beriihren. Da dieser Knoten
jedoch nur hochstens fiinf Nachbarn hat, muss es definitiv eine Farbe geben, mit welcher
keiner seiner Nachbarn gefarbt ist. Wir wéhlen also genau diese Farbe und erhalten damit
eine 6-Féarbung fiir unseren originalen Graphen.

Der Beweis des 5-Farbensatzes folgt der gleichen Idee, ist jedoch etwas komplizierter.
Wir fithren wieder eine Induktion iiber die Anzahl der Knoten durch und bemerken im
Induktionsschritt auch wieder zuerst, dass es einen Knoten U € V geben muss, welcher
vom Grad 5 oder kleiner ist. Auch erhalten wir wieder eine Farbung der restlichen Knoten,
indem wir den Graphen ohne U betrachten und die Induktionsvoraussetzung nutzen. Nun
unterscheiden wir zwei Fille: der Knotengrad ist kleiner als 5 und der Knotengrad ist
gleich 5.
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Aufgabe 1 Zeige fiir den Fall deg(U) < 5, dass der Graph 5-farbbar ist.

Wir nehmen also deg(U) = 5 an. Wir bezeichnen die fiinf Nachbarknoten mit Uy, ... ,Us
im Uhrzeigersinn. Falls zwei dieser Knoten die gleiche Farbe haben, so gibt es immer eine
Farbe, mit welcher keiner der fiinf Knoten gefdrbt wurde und mit dieser konnen wir U

dann ohne Probleme fiarben. Betrachten wir also den Fall, dass Uy, ... ,Us verschiedene
Farben haben.

Um den Beweis anschaulicher zu machen, seien 0.B.d.A. Uy, ... ,Us in den obigen Farben
gefiarbt. Das Ziel ist es jetzt, diese Knoten (und entsprechend auch den restlichen Gra-
phen!) so umzufiarben, dass wir fiir U wieder eine freie Farbe haben. Dazu betrachten den
Graphen Giot grimm, Welcher entsteht, wenn wir nur die roten und griinen Knoten und die
Kanten zwischen diesen aus G nehmen. Gleichzeitig definieren wir analog Gulay,gelb. Wir
wollen jetzt die Zusammenhangskomponenten dieser Graphen analysieren.

Aufgabe 2 Angenommen Uy, und Us liegen in der gleichen Zusammenhangskomponente
o1 G rot grim, d.h. es gibt einen Weg zwischen thnen, welcher nur rote und grime Knoten
benutzt. Zeige, dass dann U, und Uy nicht in der gleichen Zusammenhangskomponente
von Gygu,genn liegen konnen.

Wir wissen also, dass U; und Ujz in verschiedenen Zusammenhangskomponenten von
Grot,grin 0der Us und Uy in verschiedenen Zusammenhangskomponenten von Gijaygelb
liegen. Nehmen wir 0.B.d.A. an, dass der erste Fall zutrifft. Das heifit also, dass es keinen
Weg zwischen diesen gibt, welcher nur rote und griine Knoten benutzt. Wir wihlen jetzt
die Zusammenhangskomponente aus, in welcher U; liegt und vertauschen in dieser rot
und griin.

Jetzt ist eine Farbung entstanden, bei welcher nur vier verschiedene Farben an unseren
Knoten U angrenzen. Wir kénnen also U ohne Probleme rot farben.

Aber warum ist diese neue Farbung iiberhaupt valide? Innerhalb der umgefiarbten Zusam-
menhangskomponente hatten wir vorher nur Kanten mit genau einem roten und einem
griinen Knoten. Dies ist auch nach dem Umférben noch so. Auflerhalb der Zusammen-
hangskomponente haben wir nichts geéindert. Und bei Kanten, welche von einem Knoten
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Vor dem Umfarben Nach dem Umfarben

innerhalb der Zusammenhangskomponente zu einem Knoten auflerhalb fiihren, so stellen
wir fest, dass der Knoten auflerhalb nicht mit rot oder griin gefdarbt sein kann, da er sonst
auch zur gleichen Zusammenhangskomponente gehoren wiirde. Daher kann auch hier kein
Problem durch die Umféarbung entstanden sein.

Damit haben wir also eine 5-Farbung fiir den Ausgangsgraphen gefunden.

Der Freundschaftssatz

Nach dem 5-Farbensatz wollen wir uns als nachstes mit einem neuen Problem in der
Graphentheorie beschiftigen, dem Freundschaftssatz. Dieser besagt

Wenn in einem Raum je zwei Personen genau einen gemeinsamen Freund haben, so gibt
es eine Person, die mit allen anderen befreundet ist.

Dabei gehen wir davon aus, dass Freundschaften immer beidseitig sind, und niemand mit
sich selbst befreundet ist. Mathematisch wird das dann wie folgt formuliert

Freundschaftssatz Fulls in einem Graphen je zwei verschiedene Knoten immer genau
ewnen gemeinsamen Nachbarn haben, so gibt es einen Knoten, welcher mit allen anderen
verbunden 1st.

Solche Graphen, in denen je zwei verschiedene Knoten immer genau einen gemeinsamen
Nachbarn haben, nennen wir Freundschaftsgraphen.

Aufgabe 3 Gebe Freundschaftsgraphen mit 3, 5,7 und 9 Knoten an. Kann es Freund-
schaftsgraphen mit einer geraden Anzahl an Knoten geben? Du darfst in deiner Be-
grindung den Freundschaftssatz benutzen.

Aufgabe 4 In den Graphen aus Aufgabe 3 ist ein Muster zu erkennen. Zeige mit Hilfe
des Freundschaftssatzes, dass solche Freundschaftsgraphen immer diese Form haben.



