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1. Einfiihrung in die komplexen Zahlen

Die Beschiftigung mit reellen Polynomen fiihrt zu dem Ergebnis, dass in einigen Féllen Losungen exis-
tieren, in anderen Fillen aber nicht. Besonders markant ist das Fehlen einer Losung der Gleichung

z? = —1.

Dies liefert Anlass fiir eine Erweiterung des Zahlenbereichs der reellen Zahlen. Eine Betrachtung von
Zahlen als Vektoren in R x R hat historisch gesehen Einsicht in dieses Thema geliefert. Spezieller, die
Betrachtung von —1 als den Vektor (_01). Wenn man Vektoren multipliziert, indem man ihre Betrige
multipliziert und ihre Winkel addiert (eine Eigenschaft, die wir spéter wiederfinden werden), ist geome-
trisch gesehen der Vektor, der mit sich selbst multipliziert den Vektor (_01) ergibt, schlicht der Vektor

((1)) Die Zahl, die zu diesem Vektor gehort, nennen wir 4, die sogenannte imagindre Einheit. Damit ist
also die Losung der Gleichung gefunden, es gilt

i? = —1.
Entsprechend folgt auch
(—i)? = —1.
Wir definieren nun die imagindren Zahlen iR auf der imaginéiren Achse:
iR :={bi | b € R}.

Im Folgenden definieren wir die Menge der komplexen Zahlen, die iiberall auf der sogenannten komplexen
Zahlenebene oder auch der Gaufischen Zahlenebene liegen. Es wird sozusagen die reelle Ebene R x R
durch R x iR ausgetauscht. Betrachtete Vektoren sind dann die komplexen Zahlen. Wir definieren also:

C:={a+bi|abeR}

Ziel unseres Kurses war der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, der besagt, dass jedes komplexe
Polynom P(z) = a,z" +an_ 12" ' +... 4+ a1z +ag vom Grad n > 1 genau n komplexe Nullstellen besitzt.
Die Koeffizienten ag, a1, ..., a, des Polynoms sind dabei komplexe Zahlen.

2. Grundlegende Operationen auf komplexen Zahlen

2.1. Definitionen

Sei z = a + bi € C eine komplexe Zahl. Dann definieren wir

Re(z) :=a Der Realteil von z
Im(z):=b Der Imaginérteil von z
Z:=a—bi Die konjugiert-komplexe Zahl zu z
|z| := Va2 + b2 Der Betrag von z (Abstand vom Nullpunkt)
|21 — 29| Den Abstand zweier komplexer Zahlen

2.2. Rechenoperationen

Seien z; = a + bi, z0 = c+ di € C. Dann gilt:

21420 = (a+c¢)+i(b+d), |z1-22] = |z1|- |22l
z1-22 = (ac—0bd)+i(ad+ bc), 271 = |zl
Re(z1) < |z, 21+ 2 = 71+ 7,
Im(z) < |z, 7122 = 7172,
z1+%zZ1 = 2Re(z1).



2.3. Dreiecksungleichungen

Satz 1. Seien z1,20 € C. Dann gilt:

|21 + 22| < |z1] + |22] (Dreiecksungleichung A)
|21 + 22| > ||21] — |22|| (umgekehrte Dreiecksungleichung V)

Beweis: Es gilt:

|21 + 22|* = (21 + 22) (21 + 21)
=|al? + |2’ + 72+ 217
= |a1f* + |22|* + 7122 + 7122
= |z1)* + |22)* + 2Re(Z122)
<z + |2 + 2|71z
= |21 + [z2/* + 2|21 |22

= (1] + |22])*.
Aufgrund der Monotonie der Quadratfunktion folgt
|21 + 22| < [21] + |22].
Der Beweis fiir die umgekehrte Dreiecksungleichung kann mit Hilfe der Dreiecksungleichung gefiihrt wer-

den und wird dem geneigten Leser als Ubung iiberlassen. O

2.4. Polare Koordinaten

Nun vereinbaren wir eine alternative Schreibweise komplexer Zahlen. Bekanntermaflen ist jeder Punkt z
der Ebene (ausser dem Ursprung) bzw. jede komplexe Zahl z = a + ib # 0 durch den Abstand r = |z|
vom Ursprung und den orientierten Winkel ¢ mit der Abzisse eindeutig bestimmt. Aus trigonometrischen
Betrachtungen ergibt sich schnell, dass

a = r-cosey,
b = r-singy,
und somit 2z = a+bi=7r-(cosp+ising).

Mit der Euler-Identitit ¢’ = cos + isin o kann man das auch in der Form z = r - €!¥ schreiben. Das
ist die sogenannte trigonometrische oder polare Darstellung der komplexen Zahlen.

iR

Gh e . z=(a,b) =a+1ib




Sie erleichtert die Multiplikation von komplexen Zahlen:
Seien zy = rie'ft, zo = rqe*¥2 € C. Dann gilt
21 - 29 =TTy - €12 = piry - eile1te:)

=179 - (cos (1 + p2) +isin (p1 + 2)).

2.5. Wurzeln komplexer Zahlen
Potenzen von komplexen Zahlen sind wie Potenzen reeller Zahlen definiert:

=1,
2l =z 2"
Wie beim Multiplizieren ist es sinnvoll, beim Potenzieren (und Wurzelziehen) komplexer Zahlen ihre
polare Darstellung zu verwenden. Es ergibt sich durch mehrfaches Anwenden der Multiplikationsregel auf
z=r-€e"? € C die Formel von Moivre

2" =" e = 1. (cosnyp + isinng).
Ferner lésst sie sich als direkte Schlussfolgerung der Additionstheoreme zeigen.

Da das Wurzelziehen als die Umkehrfunktion zum Potenzieren verstanden werden kann, verwenden wir
folgende Formel zur Berechnung der Wurzeln.

Satz 2. Sei w = r-e¥ € C. Dann hat die Gleichung 2" = w genau n verschiedene Lésungen
205215+, 2n—1 und fiir jede dieser Losungen zy gilt:
2 2 - x
2= /r- (cos (sp + k- 7T> + isin (‘P +k- W)) = (/?.5(%“6-%)7
n n n n

wobei k € {0, 1, 2,...,n—1}.
Das ergibt sich dadurch, dass in zj; innerhalb der iR
Winkelfunktionen der Term

o+k-2m Z2

steht und besagte Winkelfunktionen periodisch mit
Perioede 27 sind. -1

Die n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl w # 0 bil-
den ein regelméfliges n-Eck auf dem Kreis mit dem

Radius {/|w|. 20 =

3. Konvergente Folgen und kompakte Teilmengen
3.1. Konvergente Folgen

Erinnerung: Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und a € R. Dann gilt:

lim a, =a <= Ve>03IngeN sodass |a, —a|l <eVn>nyg.

n—oo



Die Definition der Konvergenz komplexer Zahlenfolgen sieht 4 o °
genauso aus, da wir auch den Abstand zweier komplexer Zah- . _Zg(;_l\ K(z,¢)
len z1 und 25 als |21 — 22| € R kennen. Die Epsilon-Umgebung, A TSN ’
die wir auch bei reellen Zahlenfolgen finden, hat dann die ! e 3
Form einer Kreisscheibe um den Grenzwert. ! ¢ 0 —
Sei (zy,) eine Folge komplexer Zahlen und z € C. Dann defi- ’ \ o
nieren wir: X ‘

lim,, o0 2p = 2 ~—elo-
<= Ve>03IngeN sodass |z, —z| <eVn>ng.

Es gelten alle Grenzwertsétze, die auch fiir reelle Zahlenfolgen gelten. Dazu kommen folgende Sétze:

Satz 3. Sei (zy,) eine komplexe Zahlenfolge mit lim z, = z. Dann gilt.
n—oo

lim |z,| = = |z|.

n— oo

lim 2z,
n— o0

Satz 4. Fs gilt

lim 2z, =2 <= lim Re(z,) = Re(z) und lim Im(z,)=Im(z).

n—roo n—roo n—oo

Satz 5 (Satz von Bolzano - Weierstraf).
Sei (zp,) eine beschrinkte Folge komplexer Zahlen. So besitzt (z,) immer eine konvergente Teilfolge (zy,).

Der Beweis dieses Satzes verwendet den Satz von Bolzano-Weierstraf fiir reelle Zahlenfolgen und Satz 3.

3.2. Kompakte Teilmengen

Fiir den weiteren Verlauf benttigen wir noch den Begriff der Kompaktheit. Dazu brauchen wir zwei
weitere Begriffe: Abgeschlossenheit und Beschréinktheit.

1. Wir bezeichnen eine Menge M C C als abgeschlossen, wenn alle konvergenten Folgen (z,) aus M
ihren Grenzwert auch in M haben.

2. Wir bezeichnen M als beschrinkt, wenn ein Wert C' € R existiert, sodass |z| < C fiir alle z € M.

3. Wir bezeichnen M als kompakt, wenn M sowohl abgeschlossen als auch beschréinkt ist.

Beispiel: Die Kreisscheibe B(zg,r) :={z € C | |z — 2| <r} ist kompakt.

Angenommen, B(zp,r) wére nicht abgeschlossen. Dann gibt es eine konvergente Folge in B(zo, ), die
gegen einen Wert z auflerhalb der Kreisscheibe konvergiert. Jede Zahl auflerhalb der Kreisscheibe besitzt
einen positiven Abstand d zur Kreisscheibe. Wahlen wir die Epsilon-Umgebung von z mit Radius kleiner
als d, so sehen wir, dass z, nicht gegen z konvergieren kann, was einen Widerspruch liefert.

Weiterhin ist B(zg, ) beschrénkt durch |zo| + r + 1. Somit ist B(zg,r) kompakt.

Wir beweisen nun ein Kriterium, welches uns die Frage nach der Kompaktheit von Mengen erleichtert.

Satz 6 (Folgenkriterium fiir Kompaktheit).
Eine Menge M C C ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (z,) aus M eine Teilfolge (zy, ) besitzt,
deren Grenzwert in M liegt.



Beweis: (=) Sei M C C kompakt und (z,) eine beliebige Folge in M. M ist beschrinkt, also existiert
ein r € Rt mit |z| <7 Vz € M und damit |z,| <r Vn € N. Somit ist die Folge (z,) auch beschrinkt, hat
nach Satz 5 also eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert wiederum in M liegt, da M abgeschlossen
ist. Somit ist die Teilfolge des Folgenkriteriums gefunden.

(«<=) Sei M C C eine Menge, die das Folgenkriterium erfiillt. Angenommen, M wire nicht beschrénkt.
Dann existiert eine Folge (z,) in M, so dass |z,| > n fiir alle n € N, d.h. (z,,) ist nicht beschriankt. Somit
ist auch jede Teilfolge von (z,) unbeschrinkt und kann daher nicht konvergieren, ein Widerspruch zum
Folgenkriterium. M ist also beschrinkt. Als néichstes wird gezeigt, dass M abgeschlossen ist.

Sei (z,) eine konvergente Folge in M mit Grenzwert z € C. Laut Folgenkriterium besitzt (z,) eine
konvergente Teilfolge (2, ), deren Grenzwert in M liegt. Aus

z= lim z, = lim 2, € M
n— oo k—o0

folgt z € M. Somit ist M auch abgeschlossen und daher ist M kompakt. O

4. Die Eigenschaften stetiger Funktionen auf kompakten Mengen

Der folgende Abschnitt zur Betrachtung stetiger Funktionen auf kompakten Mengen fiihrt uns zum dritten
Grundbaustein fiir den Beweis des Fundamentalsatzes.

Hierbei betrachten wir zuerst die Stetigkeit, welche analog zur Stetigkeit reeller Funktionen ist:

Definition 1. Eine Funktion f : D € C — C heifit in p € D stetig, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0
existiert, so dass fiir alle z € D gilt:

lz—pl <0 = |f(z) = flp)| <e.
Ist f in jedem Punkt p € D stetig, so heifit f stetig.

Satz 7 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit).
Eine Funktion f: D C C — C ist genau dann in p € D stetig, wenn fiir jede Folge (z,,) aus D, die gegen
p konvergiert, die Bildfolge (f(z,)) gegen f(p) konvergiert.

Beweis: (=) Wir wiihlen uns eine beliebige Funktion f, welche in p € D stetig ist und zeigen zuerst,
dass das Folgenkriterium fiir Stetigkeit gilt: Sei (z,) eine beliebige Folge in D mit z, — p. Wir wollen
zeigen, dass die Bildfolge (f(zn)) gegen f(p) konvergiert. Sei € > 0. Da f in p stetig ist, existiert nach
Definition ein § > 0, so dass |f(z) — f(p)| < € fiir alle z € D mit |z — p| < §. Da nach Voraussetzung (z)
gegen p konvergiert, existiert ein ng € N, so dass |z, — p| < 0 fiir alle n > ng. Daraus folgt schlielich
|f(zn) — f(p)] < € fiir alle n > ng, was bedeutet, dass die Folge (f(z,)) gegen f(p) konvergiert.

(<) Entgegengesetzt dazu, fordern wir nun das Folgenkriterium fiir Stetigkeit und folgern damit in-
direkt die Stetigkeit von f in p. Angenommen, f wére in p nicht stetig. Dann existiert ein g9 > 0, so
dass fiir alle 6 > 0 ein z5 € D existiert mit |z5 — p| < 0, aber |f(zs) — f(p)| > €o9. Wir setzen nun unser
Delta ¢ := 2 mit n € N. Dann existiert ein z, € D mit |z, — p| < 2 und |f(z,) — f(p)| > €0. Da ()
eine Nullfolge ist, konvergiert die Folge (z,) gegen p. Aber die Bildfolge (f(z,)) kann nicht gegen f(p)
konvergieren, da ihr Abstsnd zu f(p) groBer gleich €9 > 0 ist. Somit ist das Folgenkriterium verletzt, d.h.
unsere Annahme war falsch. Also ist f in p stetig. O

Wir betrachten jetzt ein Polynom mit komplexen Koeffizienten ag, ay, ..., ay,.
P(z) :=a,z" + 12"V . +arz +ag
Wir benutzen das Folgenkriterium, zum Nachweis der Stetigkeit der durch P(z) definierten Funktion

P: C>z — P(z)eC.
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Wir withlen uns dazu eine beliebige Folge (z;) aus C mit limg_, o, 2, = 2z € C. Nach den Grenzwertsétzen
gilt

lim P(z,) = li w2l 4 a2V
Jim (2x) kgr;o(a 2p +an—1z  + —l—alzk—i—ao)

Ly o+ lim ao

= lim apzy + lim ap_12;"
k— o0 k—o00 k— o0
=apz" +an_12" ' +... +ap

= P(z2).

Auflerdem kénnen wir auch die Stetigkeit folgender Funktion erkléren:

|IP|: C>z — |P(2)|eR.

Auch hier wihlen wir uns eine Folge (2,,) in C mit lim,,_,~ 2, = z und erhalten mit Hilfe der Stetigkeit
von P und der Betragsfunktion (sieche Satz 3):

lim [P(z,)| =

n—oo

m P(z,)

li
n—oo

=[P(2)l

=[P (tim =)

Fiir uns sind vor allem die Eigenschaften stetiger Funktionen auf kompakten Mengen interessant.

Satz 8. Sei K C C eine kompakte Menge und f : K — C eine stetige Funktion. Dann ist das Bild
f(K) C C ebenfalls kompakt.

Beweis: Wir benutzen das Folgenkriterium fiir Kompaktheit. Sei (w,,) eine beliebige Folge in f(K).

Dann existieren z,, € K mit f(z,) = w,. Da K kompakt ist, besitzt die Folge (z,) eine in K konvergente

Teilfolge (zp, ). Sei z = klim zn, € K. Da f stetig ist, konvergiert die Folge (wy,) = (f(znk)) gegen
— 00

f(z) € f(K). Damit haben wir eine Teilfolge von (w,,) gefunden, die in f(K) konvergiert. O
Somit sind wir jetzt in der Lage, den dritten ,, Input” fiir den Fundamentalsatzes der Algebra zu beweisen:

Satz 9 (Satz vom Minimum und Maximum).
Sei K C C eine kompakte Menge und f : K — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f auf K ein globales
Mazimum und ein globales Minimum an, d.h. es existieren £1,& € K, so dass

F(&) < f(z) < f(&) Vze K.

Beweis: Da K kompakt und f : K — R stetig ist, ist f(K) C R ebenfalls kompakt. Folglich ist f(K) eine
beschrénkte Menge reeller Zahlen. Es existiert also das Supremum sup f(K) (kleinste obere Schranke von
f(K)) und das Infimum inf f(K) (groBte untere Schranke von f(K)). Da sup die kleinste obere Schranke
und inf die grdfite untere Schranke ist, existiert eine Folge (f(z,)) in f(K) mit lim f(z,) = sup f(K)
n—oo
sowie eine Folge (f(wy,)) in f(K) mit li_>m f(w,) = inf f(K). Da f(K) abgeschlossen ist, liegt der
Grenzwert der Folgen (f(z,)) und (f(wy,)) in f(K). Es gilt also sup f(K) € f(K) und inf f(K) € f(K),
d.h. es gibt zwei komplexe Zahlen &1,&; € K, so dass f(&§1) = inf f(K) und f(&) = sup f(K). Demzufolge
gilt
f&) < f(z) < f(&) VzekK.

5. Fundamentalsatz der Algebra - ein Beweis

Mit der Dreiecksungleichung, dem Satz von Minimum und Maximum und den Wurzeln komplexer Zahlen
haben wir nun alle Mittel, um den Fundamentalsatz der Algebra zu beweisen.
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Wir betrachten komplexe Polynome
P(z) :=a,2" + 12"V . +arz +ag

mit a,,ap_1,...,a1,a9 € C und a, # 0. n bezeichnet dann den Grad des Polynoms.
Eine komplexe Zahl £ heifit Nullstelle von P, wenn P(§) = 0.

Satz 10 (Fundamentalsatz der Algebra).
Jedes komplexe Polynom vom Grad > 1 besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Beweis: Sei P(z) := a,2" + An_12""1 4+ ...+ a1z + ag ein komplexes Polynom vom Grad n > 1 mit
UpyGp—1,...,00 € C und a, # 0. Da es fiir unseren Beweis keine Rolle spielt, durch a,, zu teilen (die
Nullstellen bleiben dabei gleich), nehmen wir 0.B.d.A. a,, =1 an.

1. Schritt: 'Wir benutzen zuerst den Satz von Minimun und Maximun, um zu zeigen, dass die Abbildung
|P| : C — R auf C ein globales Minimum annimmt, d.h. es existiert ein £ € C mit |P(£)] < |P(2)] fiir
alle z € C.

Wir betrachten dazu die reelle Zahl r := 1+ |ag| + |a1| + ... + |an—1| > 1 und zeigen, dass fiir alle z € C
mit |z| > r die Abschiitzung |P(z)| > r gilt. D.h. wir wollen beweisen, dass die Nullstellen nicht auflerhalb
der Kreisscheibe mit dem Radius r liegen kénnen.

Hierfiir betrachten zuerst das Polynom
Q(2) :=an 12" 4+ ...+ a1z + ap.
Dann gilt fiir alle z € C mit |z| > r > 1 nach der Dreiecksungleichung

(2)
Q)| < lan—12"71| + lan—22" 72| + ... + |arz| + |ao|

= |an_1||2|"F + |an_2||z|" "2 + ... + |a1||z| + |ao] (Ausklammern von |z|" 1)
— an—2| |a| |ao .
:z”1~(a, [ ) Abschétzen nach oben, da |z| > 1
| | |77« 1|+ |Z‘ + +|Z‘n_2+|2‘n_1 ( Z ) | |— )
<|zm 7t <|an_1| +|ap—a|+ ... |a1| + \ao\) (Ersetzen durch gewéhltes r)
=[z["(r = 1) (Voraussetzung: |z| > r)
< et (e = D).

Dadurch kénnen wir nun mithilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung den Betrag des Bildes |P(z)| fiir
alle z € C mit |z| > r nach unten abschitzen:

P() = " + Q) 2 |12 - Q)

> [2" = 1Q(2)]

> 2" = 2"t (2] = 1) (Abschitzung von |Q(2)])
_ |Z‘n—1

> |2|

>r

Wir betrachten nun die Funktion |P| auf der abgeschlossenen Kreisscheibe

B(0,7) :={z € C||z| <r}. Wir haben bereits gezeigt, dass B(0,r) kompakt ist und die Stetigkeit der
Funktion |P| : C — R nachgewiesen. Nach Satz von Minimum und Maximum nimmt |P| auf B(0,r) ein
globales Minimum an, d.h. es existiert ein £ € B(0,r) so dass |P(§)| < |P(z)] fiir alle z € B(0, r).

Da |P(0)| = |ag| < r, ist |P(§)| < r. Da aber |P(z)| > r fiir alle |z| > r gilt, folgt fiir die Zahl £ sogar
|[P(&)] < |P(z)] fiir alle z € C.
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2. Schritt: Nun muss noch gezeigt werden, dass £ eine Nullstelle von P ist. Dies beweisen wir indirekt
durch die Annahme, dass P(£) # 0, d.h. £ sei keine Nullstelle von P.

Dafiir betrachten wir folgendes Polynom:
P(z+¢)
P(£)
Da |P| in ¢ ein Minimum annimmt, gilt [H(z)| > 1 fiir alle z € C. Wir werden diese Eigenschaft von

H(z) zu einem Widerspruch fiihren.
Da H(0) =1, gilt by = 1. Somit hat H(z) die Form

H(z):= =0p2" by 12" 4 bz + by

H(z) =b,2" + bp12" Vb b2 1,

wobei m die kleinste Zahl j € {1,...,n} mit b; # 0 ist. Wir betrachten nun die komplexe Zahl w := —%.
Es gilt: Jw| = 1. )
_
Durch unseren Satz iiber die Existenz der Wurzeln L=R"u
komplexer Zahlen wissen wir, dass w genau m ver- At
schiedene m-te Wurzeln besitzt. Nun wahlen wir uns / N
eine dieser Wurzeln u, d.h. eine komplexe Zahl u mit ! (4 '
u™ = w. Wir betrachten nun H entlang des von u < 0 KL 2
erzeugten Strahls L := RTu. \\\_*_ _,/l
Dann gilt fiir alle t € RT wegen |u| = {/|w| = 1:
A
[H (tu)] < |by - t"u™ + .o A4 byt - "™ 4 by, - ™0™ 41 (Ersetzen von ™ durch w)

= |bn| -t u]™ + . A Bt -t ™ 4 by, -t w 4 1) (Einsetzen von w, |u| = 1)

b
= |bn| - t" + . A by | -t ’ — by - tm% +1
= byt o A o] T L= by
Wir betrachten nun die Zahlen p € RT, die so klein sind, dass p™ < Ibill’ also 1 — p™ - |by,| > 0. Dann
gilt
H(pw)| < [bal - 0" + o+ gt 5™ 41— g™ - by
= 1= ([l = b - p— - = [balp™ ™).

> 0 fiir p hinreichend klein

Folglich gilt fiir die Elemente pu € L mit hinreichend kleinem p, dass |H(pu)| < 1 gilt. Dies ist aber ein
Widerspruch zu unserer Annahme P(£) # 0, laut der |H(z)| > 1 V2 € C sein miifite. Somit war diese
Annahme falsch, also gilt P(¢) = 0. O

6. Schliisse aus dem Fundamentalsatz
6.1. Linearfaktorzerlegung fiir komplexe Polynome

Da wir nun den Fundamentalsatz der Algebra bewiesen haben, versuchen wir jetzt weitere Schliisse daraus
zu ziehen. Ein Schluss ist die Aussage iiber die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms:

Satz 11 (Linearfaktorzerlegung fiir komplexe Polynome).
Sei P(2) = anz"+...4a1z+ag ein komplezes Polynom vom Gradn > 1. Dann hat P genaun Nullstellen
£1,82,...,&, € C (die nicht verschieden sein miissen) und es gilt

Pz)=an - (z2—=&) (z2—&) ... (2 —&).
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Beweis: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist bekannt, dass jedes Polynom eine Nullstelle hat,
sei diese & € C, also P(&§1) = 0. Wir wollen von P(z) nun den Linearfaktor (z — &;) abspalten. Dazu
definieren wir ein Polynom Qg(z), das folgende Eigenschaft besitzen soll:

ol = (2= &) Qu(2). (1)
Ein solches Qx(z) ist gegeben durch:
Qulz) = 2" 4 2F 26 428732 4 p g2 bt

wobei k=2,...,n (da wir nur Polynome mit solchem Grad betrachten).
Damit ldsst sich P(z) wie folgt schreiben:

P(z) = P(z)-P(&)

= ar-(z=&)Fay- (2P =€)+ Han- (2" €7
= (z—fl)-(a1+a2~Qg(z)+...—|—an-Qn(z))
= (z2—=¢&)- Pi(2).

Py (z) ist dabei ein Polynom vom Grad n — 1. Wenn n — 1 > 1, so kann man den Fundamentalsatz der
Algebra erneut auf P;(z) anwenden und erhélt eine Nullstelle & von P;, wodurch man wiederum einen
weiteren Linearfaktor abspalten kann, d.h.

P(z) = (2 = &) - (2 — &) - Pa(2),

wobei Py(z) ein Polynom vom Grad n — 2 ist. Dieses Verfahren funktioniert n—mal, womit P(z) n Null-
stellen hat. O

—~
~—

6.2. Komplexe Polynome mit reellen Koeffizienten

Satz 12. Sei P(z) = apz™+ n_12"" V4. ..+ a1z+ag ein komplezes Polynom mit reellen Koeffizienten
ao, a1, . .-, an € R. Dann tritt mit jeder echt komplezen Nullstelle & von P auch die konjugiert-komplexe
Zahl & als Nullstelle von P (mit der gleichen Vielfachheit) auf.

Das Polynom P(z) hat die Linearfaktorzerlegung

P(z) =an-(z=M)" (2= )™ - (2 =€) (2= 6" o (2= &) (2 = E)M,

wobei A1, ..., A\ die reellen Nullstellen von P mit den Vielfachheiten vy, ... v, und &1,&4,. .., &, & die
echt komplexen Nullstellen von P mit den Vielfachheiten py, pi1, ..., its, s sind.
Dabet gilt v1 + ...+ v +2u1 + ...+ 2us =n, k,s>0.

Beweis: Sei z € C. Da die Koeffizienten ag,as,...,a, von P(z) alle reell sind, folgt fiir die zu P(z)
konjugiert-komplexe Zahl P(z)

P(z) = apz"+...a12+ ag
= apz'+...+az+ag
= P(z).

Und da P(¢§) = P(¢) fiir P(§) = 0 gilt, folgt, dass eine echt-komplexe Zahl { genau dann Nullstelle von

P ist, wenn £ eine Nullstelle von P ist. Wir kénnen also bei Vorliegen einer echt komplexen Nullstelle £
immer zwei Linearfaktoren gleichzeitig abspalten:

P(z)=(2-8) - (z=¢) - Pa(2).

OO Aus Satz 12 folgt insbesondere, dass jedes komplexe Polynom von ungeradem Grad, dessen
Koeffizienten alle reell sind, mindestens eine reelle Nullstelle besitzt.
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6.3. Erster Satz von Cauchy

Satz 13 (Erster Satz von Cauchy).
Sei P(z) = anz" + n_12""V 4+ ...+ a1z + ag ein komplezes Polynom vom Grad n > 1. Dann liegen

alle Nullstellen von P(z) in der abgeschlossenen Kreisscheibe B(0,M) := {z € C | |z| < M}, wobei
M::1+max{M ‘j:O,...,n—l}.

lan]

Beweis: Sei m := max{la—j‘ j=0,...,n— 1}. Dann gilt fiir alle z mit |z] > M:

‘an‘

™)
|P(2)| > |anz™| = |an_12""" +an_22""2 + ...+ a1z + aol

> |an2"| = (|Jan—12""1 + |an—22""2| + ... + |ar2| + |ao|)

—lana| (1= Lt = Bl or oy gy
an (07%% Ay, Qp

=]t = mlz 2 =] ]z
() (e ()™ + ()
(13 (7))

k=1

[
B
S
I
_=
/7
—
[

Da wir nun eine geometrische Summe vorliegen haben, kénnen wir diese durch die explizite Formel fiir
geometrische Summen ersetzen. Allerdings muss dabei beachtet werden, dass k von 1 beginnt. Wir miissen
also 1 = (£)? wieder abziehen. Wir erhalten dann:

||
1— 1 \n+1
IREl
" 1 1 . . .
> |anz"| - (1 -m (1 - 1)) (Da — > 0 und somit der Term kleiner wird)

E

n |Z‘_M
= |anz"|- .
2] — 1

Nun betrachten wir die einzelnen Teile des Terms und versuchen diese abzuschiitzen. So ist |a,2"| > 0,
da a, # 0 und z # 0. Des Weiteren ist wegen |z| > M > 1 auch |z| — 1 > 0. Der letzte zu betrachtende
Teil ist |z| — M, welcher fiir |z| > M auch grofler 0 ist. Somit erhalten wir als letzte Gleichung

IP(2)| > 0.

Damit haben wir bewiesen, dass keine Nullstellen auerhalb von B(0, M) liegen kénnen, wodurch alle
Nullstellen in B(0, M) liegen miissen. O
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6.4. Zweiter Satz von Cauchy

Satz 14 (Zweiter Satz von Cauchy).
Sei P(2) = ap2™ + apn_12"" 1 4+ ...+ a1z + ag ein kompleves Polynom vom Grad n > 1 mit ag # 0 und
F(x) das reelle Polynom

F(x) = |ag| + |ar|z + ... 4 |an_1|z" 7 — |ap|z™.

Dann hat F(z) genau eine positive reelle Nullstelle p € RT und alle Nullstellen des komplexen Polynoms
P(z) liegen in der abgeschlossenen Kreisscheibe B(0,p) = {z € C| |z| < p}.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass es genau eine positive reelle Nullstelle von F(z) gibt. Dazu suchen wir
generell nach positiven reellen Nullstellen und betrachten deshalb lim F(z) und F(0). Es gilt:
Tr—r00

. . 1 1 1 1
wlinoloF(x) = xli}rgo —" (|Cbn| — |an71|; — |an72|; — e ‘al‘ﬂkl _ a0|xn) = —0o0,
F(0) = |ag| > 0.

Damit liegt nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine Nullstelle p von F(z) im positiven reellen Zah-
lenbereich. Als néichsten Schritt miissen wir zeigen, dass diese Nullstelle p auch die einzige positive reelle
Nullstelle ist. Dazu spalten wir den Linearfaktor (x — p) nach Satz 12 ab und versuchen, aus dem ver-
bleibenden Term Schliisse iiber die iibrigen Nullstellen zu ziehen. Es gilt

F(z) = (z—p) - F1(2),
wobei
Fi(z) = cp1a™ ' 4 Cpnox™ 2 4+ + o
ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Durch Koffizientenvergleich in den Polynomen
F(z) = |ag| + |ar|z + ... |an_1]z" ! = |a,|z™

— (@ p) Fa(x)

=" = pCp1 8 ey 0" —pp oV Pzt —piz o —p- o

=—p-cot+az(co—p-c1)+ x2(01 —prca)+--+ x”fl(cn,Q —p-Cp1) + Cporz”
erhalten wir

|ao| = —peo,

la1| = co — pea,

‘an—1| = Cp—2 — PCp—1,

_|an| = Cn—1-
Da p > 0 ergibt sich aus diesen Gleichungen schrittweise ¢y < 0,¢1 <0,...,¢cp—1 <O0.
Da alle Koeffizienten von Fj(x) negativ sind, kann Fj(z) keine positiven reellen Nullstellen besitzen.
Damit haben wir bewiesen, dass F'(z) nur die eine positive reelle Nullstelle p hat.
Somit bleibt zu beweisen, dass alle Nullstellen von P(z) in der Kreisscheibe B(0, p) liegen. Dafiir fithren
wir wieder eine Abschétzung, wie auch schon beim Fundamentalsatz und dem ersten Satz von Cauchy
durch.

|P(2)] = lanz" + an-12""" + - + aol
> an2"| = |an_12""t 4+ a1z + agl

> Janll2]" = (Jan—a]l2["7" + -+ Jaa] 2] + lao])

= —F(|z]).
Wir haben bereits gezeigt, dass F'(|z|) < 0 fiir alle |z| > p gilt. Folglich gilt |P(z)| > 0 fiir alle |z| > p.
Somit liegen alle Nullstellen des komplexen Polynoms P(z) innerhalb der Kreisscheibe B(0, p). t
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