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Serie 8 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es seien (V, (-, -)) ein endlich dimensionaler euklidischer bzw. unitidrer Vektorraum und
v € V'\ {0}. Die lineare Abbildung P,: V — V sei dann gegeben durch

v (x eV).

a) Verifizieren Sie, dass P, eine Projektion ist, d.h. dass P? = P, gilt.
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(b) Berechnen Sie ker(P,) und zeigen Sie, dass im(P,) das orthogonale Komplement von
ker(P,) ist, d. h. dass V' = ker(P,) ®im(P,) gilt und jeder Vektor von im(P,) auf jedem
Vektor von ker(P,) senkrecht steht.

(c) Es seien speziell (V, (-, -)) der unitire Vektorraum C?® mit dem Standardskalarpro-
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dukt und v = (fz) € C3. Bestimmen Sie Orthogonalbasen von ker(P,) und im(P,).

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Auf dem R-Vektorraum R[X]<3 der Polynome vom Grad kleiner oder gleich 3 mit reellen
Koeffizienten betrachten wir das Skalarprodukt
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(p(X), q(X)) = / p(X)g(X)dX  (p(X),q(X) € R[X]<s).
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(a) Bestimmen Sie zu diesem Skalarprodukt die Gramsche Matrix beziiglich der Standard-
basis B = {1, X, X2, X3}.

(b) Berechnen Sie beziiglich dieses Skalarprodukts die Winkel zwischen den Polynomen
1 und 1+ X, zwischen X und X2, sowie zwischen X? und X3.



(¢) Wenden Sie das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren auf die Basis B aus

Teilaufgabe (a) an, um eine Orthonormalbasis von R[X|<3 beztiglich des obigen Ska-
larprodukts zu konstruieren.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

(a) Wir betrachten die symmetrische Matrix

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0o -1 2 -1 0
A= € M, (R)
0
: .|
0O -+ ««v .o 0 -1 2

und setzen damit (x,y) := 2’ - A -y, wobei z,y € R" sind. Zeigen Sie, dass damit ein
Skalarprodukt auf R™ definiert wird.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens aus-
gehend von der Standardbasis des R™ eine Orthonormalbasis fiir das Skalarprodukt
aus Aufgabenteil (a) im Fall n = 2 und n = 3.



