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Serie 6 (40 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

(a) Im R-Vektorraum R4 betrachten wir die Unterräume

U1 :=




ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ1 + ξ2 − ξ3 = 0
ξ1 + 3 ξ2 = 0

 und U2 :=

〈 2
0
2
1

 ,


1
−1
0
−1


〉
.

Bestimmen Sie Basen der Unterräume U1, U2 sowie U1 ∩U2 und geben Sie die Dimen-
sionen dieser Unterräume an.
Bestimmen Sie mit Hilfe des Dimensionssatzes die Dimension des Unterraums U1+U2.

(b) Im F2-Vektorraum F3
2 betrachten wir die Unterräume

U1 :=


 ξ1

ξ2
ξ3

 ∈ F3
2

∣∣∣∣∣∣ ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0

 und U2 :=

〈 1
1
1

〉.
Bestimmen Sie Basen der Unterräume U1, U2 sowie U1 +U2 und geben Sie die Dimen-
sionen dieser Unterräume an.
Bestimmen Sie mit Hilfe des Dimensionssatzes die Dimension des Unterraums U1∩U2.

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Es seien U1 und U2 zwei Unterräume des K-Vektorraums V . Dann heißt V = U1⊕U2 direkte
Summe von U1 und U2, falls V = U1 + U2 und U1 ∩ U2 = {0} gilt.

(a) Es sei U1 ein Unterraum des endlich dimensionalen K-Vektorraums V . Zeigen Sie,
dass es dann einen zu U1 komplementären Unterraum U2 gibt, d.h. einen Unterraum
U2 mit der Eigenschaft V = U1 ⊕ U2.

(b) Im Q-Vektorraum Q4 betrachten wir den Unterraum

U1 :=




ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 ∈ Q4

∣∣∣∣∣∣∣∣ −ξ1 − ξ2 + ξ3 = 0

 .



Bestimmen Sie zwei zu U1 komplementäre Unterräume U2 und U ′2 im Q-Vektorraum
Q4, für die U2 6= U ′2 gilt.
Überprüfen Sie die Gültigkeit des Dimensionssatzes für die beiden Unterräume U1

und U2.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

(a) Es sei V ein K-Vektorraum der Dimension n ≥ 2 mit Unterräumen U1, U2 ⊆ V .

(i) Es gelte dimK(U1) = dimK(U2) = n− 1. Zeigen Sie, dass dimK(U1 ∩U2) ≥ n− 2
folgt.

(ii) Es gelte dimK(U1) + dimK(U2) > n. Zeigen Sie, dass dann U1 ∩ U2 6= {0} folgt.

(b) Es sei V ein Fp-Vektorraum der Dimension n.

(i) Zeigen Sie, dass V genau pn Elemente hat.

(ii) Bestimmen Sie für V = F3
2 die Anzahl der Unterräume der Dimension 2.

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Bestimmen Sie jeweils die Koordinaten des Vektors v bezüglich der gegebenen geordneten
Basis B des K-Vektorraums V :

(a) K = Q, V = Q3 : v =

 8
7
5

, B =


 2

1
0

,
 1

0
1

,
 3

4
5

;

(b) K = R, V = R[X]≤3 : v = X2, B = {X3 +X2 +X + 1, X2 −X,X3 + 1, X3 +X2};

(c) K = F3, V = F3
3 : v =

 1
0
0

, B =


 1

2
1

,
 0

0
2

,
 1

1
0

;

(d) K = C, V = C2 : v =

(
1 + 2i
−i

)
, B =

{(
1
i

)
,

(
i
1

)}
.
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