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Serie 10 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es seien f(X) = X3 + a2X
2 + a1X + a0 ∈ Q[X] ein normiertes kubisches Polynom und

∆ =
∏

j<k(αj − αk)2 die Diskriminante von f(X), wobei die αj (j = 1, 2, 3) die drei
Nullstellen von f(X) in einem algebraischen Abschluss von Q bezeichnen. Zeigen Sie:

(a) Nach einer Substitution der Form X = Y + a (mit geeignetem a ∈ Q) dürfen wir
annehmen, dass a2 verschwindet. Zeigen Sie, dass ∆ unter dieser Substitution invariant
bleibt.

(b) Im Fall a2 = 0 gilt ∆ = −(4a31 + 27a20).

(c) Ist f zusätzlich irreduzibel und
√

∆ /∈ Q, dann gilt Q(α1,
√

∆) = Q(α1, α2, α3).
Hinweis : Zeigen Sie zunächst Q(α1,

√
∆) ⊆ Q(α1, α2, α3) und bestimmen Sie dann

[Q(α1,
√

∆) : Q].

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Es seien K ein Körper der Charakteristik 0 sowie X1, . . . , Xn Unbestimmte und σ1, . . . , σn
die elementarsymmetrischen Polynome in X1, . . . , Xn (siehe Serie 7).

(a) Beweisen Sie, dass der Körper E := K(X1, . . . , Xn) eine Galois-Erweiterung des Kör-
pers L := K(σ1, . . . , σn) ist, deren Galois-Gruppe isomorph zur symmetrischen Gruppe
Sn ist.

(b) Wir betrachten nun das Polynom

f(T ) = T n − σ1T n−1 ± . . .+ (−1)nσn = (T −X1) · . . . · (T −Xn) ∈ L[T ]

mit Diskriminante ∆ =
∏

j<k(Xj −Xk)2.

Welcher Untergruppe von Sn entspricht die Körpererweiterung L(
√

∆)/L nach dem
Hauptsatz der Galois-Theorie?



Aufgabe 3 (10 Punkte)

Wir betrachten den Zerfällungskörper E des Polynoms f(X) = X4 − 3 über Q.

(a) Bestimmen Sie die Galois-Gruppe G der Erweiterung E über Q.

(b) Bestimmen Sie alle Untergruppen von G und Zwischenkörper der Erweiterung E über
Q und erstellen Sie jeweils ein Diagramm, das alle Inklusionsrelationen der auftreten-
den Untergruppen bzw. Zwischenkörper wiedergibt.

(c) Welche der Zwischenkörper sind normal über Q?
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